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Soit k£ un corps de caractéristique # 2 (c’est-a-dire qu’on pourra librement
diviser par 2), dont on notera k*# la cloture algébrique. On rappelle qu’un « point
géométrique » de P" désigne un point a coordonnées dans k*#, tandis qu’un
« point rationnel » désigne un point a coordonnées dans k.

(1) Montrer le fait suivant (théoréme d’Euler sur les polyn6mes homogenes) :
si h est un polyndme homogene de degré ¢ en les variables tg,...,t, alors
di—oti ng; = (h (égalité dans klto, ..., t,]). Pour cela, on pourra justifier qu’il
suffit de le prouver lorsque / est un mondme.

Corrigé.  La formule énoncée étant linéaire, il suffit de la démontrer lorsque
h est un monome de degré total ¢ (un polyndme homogene de degré ¢ étant

combinaison linéaire de tels mondmes). Orsi h = t2° - - - t% avec dy+- - -+d,, =,

dh d d;j—1 dn 7 > oh __ d d; dn
onaaTj:dthO---tj] SR et dOUtjaTj —djtoo---tjj---tn —djhet
oh
Z?:o tj ot; — (Z?:o dj) h = (h. v

Faisons la remarque introductive suivante (qui est une reformulation projective
du résultat bien connu sur les racines d’un polyndme de degré 2 sur la droite
affine, et qu’on pourra librement utiliser dans la suite) : si ¢ := cox? + c12Yy + o>
est un polyndme homogene de degré 2 non nul en deux variables x, y, alors le
fermé de Zariski {¢ = 0} qu’il définit dans la droite projective P! est constitué
d’exactement un ou deux points géométriques; il y en a un seul si et seulement si
le discriminant A := ¢? — 4cycy est nul, auquel cas le point (z : y) en question est
(¢1 : —2cg) = (—2cq : ¢1) (il est donc rationnel); et lorsque A # 0, soit les deux
points géométriques sont tous les deux rationnels, soif aucun des deux ne l’estﬂ

On va désormais s’intéresser a la courbe définie par une équation homogene
de degré 2 dans le plan projectif.

Plus précisément, on appelle conique plane sur £ une variété algébrique
projective (i.e., un fermé de Zariski) C,, dans P? définie par une équation ¢ = 0
ol ¢ € klx,y,z] est un polyndme homogene de degré 2 (on dit aussi « forme
quadratique ») non nulE] en trois variables x, y, 2 qu’on identifie aux coordonnées
homogenes sur P2. A titre d’exemple, {z* 4+ > — 22 = 0} est une telle conique.

En général, une conique s’écrit {g = 0} ou

q:axxz—|—ayy2+azz2+bmyz—|—bya:z+bzxy

1. Ceci résulte de la formule du trindme : les deux points sont (¢; £ VA : —2¢p) = (—2¢3 :
c1F \/Z), ils sont rationnels si et seulement si A est un carré dans k, mais cette formule ne servira
pas ici.

2. On pourra aussi librement faire I’hypothése que ¢ n’est pas le carré d’un polyndme [
(forcément homogene) de degré 1 (= forme linéaire); en effet, s’il I'est, la conique {¢ = 0}
est simplement réduite a la droite {I{ = 0} mais I’idéal (q) n’est pas radical (il faut imaginer la
conique comme la droite « doublée ») : on ignorera donc ce cas.



avec ay, Gy, ., by, by, b, six coefficients dans %, non tous nuls : on adoptera cette
notation.

(2) On rappelle qu’un point (xg : Yo : 2¢) de C, est dit singulier lorsque %,
g—z gt % s’annulel'lt‘ simultanément en (20, Yo, 20)- Expliquer pourquoi un pqint
vérifiant ces conditions est automatiquement sur C, (i.e., pourquoi 1’annulation
de g—g, g—g et % en (zo,Yo,20) quelconque implique automatiquement celle
de ¢). Donner une condition pour que trois droites dans P? soient concourantes
(condition sur les coefficients de leurs équations). En déduire que la conique C; a

un point singulier si et seulement si ses coefficients vérifient
2 2 2
dazaya, — aby — ayby — ab; + bybyb, =0

et qu’il revient au méme de dire qu’elle a un point singulier géométrique ou

rationnel.

Corrigé. On a vu en (1) que ¢ = %(xg—g + yg—z + z%). Donc en un point

(o : Yo : 20) OU g—g, g—g et % s’annulent, ¢ s’annule aussi, et le point est sur C,,.
Trois droites {ux+vy+wz = 0}, {'z+v'y+w'z = 0} et {v"z+0"y+w"z =

0} dans P? concourent si et seulement si le déterminant

u v w
v w
u// U” w//

s’annule (en effet, il exprime le fait que la matrice dont il est le déterminant a un
noyau non trivial, ce qui revient exactement a demander 1’existence d’un point
situé sur les trois droites a la fois).

Or chacune des conditions % = 0, g—g = 0 et % = 0 définit une droite

dans P2, a savoir {2a, 2 + b,y + b,z = 0}, {b.x + 2a,y + b,z = 0} et
{byx + b, y + 2a, z = 0}, donc I'existence d’un point singulier sur C,, se traduit
par I’annulation du déterminant

2a, b, b,
b. 2a, b,
by, by 2a,

qui (une fois développé ce déterminant, et divisé€ par 2) est exactement la condition
proposée par I’énoncé.

L’affirmation sur la rationalit¢ vient du fait qu’un systeme d’équations
linéaires a coefficients dans k' (en 1’occurrence le systeme formé de % = 0,

g—g = 0et % = () a automatiquement une solution dans £k (I’ensemble des

solutions sur K étant un sous-k-espace vectoriel de K3, et la dimension d’un
espace vectoriel ne dépendant pas du corps sur lequel on la calcule). v



On supposera maintenant, et jusqu’a la fin, que la conique est C, lisse, c’est-
a-dire vérifie 4a,aya. — b — aybl — a.b? 4 bybyb. # 0 (cf. question (2)).

(3) Sur k¥ (« géométriquement »), montrer que C, ne contient aucune droite
(i.e., montrer qu’il n’existe pas [ € k*8[x,y, 2] homogene de degré 1 tel que
tous les points géométriques de la droite {I = 0} soient dans C|,; indication : si
elle en contenait une alors on pourrait factoriser ¢ sous la forme [l’, contredisant
I’hypothese qu’on vient de faire). En déduire que C, ne peut jamais contenir trois
points alignés distincts.

Corrigé.  Si C, contenait une droite {I/ = 0} avec [ un polyndéme [ homogene
de degré 1 (= forme linéaire) a coefficients dans k#, cela signifierait ¢ €
J(Z(l)) (.e., « ¢ s’annule partout ou ! s’annule »), donc ¢ appartiendrait a
I’idéal homogene (manifestement radical) engendré par [, donc ¢ s’écrirait sous la
forme [l’, avec I’ homogene de degré 1, i.e., la conique serait (géométriquement)
réductible en une réunion de deux droites. Or, dans cette condition, si P est situé
a I'intersection des droites {/ = 0} et {I' = 0}, alors % = agi') = lg—g +re
s’annule en P, et de méme par rapport aux deux autres variables y, z. Le point P
serait donc singulier, contredisant I’hypothese de lissité sur C,.

La remarque introductive assure que si une conique coupe une droite en trois
points distincts, elle contient la droite tout entiere, et on vient de voir que ce n’est
pas possible pour une conique lisse. Une conique lisse ne contient donc jamais
trois points alignés. v

Dans les questions qui suivent, on va s’intéresser a une application qui a un
point de P2 associe une droite de P2 dite « polarité » par rapport a la conique.
Plus précisément, on appelle droite polaire, relativement a C; (ou a ¢) d’un

point Py := (x¢ : %o : z) de P? (non nécessairement situé sur C,) la droite
{upr + voy + woz = 0} dont les coefficients u, vy, wy sont donnés par %, g—g et
o)

52 respectivement, évalués en (o, Yo, 20).

(4) Pourquoi cette définition a-t-elle un sens? (Autrement dit, pourquoi
U, Vg, Wo ne s’ annulent-ils pas simultanément, et pourquoi la droite ne dépend-
elle pas du choix des coordonnées homogenes (¢, Yo, 20) de Py ?) Montrer que, si
P, et P, sont deux points de P2, alors :

P est sur la droite polaire de Fj si et seulement si /) est sur la droite
polaire de P,

(« principe de réciprocité de la polarité »); on pourra exprimer ce fait de comme
une équation symétrique entre les coordonnées homogenes (o, yo, z0) de Py et
celles (x1,y1, z1) de P;. Montrer que P, est sur C, si et seulement si il est situé
sur sa propre droite polaire.

., - 0q Oq aq > . 4 . .
Corrigé.  Si 5/, 3 et 31 s’annulent simultanément, on a vu en (2) que (o :yo:

2p) est un point singulier de C,, or on a fait I’hypothese qu’il n’y en a pas. Par



ailleurs, si on change les coordonnées homogenes du point (zg : yo : 2), cela

revient a toutes les multiplier par une constante non nulle, mais comme %, g—; et

% sont des polyndmes homogenes (en fait, des formes linéaires...), cela multiplie
chacun de ug, vg, wo par une constante non nulle, et cela ne change pas la droite
{upz + voy + woz = 0}. La définition a donc bien un sens.

Dire que P, := (77 : y; : 21) est sur la droite polaire de Py := (2o : %o : 20)
signifie que 2a, xox1 + 2a, Yo Y1 + 2a. 20 21 + by yo 21 + by 20 Y1 + by xo 21 +
by zo x1 + b, 29 Y1 + b, yo w1 = 0, ou, si on préfere,

20, b, by To
(z1 o =z) | b 2ay by Yo | =0
by, by 2a, 20

et cette condition est manifestement symétrique en Iy et P;.

Lorsque P, = Fp, la condition devient 2a, x% + 2a, yg + 2a, zg + 2b, yo 20 +
2by xo 20 + 2b, 2o Yo = 0, ce qui équivaut bien a ¢ = 0 en divisant par 2 (ou, si on
préfere, on applique la question (1) pour la méme conclusion). v

(5) Montrer que I’application envoyant un point de P? sur sa droite polaire
définit une bijection des points de P? (géométriques ou rationnels) sur les
droites de P? (géométriques ou rationnelles) : pour cela, on pourra constater que
I’application (zo, yo, z0) — (uo, Vo, wp) est k-linéaire. Expliquer pourquoi cette
application envoie trois points alignés sur trois droites concourantes.

Corrigé. L application

o 2a, b, b, o
Yo — bz 2 Gy ba: Yo
20 b, by 2a, 20

envoyant des coordonnées homogenes (o, Yo, 20) d’un point sur les coefficients
(wo, vo, wo) (soit (%, g—g, %)) définissant sa droite polaire, est linéaire, et elle est
bijective car son déterminant est non nul, c’est justement I’ hypothese qu’on a faite.
Elle induit donc une bijection entre points de P? et droites de P? (si (o, Yo, 20)
et (x1,%1,21) ont la méme droite polaire, alors (ug, vg, wp) et (uy, vy, w;) sont
proportionnelles, et quitte & multiplier par la bonne constante on peut les supposer
égales, donc (g : o : 20) = (1 : y1 : z1)). Par ailleurs, toujours parce
qu’elle est linéaire, elle envoie trois points alignés sur trois droites concourantes
(puisque I’alignement des points ou la concourance des droites s’exprime comme
I’annulation du déterminant 3 x 3 de leurs coordonnées, et que les déterminants

se multiplient). v

(6) Montrer que si [ est un point géométrique situé sur Cy, alors I’intersection
de la droite polaire D, de I avec C, est réduite au seul point F. (S’il y avait un

5



deuxieéme point, on pourra montrer qu’il aurait forcément la méme droite polaire
que Fy.) Expliquer pourquoi ce point F, est nécessairement rationnel si Dy 1’est.

Corrigé.  Soit Py sur C, et soit Dy sa droite polaire. Supposons que Dy passe
par un autre point P, de C; : alors le principe de réciprocité assure que sa droite
polaire [, passe par I, mais aussi par P, puisque P; est sur Cy. Donc Dy et D,
passent toutes les deux par Fj et P;, et comme deux points distincts déterminent
une droite, on a Dy = D;, donc Fy = P, puisqu’on a établi que la fonction
envoyant un point sur sa droite polaire est une bijection.

Pour expliquer pourquoi le point Fy est rationnel si Dy I’est, on peut soit
se rappeler qu’on a défini une application k-linéaire bijective (xq,yo,20) +—
(uo,vp,wy) a la question précédente, ce qui montre que si ug, vy, wy sont
dans k alors xg, vy, 290 le sont, soit invoquer la remarque introductive (si une
équation quadratique a coefficients dans £ sur la droite projective a un seul point
géométrique, celui-ci est rationnel). v

On appelle tangente a C;, en un point de C, la droite polaire de ce point : on
vient de voir qu’une droite tangente a C;, la rencontre en ce seul point.

(7) Montrer qu’une droite D de P? est tangente a C, si et seulement si elle la
coupe en un seul point géométrique. On pourra pour cela expliquer pourquoi on
peut supposer que le point est (1:0:0) et la droite {z = 0}, et simplifier I’équation
la conique dans ce cas.

Corrigé.  On a vu dans la question précédente qu’une tangente a une conique
coupe celle-ci en un seul point. On veut montrer, réciproquement, que si [ est
une droite coupant C,, en un seul point géométrique P, alors elle lui est tangente.

Or si P est un point de P? et D une droite passant par P, quitte a choisir un
point () de D différent de P et a compléter P, () en une base projective de P2,
on peut trouver une transformation projective envoyant P sur (1:0:0) et ) sur
(0:1:0) donc la droite D sur {z = 0}. Comme cette transformation projective est
une simple application linéaire (inversible) sur les coordonnées homogenes et que
la composition d’un polyndme homogene de degré 2 avec un tel changement de
variables linéaire est encore un polyndme homogene de degré 2, elle transforme
une conique en une conique. De plus, elle agit sur le vecteur des dérivées partielles
de ¢ comme la matrice qui la représente (notamment, une conique lisse est
transformée en conique lisse).

Bref, on peut montrer le résultat en supposant P = (1:0:0) et D = {z = 0}.
Lintersection de C, avec {z = 0} est alors donnée, en identifiant avec P* la
droite {z = 0} de P?, par a, z* + b, zy + a,y* = 0. Le fait que P soit situé
sur C, se traduit par a, = 0. Il reste donc simplement b, zy + a,y*> = 0,
soit y(b, x + a,y) = 0, qui définit la réunion du point y = 0, soit exactement
(1:0:0) = P, et du point b, x + a, y = 0, soit (a, : —b, : 0). Ce point coincide
avec P exactement quand b, = 0, ce qui revient exactement a dire que g—g =0

6



en (1,0,0), et comme par ailleurs % =0en (1,0,0) (vuque a, = 0), cela revient
bien a dire que la tangente a C; en P est la droite D = {z = 0}. v

(8) Si P, est un point non situé sur C,, montrer que les droites tangentes
a C, passant par F, sont exactementE] les droites FyM ou M est un point
d’intersection de C, avec la droite polaire D de Fy,. Expliquer pourquoi il en existe,
géométriquement, exactement deux.

Corrigé.  Soit Dy la droite polaire de F;. Comme on a supposé que F, n’est pas
sur Cy, la droite Dy n’est pas tangente a C, (question (5)). Elle rencontre donc
C, en deux points géométriques distincts (question (7)), appelons-les P, et Ps.
Soient Dy et D, les tangentes a C, par P; et P, respectivement, ¢’est-a-dire, les
droites polaires de P, et P, respectivement. Elles sont distinctes 1’'une de I’ autre
par (5), et distinctes de Dy car Dy n’est pas tangente a C;. Comme P, est sur Dy,
par principe de réciprocité, P est sur D, : donc D; coincide avec la droite P,
et de méme, D, coincide avec la droite Py P%,. Maintenant, s’il existait une autre
tangente D a C, passant par I, en appelant M le point de tangente, M serait sur
Dy puisque Fy est sur D (principe de réciprocité), donc M serait situé a la fois sur
C, et Dy, or on a dit que les deux points géométriques situés a la fois sur C, et D
sont Py et P;. v

On appelle triangle autopolaire (relativement a C, ou a ¢) la donnée de trois
points Py, P;, P, distincts de P2 tels que la droite polaire de chacun soit la droite
reliant les deux autres.

(9) Expliquer pourquoi on peut toujours trouver un triangle autopolaire

de points rationnels. A quelle condition sur les coefficients de ¢ le triangle
(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1) est-il autopolaire? En déduire que toute conique lisse
s’écrit, apres une transformation projective (a coefficients dans k), sous la forme
{a, 2* + a, y* + a, z* = 0} (on dit qu’elle est diagonale).
Corrigé.  Soit Py un point rationnel de P? non situé sur Cj, (un tel point existe
d’apres la question (3)); il n’est donc pas situé sur sa droite polaire Dy. Soit P, un
point rationnel de la droite polaire D de F, également non situé sur C;, (méme
remarque) : il n’est donc pas situé sur sa droite polaire D1, et par ailleurs il est
distinct de F, (puisque situé sur D, alors que F, ne I’est pas) ; en revanche, P est
situé sur D, puisque P; est sur Dy (principe de réciprocité). Soit enfin P; le point
(rationnel) d’intersection des droites (rationnelles) Dy et D : cette intersection est
bien définie car D, et D, sont distinctes (par (5)), et P est distinct a la fois de F
(car situé sur Dy tandis que Fy ne I’est pas) et de P, (car situé sur D, tandis que P,
ne I’est pas) ; sa droite polaire D, passe par Fy et P, car Dy et D passent par P,
(toujours par principe de réciprocité), donc on a bien un triangle autopolaire.

3. (Le sujet distribué comportait une faute de frappe dans cette phrase : au lieu de « point
d’intersection de Cj avec la droite polaire » il était écrit « point d’intersection de F; avec la droite
polaire ».)



Dire que la droite polaire de (1:0:0) passe par (0:1:0) signifie que g—g s’annule
en (1:0:0), c’est-a-dire b, = 0. Pour les autres points on trouve de méme b, = 0
et b, = 0, et finalement le triangle (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1) est autopolaire si et
seulement si b, = b, = b, = 0 : c’est-a-dire que la forme quadratique ¢ est
diagonale (égale a a, 2 + a, y* + a, 2%).

On a vu qu’on pouvait toujours trouver un triangle autopolaire. Comme on
peut par ailleurs (quitte a compléter n’importe comment en une base projective)
trouver une transformation projective 1’envoyant sur (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), ceci
met la conique sous forme diagonale comme demandé. v

(10) Montrer le résultat suivant : si Ay, A1, As, A3 sont quatre points distincts

situés sur la conique C,, et si on pose Py = AgAs N A1 Ay (c’est-a-dire :
I’intersection de la droite reliant Ay et A; et de celle reliant A; et A,) et
P, = AjA; N AgAy et P, = AyA3 A AgA,, alors le triangle Py, P, P,
est autopolaire. Pour cela, on pourra expliquer pourquoi on peut supposer que
Ag, Ay, Ag, Az sont (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), (1:1:1) respectivement et calculer a
la fois les coordonnées de F,, P, P et des conditions sur les coefficients de g.
En déduire une construction, a la regle seule. dans le plan projectif réel, de la
droite polaire d’un point par rapport a une conique donnée (en supposant qu’elle
a effectivement des points réels).
Corrigé. D’apres la question (3), trois quelconques parmi les points
A, A1, As, A3 ne sont pas alignés. Ils forment donc une base projective du
plan. Quitte a appliquer une transformation projective, on peut supposer que ce
sont (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), (1:1:1). On calcule alors P, = (0:1:1) et P, =
(1:0:1) et P, = (1:1:0). Par ailleurs, le fait que (1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), (1:1:1)
appartiennent a C, impose les conditions a, = a, = a, = b, +b, +b, = 0:
les dérivées partielles de g sont alors g—g = b,y + b,z et g—z = byz+ b,z
et % = byx + b, y. La droite polaire de ;) = (0:1:1) est alors donnée par
—b,x + by + b,z = 0, autant dire —z + y + z = 0, qui est bien la droite P, P, et
le calcul est le méme pour les deux autres points (apres permutation cyclique des
coordonnées).

On en déduit la construction suivante de la droite polaire d’un point F, (par
rapport a une conique réelle ayant effectivement des points réels) : tracer deux
droites passant par F, et coupant la conique en deux points réels chacune, appeler
Ag, As les points de la conique sur ’'une d’entre elles, et A;, As ceux sur I’autre ;
alors en appelant P, = A; A3 N\ AgAg et Py = Ay As N\ Ag Ay, la droite polaire de
Py estla droite P, P, (c’est-a-dire (A1 A3 A AgAz) V (AsAs A AgAy)).

(Bien str, si on se permet de tracer des tangentes a la conique passant par F,
on peut faire plus simple : appeler P, P» les deux points de tangence aux deux
tangentes a C, par F, et alors la polaire Dy de F; est la droite les reliant, comme
prouvé en (8). Mais attention, ces points ne sont pas forcément réels : imaginer le



cas ou Py est intérieur a un cercle.) v

(11) Enumérer les points rationnels (x : 4 : 2) de la conique {z?+y%+2% = 0}

dans P2 sur le corps fini 5 a trois éléments. Combien y en a-t-il ?
Corrigé. 1l est facile d’énumérer toutes les possibilités en se rappelant que
les seuls carrés dans [3 sont O et 1 : la seule possibilit¢ pour en avoir
trois qui somment a O est 1 + 1 +1 = 0 (vuque 0+ 04+ 0 = 0 ne
donnera pas un point de I’espace projectif). Les points de la conique sont
alors (1:1:1), (1:1:2), (1:2:1), (1:2:2) (on se rappelle que les points sont définis
a multiplication prés par une constante, donc (2:1:1), par exemple, coincide avec
(1:2:2)). Il y en a quatre.

(En fait, on peut utiliser un paramétrage rationnel pour montrer que toute
conique projective lisse sur un corps k de caractéristique # 2 est isomorphe a P!
des qu’elle a un point rationnel ; cette derniere hypothese est toujours vérifiée sur
un corps fini IF;, donc elle a toujours ¢ + 1 points rationnels.) v



