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Contenu du cours

Principe physique de la tomographie (a rayons X)
Atténuation
Projection

Inversion : rétroprojection

Méthodes analytiques

TF discrete
Déconvolution

Méthodes algébriques
Régularisation

Extensions
Géométrie conique
Données incomplétes
3D
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Systemes d’acquisition : 4 générations
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Principe physique de la tomographie a rayons X

Atténuation

Faisceau de rayons X monochromatique :

+oo
I =1y exp(—/ fdv)

f(z,y) = atténuation au point (z, y) = fonction a reconstruire

Principe d’acquisition e

f(x,y)

pPgw)
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Autres modalités
médecine nucléaire (SPECT, TEP)
tomographie d’'impédance électrique

Principes physiques différents, mais problemes de reconstruction similaires
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Transformation de Radon

R[f](u,0) = po(u)

= f(ucos@ — vsin @, usinf 4 v cos 0)dv
Dy

Rq : po(u) = potr(—u)

Reconstruction :

{po(v), 0 € (0,7, ue R} — {f(z,y), (z,y) €R?}
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Sinogramme
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Rétroprojection

d’'une projection :

hg(z,y) = pg(xcosf + ysin )

(valeur en (x,y) de la projection d’angle 6
au point sur lequel se projette (x, y))

de toutes les projections :

B[p](ac,y):/ po(x cos O + ysin 0)do
0
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Rétroprojection
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Inversion

Théoreme de projection

TFpg|(U) =TF|[f](U cos@,U sin0)

= schéma de reconstruction :

{po(u)}
U
{TF[pe](U)}
U
TF[f](X,Y)

U

f par TF inverse

= Inversion directe (TF 1D + TFI 2D)
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Inversion

Théoréme de rétroprojection

Blpl(z,y) = (f x h)(z,y}

avec h(x,y) = 1

Va2 4y?

h(x.y)

= reconstruction par déconvolution :

f=TFI[TF(B[p]).p]

avec p(X,Y) =vX2+Y?
(filtrage et TF 2D)
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Inversion

Rétroprojection filtrée

f = Blp]

avec pg = T'FI [TF|[po|(U) . |U|]

= schéma de reconstruction :

filtrage des projections (1D)

U

rétroprojection des projections filirées

En pratique : filtrage par H(U) = |U| . W(U)

W (U) : passe-bas

= compromis résolution spatiale / bruit
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Discreétisation

Cas continu idéal :
domaine R2
fonction f continue

pe continues, connues Vo € [0, 7|
En pratique :
pe pour un nombre fini de 6;. (systéme d’acquisition)
Pg, connues aux points discrets u; (détecteurs)
f reconstruite en un nombre fini de points (algorithmes numeériques)

reconstruction :
{pe, (u;), 0 <1< NP,0<k< M}
— {f(zi,y;),0<i< N,0<j < N}

avec .
Qk = kA6 u; = ld

r; =1Ax y; = jAy
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Deux classes de méthodes discretes

analytiques :

o opérateurs discrets
o discrétisation des formules d’inversion

algébriques :

o discrétisation de I'équation de projection
o résolution d’'un systéme linéaire
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Discrétisation des méthodes analytiques

Discrétisation des opérateurs

TFD :

—2m
Fy, = Z frexp —lk)

recouvrement de spectre = Shannon
= spectre limité

Rétroprojection discrete :

M—-1

Z Po,, (x; cos O + y; sin Oy,)
k=0

Blpl(wi, ;) = -

x; cos O + y; sin Oy # w;

Y

interpolation
ou pré-interpolation des pg
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par inversion directe

TFDlpg, |(Ui) = TFD[f](Uj cos O, U sin 0)

= schéma de reconstruction :

{po,, (u1)}
2
{TFDlpe|(Uy)}
2
estimation de T'F'[f] sur une grille polaire
2
interpolation polaire / cartésienne
2
f par TFD inverse
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Discrétisation des méthodes analytiques

Echantillonnage

3B/

Projections: d = B = 5~

Plan de Fourier :

radial : p = ]%,—?3 = —d]\lfp
azimutal : e = p = A0 = 5

. 2B
OU.€/:p3B/4:%BA0:—P = AH:?)]\TLP

= M (nombre de projections)
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par déconvolution 2D

rétroprojection discréte de toutes les projections
déconvolution par TFD

sur image plus grande (repliement de spectre)
filtre + fenétre (données bruitées)
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par rétroprojection discréte
Filtrage des projections :

\U| si U/ < B
0 sinon

TF(k)(U) = {
Ramachandran et Lakshminarayanan :

TF(k)(U) = |U|Rectg(U)

= bu) = 27 <Sin(2w3u)> B (sin(wBu))Q
2w Bu mBu

B2 si m=0

m . .
= k(—) = 0 sl m pair et 0
(2B) P #+

—4B2
m2772

si m impair
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par rétroprojection discréte

Shepp et Logan :

. U
N Sln D
TF(k)(U) = |U|RectB(U)%
2B
m —4B?
= k(—) =
(QB) w2 (4m?2 — 1)

Autres fenétres : cosinus, Hamming, etc.

Mise en ceuvre :

convolution discréte

ou dans le domaine de Fourier (FFT)
Avantages :

traitements 1D
traitement de chaque projection dés qu’elle est acquise
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Discrétisation des méthodes analytiques

Reconstruction par rétroprojection discréte

RAM-LAK

Shepp-Logan

v

>

TF(k)

0.4

rampe * rect (RAM-LAK)

rampe * rect * sinc(piU/2B)
(Shepp & Logan)

rampe * rect * cos(piU/2B)
(Cosinus)

rampe * rect * (a + (1-a)cos(piU/B))
(Hamming)
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Meéthodes algébriques de reconstruction

f sous la forme :
flz,y) =) fipi(z,y)
=1
Base la plus utilisée : celle des pixels

B 1si(x,y) = pixel ¢
i@, y) = { 0 sinon

Y
p; = > Rjifi
i=1

I
p=RSf

avec p; = pg, (u1) et Rj; = [ ¢i(ug cos O — vsin by, u; sin by + v cos O )dv
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Meéthodes algébriques de reconstruction

p : vecteur de mesures
taille m = M x NP = nbre projections x nbre de points / proj.
f i vecteur des valeurs recherchées en chaque pixel
taille n = N x N = nbre pixels
R : matrice de projection

taille m x n
ne dépend que de l'acquisition

R 1 si le rayon j rencontre le pixel ¢
71 0sinon

OouU mieux :
R;; o< surface de recouvrement rayon j / pixel ¢
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Meéthodes algébriques de reconstruction

R ji P;
X1 X2
pd
4/4/
///
Xi (1)
P
b
/ :
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Meéthodes algébriques de reconstruction

Problemes liés a l'inversion directe :

Taille de la matrice (250000 x 250000 au moins)
Matrice trés creuse (aussi un avantage)
Bruit

U

meéthodes itératives

ART : correction des f; en utilisant une projection a chaque fois

SIRT : correction de chaque f; en utilisant tous les rayons passant par x;

I. Bloch - Tomographie — p.13/21



ART

solution

iR 1+ 1R =P
/
/

fiRy 1+ HRy=P 2

j— Ry v

_ P
p g1
! 1R;12

j=klm]+1
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ART

Cas bruité : pas de solution unique

contrainte 1

contrainte 2

= oscillations
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SIRT

v
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Limites

limites physiques :

o faisceau non monochromatique, non infiniment fin
o durcissement du faisceau

o phénomene de diffusion

o mouvements du patient

données incomplétes :

o faible nombre de projections (cceur)
o données bruitées

=> probleme mal posé
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Probleme bien posé

au moins une solution pour chaque ensemble de données
la solution est unique

la solution dépend continiment des données

en tomographie : probleme mal posé (données restreintes, bruitées)

U

Régularisation
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Moindres carrés

Rf =p
tel que R—1! n’existe pas ou n’est pas continu

U

Approximation telle que :

min C'(RF, p)

C : critere d’écart

Solution des moindres carrés :
f=(R'R)™'R'p

si Rderang n
sinon infinité de solutions
= celle de norme minimale

Mais peut étre instable
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Analyse de la stabilité

oz : valeurs propres de R'R etde RR" (o1 > o2 > ... > 0)
RR'py = ogpr, R'Rfy, = 0 fx

avec, pour oy, # 0 : pr, = ok_lRfk, fr = oglRtpk

f = (R'R)"'R'p=(R'R)"'R'(>_ <p.pr > pi)
k

= (R'R)™'OQ_ <ppe>0orfu) =Y <ppr>o0; [
k k

Donnée bruitées = mesures p + b

U

f= Z < p-pr > Uk_lkarZ <b.p > oy fr
k k

bruit haute fréquence =- forts coeff. sur les petites valeurs propres (grandes valeurs de
o, ) — cf. restauration
= instabilité
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Stabilisation de la solution (régularisation)

troncature du développement (cf. restauration par la méthode SVD)

amortissement :

1
f=> wpop' <ppr > fu
k

solution stable + contraintes de douceur
min J(f) = ||Rf — p||” + L (f)

ex. : I(f) = IfII* =

f=([R'R+yI)"'R'p

Ok
:>sz 2+7<p-pk>sz

compromis précision / stabilité
introduction d’infos a priori
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Géométrie divergente

Négliger la divergence : approximation paralléle
= erreur d’approximation négligeable si angle < 15 degrés

Réorganiser les données en projections paralleles

Reformaliser le probleme :

o théoréme de projection non généralisable
= pas de reconstruction directe

o adaptation du théoreme de rétroprojection
= méme algorithme

o correction des formules de rétroprojection filtrée
= algorithmes un peu différents

o méthodes algébriques : adaptation de la matrice R

Autres méthodes :
statistiques

3D
structurelles

I. Bloch - Tomographie — p.21/21



	Contenu du cours
	Systèmes d'acquisition : 4 générations
	Principe physique de la tomographie à rayons X
	Autres modalités
	Transformation de Radon
	Sinogramme
	Rétroprojection
	Inversion
	Discrétisation
	Deux classes de méthodes discrètes
	Discrétisation des méthodes analytiques
	Méthodes algébriques de reconstruction
	ART
	SIRT
	Limites
	Problème bien posé
	Moindres carrés
	Analyse de la stabilité
	Stabilisation de la solution (régularisation)
	Géométrie divergente

