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Opérateurs géodésiques

Distance géodésique, conditionnelle a X : dx
d(x.y)

si X est fermé, il existe un arc géodésique
pour toute paire de points de X

unicité si X est simplement connexe

X convexe & dx =d

Boule géodésique : Bx (z,7) = {y € X | dx (z,y) < r}
Rqg: Bx(x,r) C B(z,T)

Dilatation géodésique :
Dx(Y,By) ={z € R" | Bx(z,7)NY #0} ={z € R" | dx(z,Y) < r}
Erosion géodésique :
Ex(Y,By) = {z € R" | Bx(z,r) CY} = X\ Dx(X \Y, By)

Ouverture et fermeture géodésiques : par composition
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Propriétés et reconstruction

Propriétés :
similaires a celles du cas euclidien
Dx(Y,B;) C D(Y, B,)
Dx (Y, By) = N5, [(Y & LB) N X]"

Cas discret :
Dx (Y, By) = [D(Y, B1) N X]"
[ ] [ J [ ] [ J
e o o o W e o o o
ONON ONON
o o » X X
[ ] [ J [ ] [ J
Reconstruction :

[D(Y, B1) N X]™ = DX (Y)
= composantes connexes de X qui intersectent Y’
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Reconstruction binaire : exemple
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Reconstruction binaire : exemple
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Reconstruction binaire : exemple
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Erodés ultimes

EU(X) = Un{E(X, Bn) \ R[E(X, Bnt1); E(X, Bn)]}

E(X, By,) : I'érodé de X de taille n
R|Y'; Z] : composantes connexes de Z qui ont une intersection non vide avec Y

= ensemble des maxima régionaux de la fonction distance d(z, X ).
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Opérateurs géodésiques fonctionnels

X1 CXoetY1 CYs = Dx,(Y1,Br) C Dx,(Y1,Br) C Dx, (Y2, Br)
= Extension aux fonctions, pour f < g, coupe par coupe :
[‘Dg(fa Br)]>\ — ‘D.g)\ (f>\7 B”")

(avec fx = {z, f(z) = A})

Cas discret :
Dg(faBT) — [D(val) /\g]'r

Eg(f, BT) — [E(fa Bl) \% g]r
Reconstruction numérique de f (fonction de marquage) dans g :
par dilatation Dy (f, Boo) = Dg°(f) : ouverture

par érosion E,(f, Boo) : fermeture

ouverture par reconstruction : D;O( fB) (zones plates dont les contours sont
certains contours de l'image originale = compression)
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: exemple
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Ouverture par reconstruction : exemples




Ouverture par reconstruction : exemples

" - :I'.- L |

Réunion d’ouvertures par des segments de longueur 20 et reconstruction
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Application au filtrage alterné séquentiel
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Application au filtrage alterné séquentiel

FAS par un hexagone (taille maximale = 1)
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Application au filtrage alterné séquentiel

£
FAS par un hexagone (taille maximale = 3)
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Application au filtrage alterné séquentiel

FAS par un hexagone (taille maximale.= 5)
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Application au filtrage alterné séquentiel

FAS par un hexagone (taille maximale.= 9)
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Application au filtrage alterné séquentiel
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Application au filtrage alterné séquentiel

: "--_. ‘

FAS par des segments (taille fnaximalé = 3)

Morphologie mathématique Il — p.9/55



Application au filtrage alterné séquentiel

FAS par des segments (taille fnaximalé = 5)
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Application au filtrage alterné séquentiel

£ A A
FAS par des segments (taille maximale = 9)
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Un autre exemple
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Un autre exemple

FAS par un hexagone (taille maximale = 1)
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Un autre exemple

FAS par un hexagone (taille maximale = 3)
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Un autre exemple

FAS par un hexagone (taille maximale = 5)
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Un autre exemple
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Un autre exemple

FAS par des segments (taille maximale =5
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Maxima régionaux

X maximum régional de f si
Vz € X, f(z) = Aet X = CC(f»)

Calcul des maxima régionaux :
f—=D3(f—1)
h-maxima (dynamique des niveaux de gris) :

f=DF(f—h)

= maxima robustes
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Maxima régionaux : exemple
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exemple

Maxima robustes

e e e e e = = =
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Minima régionaux : exemple
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Squelette par zones d’influence

X =U,X;

Zone d’influence de X; dans X :
ZI1(X;) ={z € X | d(z, X;) < d(z, X \ X;)}
Squelette par zone d’influence :

Skiz(X) = (| J 21(X:))¢

= diagramme de Voronoi généralisé

Propriétés :
Skiz(X) C squelette(X ) (cf cours sur le squelette)

le Skiz peut é&tre non connexe (méme si X l'est)
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Squelette par zones d’influence : exemples

Morphologie mathématique Il — p.16/55



Squelette par zones d’influence : exemples
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Squelette géodésique par zones d’influence

Y = U;Y;

Zone d’influence géodésique de Y; conditionnellement a X :

Squelette géodésique par zone d’influence :

C

ZIx (Vi) ={z e X |dx(z,Y;) <dx(z, Y \Y;)}

KIZ(Y)

SKIZx(Y) =X \|JZIx(V3)

.

Y2

KIZ (V)
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Une premiere application simple...
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Une premiere application simple...

=

Seuillage :
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Une premiere application simple...

= [rEny

Erosion :
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Une premiere application simple...

=

Reconstruction :

L

= comptage des dés blancs et des points noirs sur chaque dé
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Une premiere application simple...
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Une premiere application simple...

Grande fermeture (15) - SKIZ
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Une premiere application simple...

Séparation (et logique) et étiquetage

, . . , orphologie mathématique Il — p.18/55
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Parcellisation du cortex
(thése d’Arnaud Cachia)

megmentation et reconnatssance
automatique des sillons

Hivigra (O

Calcul des zones d’influences
sulcales

Definition des graines gyrales
[ esttraction et selection des
frontieres)

Parcellisation en gyri
(20 et 300
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Parcellisation du cortex
(thése d’Arnaud Cachia)

Parcellisation volumique
(diagramme de Voronoi calculé
dang le ruban cortical 3D)
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Filtres connectés

Objectif : simplifier 'image
Filtre morphologique qui
préserve les contours
est indépendant du contraste
agit sur les composantes connexes

Premier exemple : ouvertures surfaciques

A (f) = \/{’YBi (f) | Bi connexe et S(B;) = A}
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Filtres connectés
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Filtres connectés
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Filtres connectés

A\~

Original Image Opening by
reconstruction
& &
v !

| b | |
4 e
2. 0, s 7.1,
Original Image Opening by Area Opening

reconstruction
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Filtres connectés sur des images a niveaux de

gris

Opérations croissantes

Application coupe par coupe

Tn(f) = A= | f(x) = h}

(YA (M) (@) = sup{h | & € T4 (Th(f))}

Ouverture surfacique

Fermeture surfacique
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Représentation par arbres

Original Image Original Image

Max-Tree Max-Treea
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Représentation par arbres

Original image Filtered image

Image construction

Tree pruning

Max-tree construction

Tree representation Filtered tree

from (Salembier ITIP 00)
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Ouverture par attribut

Moment of Inertia

Original
Image Opening Opening

from (Wilkinson ISMM 00)
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Exemples d’application

Filtrage en fonction de I'élongation (Meijster, 2002) :
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Exemples d’application

Critéere entropique (Salembier, 1998) :
Original Entropy Operator
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Exemples d’a pplica tion

Analyse du mouvement (Salembier, 1998)

Original frame Objects with
translation (0,0

Objects with Remaining Objects
tI"-El I"I SIH ti'::I I"I {2 ;D:I Morphologie mathématique Il — p.24/55




Exemples d’application

Compression (Salembier, 2000) :
Distortion

Eim 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I

i

() - . 1 . 1 . 1 . 1 . 1 : [ ; I

0 2 4 & B 10 12 14 Rate
in Kbits
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Segmentation morphologique

Critéres pour la segmentation d’'images :
simplicité
régularité
fidélité

Paradigmes morphologiques :
zones plates
bassins versants et ligne de partage des eaux
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Ligne de partage des eaux (LPE)
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Ligne de partage des eaux (LPE)

ligne de partage des eauix bassins versants

minimum

/ minimum
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Ligne de partage des eaux (LPE)

- -
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LPE par conditions locales

Plusieurs solutions possibles
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Ligne de partage des eaux : définition

Plus grande pente :

f(x) — f(y)
d(z,y)

Desc(x) = max{ , y € V(z)}

Dénivelé d’'un chemin © = (g, ...xy) :

n

Tf (ﬂ') = Z d(CCrL'_l, CEZ')CO‘U,t(ZCi_l, 5131)
1=1

avec

Desc(y) si f(y) > f(z)

Desc(x) si f(z) > f(y)
Cout(zx,y) =
(Desc(z) + Desc(y))/2  si f(y) = f(z)
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Ligne de partage des eaux : définition

Distance topographique
Tt(x,y) = inf{T¢(m), ™ = (x0 ==, T1,....,n =Y)}

(vaut O sur un plateau)

Bassin versant associé au minimum régional M; :
BV (M;) = A{z | Vj # i, Tf(z, M;) + f(M;) < Ty(x, Mj) + f(M;)}
Ligne de partage des eaux :

LPE(f) = [U; BV (M;)]C
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LPE par distance topographique

Solution unique, lignes pas forcément fines. Morphologie mathématique Il - p-29/55



Approche par immersion
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Approche par immersion

O O 0Ok ®®

Lignes par forcément fines.
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Construction de la ligne de partage des eaux

f telle que f(z) € [Amin, hmax), f* = {z | f(z) < h}

Pmin — fh’min
Xpt1 = MinRegpy1(f) U ZI g1 (Xn)
BV = X,

max

LPE(f) = Xj

max
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Illustration de I’algorithme

D
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Illustration de I’algorithme
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Illustration de I’algorithme
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Illustration de I’algorithme
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Minimum spanning forest

(MSF = LPE par chemin le plus court, mais pas la réciproque)
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Ligne de partage des eaux et sur-segmentation

P

4

£
L

1
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Ligne de partage des eaux et sur-segmentation

e ._1-_.,-......-...-;-\.:&;:::‘ Hl-ﬂ.ﬂég .l:‘
:ﬁ‘&i_ﬂpawu
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Erosion géodésique

pour imposer des marqueurs

Morphologie mathématique Il — p.35/55



Ligne de partage des eaux contrainte par des

marqueurs

f : fonction sur laquelle on veut appliquer la ligne de partage des eaux
g : fonction de marquage (sélectionne des minima régionaux)
Reconstruction : E¢x,4(g9, Boo) (seulement les minima sélectionnés)
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Exemple

(a) Image originale, extraite d’une image IRM du cerveau. (b) Gradient morphologique.
(c) Ligne de partage des eaux superposée a I'image initiale. (d) Fermeture de taille 1 de
I'image de gradient. (e) Ligne de partage des eaux du gradient fermé.
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Exemple

(i)
(f) Marqueurs donnés par les minima régionaux. (g) Reconstruction du gradient. (h)
Ligne de partage des eaux. (i) Marqueurs dans les ventricules (partie noire centrale) et

au bord de I'image. (j) Gradient reconstruit. (k) Ligne de partage des eaux donnant bien
les contours du ventricule.
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Marqueurs interactifs
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Séparation d’objets binaires connectés




LPE par minimisation d’énergie

Minimisation d’'une énergie exprimant la fidélité (Boomgard, 2000) :

E = Z// (f(D;) + Ty (x, D;))dz

D; = minimum local
f(D;) = valeur du minimum local
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Régularisation de la LPE

par fermeture

watersnakes (Boomgard, 2003) : terme supplémentaire sur la longueur des
contours dans I'énergie

E:Z<//l7i(f(Di)+Tf(m7Di))daj+B/8Di dS)

contraintes de géométrie

innondation "visqueuse" (Vachier et Meyer)
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Watersnakes : exemples (Boomgard, 2003)

) (d}

Fig. 6. (a} A brain imags. (b} Tha rabal computed fram maomhalogical gradianl. () Tha markars extraciad. {d) Tha rasull of tha angnal walarshad
sagmanialion, shown far comparisan.
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Watersnakes : exemples (Boomgard, 2003)

Fig. 7. Tha sagmaniatian rasull of tha walarsnaks algonthm basad on anargy discralization with {a) &= L, {B) & = 5, e} F= LiE), and (d) F = L.
Mala, in camparzon wilh tha anginal walarshad sagmaniabian in Fig. 8d, thal the results n Tigure are smoothar, bul still idantily tha main objects.
Morphologie mathématique Il — p.42/55



Watersnakes : exemples (Boomgard, 2003)

() (b

Fig. 8. Sagmaniation by {a) walarshad and {b) walarsnake { 7= 501 In tha bollom row, tha rasull = shown for he objact of inlarast only.
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LPE hiérarchique

Remplissage des bassins versants (peut étre itéré) :

T(mM2) —
I(M1) —I—

m1 m2
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LPE hiérarchique
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LPE hiérarchique

Morphologie mathématique Il — p.43/55



LPE hiérarchique
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LPE hiérarchique




LPE hiérarchique
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LPE hiérarchique




LPE hiérarchique
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LPE hiérarchique

Wiatershad
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LPE hiérarchique

Hierarchicgue
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Transformation en tout ou rien

Elément structurant : T'= (T4, T2), avec Ty NTe = ()

HMT :

X®T=FEX,T\)NEXC%,T,)

Morphologie mathématique Il — p.44/55



Transformation en tout ou rien

Elément structurant : T'= (T4, T2), avec Ty NTe = ()

HMT :
X®T=FEX,T\)NEXC%,T,)

Amincissement (si O € T) :
XoT=X\XQT

Epaississement (si O € T3) :

XOT=XUXQT

Pour TV = (TQ,Tl) :
XoT=(X°oT1)°
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Transformation en tout ou rien : exemples
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Transformation en tout ou rien : exemples
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Squelette : exigences

représentation compacte des objets
lignes minces

inclus et centré dans I'objet
homotope a I'objet

bonne représentation de la géométrie

inversible (reconstruction de 'objet initial)
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Squelette : cas continu

A : ensemble ouvert
sp(A) = ensemble des centres des boules maximales de A de rayon p

Squelette :
r(A) = | sp(4)
p>0
Caractérisation :
sp(A) = [ [E(A, Bo) \ [E(A, By)],]
pu>0
r(A) = |J [ [E(A, By)\[E(A, By)]z,]
p>0p>0

Reconstruction :

A= U D(SpaBP)
p>0
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Propriétés du squelette continu

$p(Epg(A)) = Sptp0(A) = 1(Epy(A)) = Up>pgsp(A)

pas de formule générale pour le squelette d’'un dilaté, ouvert ou ferme
A— 7(A) ests.ci. de G dans F

A connexe = T(A) connexe

le squelette est « fin » : son intérieur est vide
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Squelette : cas discret

Transposition directe du cas continu :

S(X) = U [E(X, Bn) \ E(X, Bn) B]
neN

Propriétés :
centres de boules maximales discretes
reconstuction
mais pas de bonnes propriétés de connexité
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Squelette : cas discret

Transposition directe du cas continu :

S(X) = U [E(X, Bn) \ E(X, Bn) B]
neN

Propriétés :
centres de boules maximales discretes

reconstuction
mais pas de bonnes propriétés de connexité

Squelette par amincissement homotopique

Propriétés :
topologie parfaite
pas de possibilité de reconstruction

Morphologie mathématique Il — p.49/55



Centres des boules maximales vs amincissement
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Centres des boules maximales vs amincissement
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Centres des boules maximales vs amincissement
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Centres des boules maximales vs amincissement
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Centres des boules maximales vs amincissement

W)t W F Famd)) 8 ) liermmd } J) WS ey OO0 T 2 )T ) Wy
TPIRLS VDR TRV (L5 oD
A3 PHRJIN BN ’J"L)N"[J"*mr}j T RN BTN mé%*
VI3 TN PN DAY I € o o
=P an *5‘7']5‘13?3"1‘3*1:1-;36!@?} Y ﬁb(? jtv I
S BTN DB BPBIBN T 550 5770 4 D
N1 95 S RINVIRIEN Y 5 e e
BN TYITYY AR ’3Tﬁ5ﬁbnﬂﬁﬂ11 R IROD Tﬁ%ﬁp f
TS %{E’ﬂﬂm PPN G s m&m AT
= PN SaPNT RN BN — G DD st 5
mbgwﬁcr{)‘v:m =8 PINPIT ;yq%;@% @rj?;w; el

Morphologie mathématique Il — p.50/55



Squelette et squelette par zones d’influence

Skiz(X) C r(X%)
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Squelette et squelette par zones d’influence

Skiz(X) C r(X©)
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)

Initial 3-D MR image
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)

Brain Segmentation using 3-D Mathematical Morphology
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)

Detection of the ““Gray / White’” Interface
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)

Simple Surfaces of the 3-D Skeleton
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)

Manually
detected
sulci

Automatically
detected
sulci

CEA BHFT ORESATY
TELECOM FARIS
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Application en imagerie cérébrale

(thése de Jean-Francois Mangin)

sillon central sillon precentral superieur

fragment posterieur du
sillon frontal superieur

sillon precentral
intermediaire

fragment posterieur du
sillon frontal inferieur

sillon precentral
inferieur
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Filtrage et segmentation topologiques

(d}

ligure 8.8. Fltrage iopologique. (a) image originale : (b) image originale plus brafe (mpul
§ 1 ’ - ' F S T ] ¢ " T = 1

vonnel (o) aprés 3 frapes damincissement of abaissement des s (d) reconstruction hormo-

fopagiee de () contratmte par (b)),

Source : G. Bertrand, M. Couprie (2007)
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Filtrage et segmentation topologiques
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Figure 8.9. Segmentation wpologique. (a) inmaee originale ; (b) amincissement homotopigue
wltime ; (¢ ) amincissement filtré ultime avec N = 40 ; (a’), (b'), (¢') en blane. les minima de (a)
(b)), {c) respectiveneni,
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Filtrage et segmentation topologiques
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Figure 8.12. Restauration de crétes. (a) image originale ; (b) aprés un opératenr de eradient
(les valeurs les plus faibles sont en blanc) ; (c) aprés un amincissement filtré ; (€) aprés restau-

ration de crétes jusgu’a stabilité ; (d f) sewil de (¢.e) respectivement, au méme niveau
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Application : amincissement

e

Source : G. Malandain (2007)

Morphologie mathématique Il — p.54/55



Application : amincissement

Source : G. Malandain (2007)
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Fonction de propagation

Tx (z) = sup dx(z,y)
yeX
Applications :
extrémités : maxima régionaux de T'x (€ Fr(X) si X simplement connexe)
centre : min(7x ) (unique si X simplement connexe)

calcul de la courbe de plus grande longueur du squelette
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