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Avant-propos 

Les équations aux dérivées partielles ( en abrégé edp) constituent la généra

lisation naturelle des équations différentielles au cas ou l'inconnue dépend de 

plusieurs variables. Elles modélisent de tres nombreux phénomenes physiques, 

chimiques, biologiques ou économiques. Classiquement, une solution d'une 

edp d'ordre m est une fonction m fois continument différentiable. Cependant, 

il est apparu au début du xxe siecle que cette notion était trop restrictive 

et que si l'on voulait rendre compte, de maniere satisfaisante, de certains 

phénomenes il convenait d'affaiblir la notion de solution afin d'y inclure des 

objets plus singuliers - par exemple des fonctions discontinues. C'est ainsi 

que dans les années 1930, sous l'impulsion notamment des mathématiciens 

Jean Leray et Leonid Sobolev, est apparue la notion de solution faible 

qui contenait en germe celle de distribution. Inspiré par ces travaux, le 

mathématicien Laurent Schwartz a élaboré dans les années 1945-50, une 

théorie générale, rigoureuse et d'utilisation aisée qu'il a baptisée « théorie des 

distributions». Le lecteur intéressé par la genese de cette découverte pourra 

se reporter au chapitre du livre de mémoires <•) que L. Schwartz consacre à 

cette question ainsi qu'à l'introduction de son livre [S] (voir bibliographie). 

Immédiatement apres leurs publications, ses travaux ont été utilisés par de 

tres nombreux chercheurs et les bases d'une théorie moderne des edp ont été 

jetées. 

Le texte qui suita pour but d'exposer en détail la théorie de L. Schwartz 
et de montrer comment celle-ci fournit un cadre naturel et ~fficace aux edp. Il 

constitue une version étendue d'un cours enseigné pendant plusieurs années à 

l'Université de Paris XI-Orsay dans le cadre de la maítrise de Mathématique. 

Les travaux en edp se comptent par milliers et dépassent, pour la plupart, 

le niveau auquel on se place ici. Aussi avons-nous choisi de présenter les 

équations les plus simples qui représentent les principales families d'edp. Il 

s'agit des équations de Laplace, des ondes, de la chaleur et de Schrõdinger. 

Décrivons maintenant le contenu de ce volume. 

Le chapitre 1 est constitué de préliminaires. On y traite de certains 

espaces de fonctions différentiables du point de vue de leurs propriétés 

(•) Un mathématicien aux prises avec le siecle, Odile Jacob, 1997. 
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VIII Avant-propos 

topologiques et métriques et on présente des outils utiles pour la suite : 

fonctions plateaux, partitions de l'unité, théoremes de densité. 

C'est au chapitre 2 qu'est introduite la notion de distribution. Celle-ci 

étant abstraite, nous présentons plusieurs exemples destinés à familiariser le 

lecteur avec cette notion. 

Les chapitres 3 à 7 sont consacrés aux diverses opérations permises 

dans la théorie - multiplication par une fonction C 00 , dérivation, produit 

tensoriel, produit de convolution, image - ainsi qu'à la notion de suite 

convergente, ce qui nous donne l'occasion de détailler un théoreme fonda

mental d'analyse fonctionnelle : le théoreme de Banach-Steinhaus. Une 

attention particuliere est portée aux espaces Ck(JR, V'(f1)) si utiles pour 

formuler rigoureusement le probleme de Cauchy. Toute distribution est, en 

un sens approprié, indéfiniment dérivable; un outil pour calculer les dérivées 

de certaines d'entre-elles est constitué par les formules de Gauss et Green 
dont on trouvera ici des preuves détaillées. 

Vient ensuite, aux chapitres 8 et 9, l'étude des premieres edp - équations 

de Laplace et des ondes - modeles les plus simples des équations elliptiques et 

hyperboliques. On y détaille les problemes pertinents qui leurs sont associés, 

le probleme de Dirichlet et celui de Cauchy. 

Le chapitre 10 est capital. On y montre que les distributions (tempérées) 

fournissent un cadre idéal à la transformation de Fourier. Outre ses 

applications en théorie du signal ( ou elle sert à analyser un signal selon ses 

fréquences) elle permet de transformer des problemes de nature différentielle 

en des problemes algébriques; son utilisation dans des théorie récentes 

- analyse microlocale par exemple - a permis de considérables progres. 

Le chapitre 11 présente une étude systématique des espaces de Sobolev 

construits sur L2 . Ces espaces qui permettent de mesurer tres finement la 

régularité des distributions constituent également une chaí'ne continue entre 

les distributions à support compact et les fonctions C00 permettant ainsi de 
faire le lien entre les notions de solutions faibles et classiques. 

Une autre équation, célebre pour son utilisation en mécanique quan

tique - l'équation de Schrõdinger - est présentée au chapitre 12. 

Le chapitre suivant revient sur le probleme de Dirichlet pour l'équation 

de Laplace (sur un ouvert borné) et s'attarde sur sa théorie spectrale; 

celle-ci peut être vue comme une généralisation aux ouverts de JRn de la 

théorie des séries de Fourier sur ]O, 27r[. On montre comment elle permet de 

résoudre le probleme mixte (Cauchy-Dirichlet) pour les équations des ondes 
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et de la chaleur. I/étude du spectre du Laplacien et de son asymptotique 

est une question ·fondamentale, en particulier pour les applications à la 

géométrie. L'expression du premier terme du développement asymptotique 

est un résultat célebre du mathématicien Herman Weyl; on en trouvera ici 
une preuve détaillée. 

Enfin, comme il n'y a pas de véritable assimilation sans exercices, on 
présente, au chapitre 14, un choix de quatorze (longs) problemes avec leurs 
solutions détaillées. 

Pour terminer je voudrais citer ceux qui, à des degrés divers ont exercê 

une influence sur ce texte. En premier lieu je voudrais rendre hommage à 

l'un des grands ma'itres de la théorie, le mathématicien Lars Hõrmander dont 

l'influence sur les edp modernes est immense. Le lecteur averti 

reconna'itra sans mal, dans les lignes qui suivent, l'influence de son 

enseignement. Qu'il en soit remercié. J'ai eu ensuite des discussions avec mes 

collegues Johannes Sjõstrand et Patrick Gérard (pour le chapitre 13) et je les 

remercie. Enfin ce texte a bénéficié des remarques des promotions successives 
d'étudiants à qui ce cours à été dispensé. 

La réalisation technique de ce volume est l'ceuvre de Mme Antoinette Bardot 

qui s'est acquittée desa tâche avec beaucoup de patience, de gentillesse et de 
compétence. Je lui en suis reconnaissant. 

Claude Zuily 

Orsay, juin 2002 
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Chapitre 1 

Espaces de fonctions différentiables 

On introduit l'espace de fonctions k fois continument différentiables sur un 

ouvert de .!Ftn et on étudie sa topologie naturelle. On fait de même pour !e 

sous-espace des éléments à support cornpact. On développe ensuite des outils 

utiles pour la suite : fonctions plateaux, partitions de l'unité, théoremes de 

densité. 

1 • Les espaces ck(n) 

Soit !1 un ouvert de .!Ftn. On désignera par Cº(!1) (resp. C1 (l1)) !'espace 

des fonctions continues (resp. continument différentiables) sur l1 à valeurs 

complexes puis, pour k E N, k 2: 2, on pose, 

(1.1) Ck(!1) = { u E ck-1 (í1): ::; E ck- 1 (D), i = 1, ... , n}. 
C'est l'espace des fonctions k fois continíi.rnent différentiables sur D à valeurs 

dans C. On notera enfin 

(1.2) 
kEN 

!'espace des fonctions indéfinirnent différentiables sur n. Pour désigner les 

dérivées partielles d'ordre supérieur à 1, il sera cornmodt, d'introduire les 

notations suivantes. 

1.1. Notations 
Un multi-índice a est un n-uple d'entiers, a= (a1 , ... ,an) E Nn. Pour 

a, (3 E Nn on pose 

(1.3) 

lal =a1+ ... +an, a! =a1! ... an!, 

a :S (3 {e} a; :S (3; , \/ i = 1, ... , n , 

si a 2: f3, a - /3 = ( 0:1 - /31, ... , O:n - 6n) et 

(~)- /3!(0:o:~(3)!' 

( a ) ª' ( a ) °'n 
Bª = 8x1 · · · 8xn · 
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1 • Espaces de fonctions dif]frentiables 

Alors u E Ck(f2) si et seulement si, pour tout a E Nn te! que ia\ <::: k, 8"u 

existe et appartient à Cº(n). 

Si u, v sont deux éléments de Ck(n) ct À E <C alors, 11 + 11, Àu, 1L • v ct ~ 
(si u(x) # O, Vx E ít) appartiennent à Ck(í2). 

1.2. Formule de Leibniz 
Soit k;:::: 1 et u, v E Ck(f2). Alors pour a E Nn tel que \ai <::: k on a 

(1.4) 

1.3. Topologie des espaces Ck(n) 

Pour définir la topologie naturelle de ces espaces nous commençons par écrire 

l'ouvert n comme une réunion croissante de compacts. 

Lemme 1.1. Pour i EN*, on pose 

Ki = {x E lR.n : \x\ <::: i} n { x E Íl: d(x, nc) 2:: l} 
ou d est la distance euclidienne sur lR.n. Alars, 

o 

1) Chaque Ki est un compact et K; CK;+1· 

+oo +oo 0 

2) n = U Ki = U Ki. 
i=l i=2 

3) Pour tout compact K de n il existe io EN* tel que K C K;º. 

Démonstration 

1) Ki est évidemment borné et, l'application x ,_. d(x, nc) étant continue, 

c'est l'intersection de deux fermés. Il est donc compact. On a ensuite, 

1 } º 
K;C{xElR.n:\xl<i+l}n{xEí2:d(x,nc)> i+l CK;+l · 

2) Soit x E n; il existe ix E N* tel que \xi :<::: Íx- D'autre part, on a 

d(x, flc) > 0, car d(x, flc) = 0 implique X E nc puisque nc est fermé. 11 

existe donc i~ EN* tel que d(x, nc) 2:: k· Alors X E Kmax(ix,i~)· 

3) n existe io E N* tel que K e {x E Jr : \xi :<::: io}- Ensuite, l'application 

x ,_. d(x, nc) de n dans JR.+ étant continue, elle est bornée sur K et y atteint 

ses bornes · il existe clone x0 E K tel que inf d(x, nc) = d(xo, nc) > O, 
' xEK 

( car d(xo, nc) = O entrainerait que x0 E nc ce qui contredit le fait que 

Xo E K C n). Il existe alors i1 E N* tel que d(x, nc) ?'. *· D'ou 

K e Kmax(io,i1)· • 

1 • Espaces de fonctú;nis diff érentiables 

(1.5) 

On peut alors. introduire lcs quantités suivantes. Pour i E N*, posons, 

{

p,(u) = L sup __ l8Qu(x)I, 
jaj_<'.k xEK, 

p;(u) = L sup l8ªu(x)I, 
iol_<'.i xEK, 

si u E C 00 (í2). 

On vérific facilement que chaque p; possedc les propriétés suivantes, 

p;(O) = O, p;(Àu) = IÀlp;(u) si À E C, p;(u + v) <::: p;(u) + p;(v). 

3 

Les p; sont appelées des semi-normes car elles vérifient les axiomes des 

normes sauf que p;(u) = O f';, u = O mais seulement u = O sur K;. 

On peut définir la topologie que nous allons mettre sur ces espaces, à l'aide 

d'une base de voisinages. 

Pour u E Ck(n), k EN U { +oo}, E> O et i EN* on pose, 

v;,e(u) = {v E Ck(n): p;(v -u) < E}. 
Un voisinage de u sera alors un sous-ensemble de Ck(n) qui contient un 

V;, 0 (u) pour un certain couple (i,E). En définissant les ouverts comme étant 

les sous ensembles qui sont voisinages de chacun de leurs points, on vérifie 

facilement que l'on obtient une topologie T sur Ck(D). 

Proposition 1.2. Soit (un)nEri une suite de Ck(n) et u E ck(n). Les deux 

conditions suivantes sont équivalentes. 

1) La suite (un)nEri converge vers u pour T. 

2) Pour tout !ai<::: k (tout a si k = +oo) et pour tout compact K de n, la 
suite (àª un)nEri converge uníformément sur K vers à°' u. 

Démonstration. 1) => 2). On traite le cas k = +oo (l'autre étant analogue). 

Soit f E N et K un compact de n. D'apres le lemme 1.1, i1 existe i0 E N* 

tel que K C K;0 . Posons i = max(io,f.). Soit E> O; l'ensemble V;,0 (-u) est un 

voisinage deu. D'apres 1) il existe N EN tel que un E V;, 0 (u) pour n?: N i.e. 

L sup l8°'(un -u)I < E. Comme i 2:: f. et K C Ki, on a sup Jà"(un -u)I < E 
iol_<'.i K, K 

pour n ?: N et !ai <::: f.. La réciproque est analogue et laissée au lecteur. • 

Proposition 1.3. La topologie T définie ci-dessus est métrísable. Plus 
' · ' k +oo 1 p·(u-v) prec1sement, posons pour u, 1/ E C (n), d(u, v) = L 2' 1+~,(u-v). Alars, 

i=l 

1) d est une métríque sur Ck(n) qui définit la même topologie que T. 

2) Muni de cette métrique, Ck(n) est un espace complet . 
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Démonstration 

1) Tout d'abord le terme général de la série définissant d étant majoré par 
2-i, d a bien un sens. Ensuite d est clairement symétrique et d( u, u) = O; si 

d(u,v) = O on a Pi(u - v) = O pour tout i EN*, clone u = v sur Ki pour 

tout i 2: 1, clone sur n d'apres le lemme 1.1. Enfin la fonction x ,_. l~x étant 

croissante, comme Pi(u - v) :S Pi(u - w) + Pi(w - v), on peut écrire, 

Pi ( u - v) < Pi ( u - W) + Pi ( W - V) < Pi ( u - W) + Pi ( W - v) . 
1 + Pi(u - v) - 1 + p;(u - w) + p;(w - v) - 1 + Pi(u - w) 1 + p;(w - v) 

II suffit de multiplier les deux membres par 2-i et de sommer pour obtenir 

l'inégalité triangulaire. Montrons que les topologies sont Jes mêmes. Soit 
+oo 

u0 E Ck(n) et r > O. II existe io 2: 1 tel que :E ir < ~- Alors 
i=io+l 

V.0 ,;(uo) e B(uo,r) (la boule ouverte pour d). En effet pour v E V.0 ,;(uo) 

on a 

(car Pi :S Pio pour i :S io d'apres le lemme 1.1, 1)). Inversement io,t: étant 

donnés, on a B(uo,r) C V.0 ,e(uo) si r = 2~0 l~e· En effet si v E B(uo,r) on 
t . 1. 1 p,0 (uo-v) 1 e d' , ( ) 

a, en par !CU 1er, TO l+P•o(uo-v) < TO l+e ou Pio Uo - v < é. 

2) Traitons le cas k < +oo. Soit (up) une suite de Cauchy pour d, i.e. 

'h' > O 3No : \/p 2: q 2: No, 
~ 1 p;(up - uq) , 
L...,-:- ( )<é. 
i=l 2' 1 + Pi Up - Uq 

Fixons i E N*. En utilisant l'inégalité ci-dessus avec t:1 = ir 1~" pour é > O, 

on voit facilement que, pour tout a, lal :S k, la suite (8ªup) est de Cauchy 

dans Cº(K;). Cet espace étant complet (lorsqu'il est muni de la norme 

llull = sup !ui) il existe vf E Cº(K;) telle que (acxup) converge vers vf dans 
K, 

Cº(K;). Comme K; C K;+1, l'unicité de la limite montre que vf+1 = vf sur 
K;. En particulier, on définit une fonction v continue sur n en posant, 

(1.7) v(x)=v?(x), xEKi. 

Nous allons montrer, par récurrence sur R., que pour O :SR.::; k, 

o o 

(1.8) vf E ct(Ki) et vf = acxvf sur K;, pour jaj :S f.. 

1 • Espaces de f onctip:ns diff érentiables 5 

C'est évident pour'f. = O. Soit a tel que !ai = R. + l · écrivons [)D' = _!L ao.' . , a~ 

ou la'! = f.. Soit i EKi et Xo =(xi, ... , x~, ... , xn) E B(x,t:) c.Ki. On peut 
écrire 

(1.9) 

Comme, pour JaJ :S k, (80.up) converge uniformément sur Ki vers vf, on 
peut passer à la limite dans les deux membres de (1.9) et on obtient, 

(1.10) 
, I 1Xµ 

vf (x) = vf (xo) + vf (x1, ... , y, ... , Xn) dy. 
xº ,.. 

En utilisant la récurrence, on déduit de (1.10) que, 

(1.11) / / 1Xµ 8ª VO X = a O °' ,() 8 v,(xo)+ Vi (X1, ... ,y, ... ,Xn)dy. 
xº ,.. 

Le membre de droite de (1.11) a une dérivée partielle par rapport à xµ. 

continue; il en est clone de même du premier membre · alors _!L 8"' 1 vº 
0 0 ~ 8xµ i 

appartient à Cº(K;) i.e. B"'v? E Cº(K;), d'ou v? E Ci+1 (K;) et 8"'v? = vf. 
+oo o 

Comme n = ;l;.2 K;, on déduit de (1.7) et (1.8) pour R. = k que v E Ck(n) 

et (8ªup) converge uniformément vers 8ªv sur K; clone sur tout compactou 
encore, d'apres les propositions 1.2 et 1.3, 1), pour d. • 

Remarque 1.4. La topologie de l'espace Ck(n) décrite précédemment n'est 

pas normable. En effet supposons qu'il existe une norme n qui définisse la 

même topologie. La boule unité ouverte Bn, pour la norme, est un ouvert 
pour d. Comme O E Bn il existe é > O tel que, 

(1.12) 

+oo 
Soit No EN* te! que :E f. < !- Introduisons l'ensemble 

i=No+l 

(1.13) 

Alors A e Bd, car si u E A, on a 
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+oo 1 +oo 1 
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+oo 

u0 E Ck(n) et r > O. II existe io 2: 1 tel que :E ir < ~- Alors 
i=io+l 

V.0 ,;(uo) e B(uo,r) (la boule ouverte pour d). En effet pour v E V.0 ,;(uo) 

on a 

(car Pi :S Pio pour i :S io d'apres le lemme 1.1, 1)). Inversement io,t: étant 

donnés, on a B(uo,r) C V.0 ,e(uo) si r = 2~0 l~e· En effet si v E B(uo,r) on 
t . 1. 1 p,0 (uo-v) 1 e d' , ( ) 

a, en par !CU 1er, TO l+P•o(uo-v) < TO l+e ou Pio Uo - v < é. 

2) Traitons le cas k < +oo. Soit (up) une suite de Cauchy pour d, i.e. 

'h' > O 3No : \/p 2: q 2: No, 
~ 1 p;(up - uq) , 
L...,-:- ( )<é. 
i=l 2' 1 + Pi Up - Uq 

Fixons i E N*. En utilisant l'inégalité ci-dessus avec t:1 = ir 1~" pour é > O, 

on voit facilement que, pour tout a, lal :S k, la suite (8ªup) est de Cauchy 

dans Cº(K;). Cet espace étant complet (lorsqu'il est muni de la norme 

llull = sup !ui) il existe vf E Cº(K;) telle que (acxup) converge vers vf dans 
K, 

Cº(K;). Comme K; C K;+1, l'unicité de la limite montre que vf+1 = vf sur 
K;. En particulier, on définit une fonction v continue sur n en posant, 

(1.7) v(x)=v?(x), xEKi. 

Nous allons montrer, par récurrence sur R., que pour O :SR.::; k, 

o o 
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On déduit de (1.12) que, 

(1.14) A e Bn = {u E Ck(O): n(u) < l}. 

Nous allons montrer le fait suivant. 

(1.15) 3u0 E Ck(O), u 0 t=- O, telle que uo = O sur un voisinage de KN0 • 

Supposons un instant ceei prouvé. Alors pour tout À E JR.+, Àuo appartient 

à A (car PNo(Àuo) = O). D'apres (1.14) on a Àn(uo) < l pour tout .À> O, 

donc u0 = O ce qui contredit (1.15). II reste à construire uo. Soit xo E O, 

Xo (/_ KNo; soit ô> O tel que B(xo, 2ô) e KNo n n. Posons, 

(1.16) uo(x) = 1 { 
o 

exp (\x - xo\2 -ô2) 
si \x-xo\=2'.ô, xEO, 

s1 \x - xo\ <ô. 

II est facile de vérifier que u 0 E C00 (0), uo "1- O et uo = O sur un voisinage de 

KNo puisque KNo C {x E f1: \x - xo\ =é:: 2ô} C {x E O: \x - xo\;::: ô}. 

1.4. Une propriété de C00 (D) 

Introduisons tout d'abord une définition. 

Définition 1.5. Un sous ensemble B de Ck(O) est dit borné si, 

(1.17) Vi E N* 3 M; > O : p; ( u) :e:; M; , V u E B. 

Il faut remarquer que cette notion est différente de la notion de borné 

pour la distance d ( i. e. contenu dans une boule). En effet la distance définie 

à la proposition 1.3 est telle que d( u, v) :::; 1 pour tous u, v E Ck (O), de sorte 

que tout sous ensemble de Ck(f!) est borné pour la distance alors qu'il n'en 

est pas de même avec la notion ci-dessus. 

Théoreme 1.6. Soit B un sous ensemble de C00 (O). II y a équivalence entre: 

1) B est compact, 

2) B est fermé et borné. 

Démonstration 

1) =::,. 2). Un sous ensemble compact d'un espace topologique séparé est 

toujours fermé. Montrons qu'il est borné au sens de la définition 1.5. Soit 

i E N*. On a B e UBY;,1(u); comme les V;,1(u) sont des ouverts, la 
uE 
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compacité de B implique qu'il existe u 1 , . .. , UN dans B tels que B est inclus 
N . 

dans U V; 1(ue). · 
f=l ' 

Posons M; = max p;(ue)+l. Alors si u E B, il existe f. te! que p;(u-ue) < 1 
f=l, ... ,N 

et donc, p;(u) :C::: p,(ue) + p,(u - uf) < M;. 

2) => 1). Soit B un borné. Comme la topologie que nous avons définie sur 

C00 (0) est métrisable, il suffit de montrer que de toute suite (up) de B on 

peut extraire une sous suite ( uPk) telle que, pour tout compact K de O et tout 

o E Nn, ( 8°' uPk) converge uniformément sur K. Pour simplifier les notations 
supposons O =]a, b[c IR.. Par hypothese on a 

( 1.18) ViEN* 3M;>O:sup\u1tl\:c:;M;, VpEN, Vf.=O, ... ,i, 
K, 

(ou on a noté url la dérivée f-ieme). On en déduit que pour x,y E K; et 
O :e:; e :e:; i - 1, on a 

(1.19) 

Il en résulte que, pour O :C::: e :S i - 1, les ensembles ( u1f) )pEN sont équicontinus 

sur K;; ils sont en outre bornés en tout point x de K;. On déduit du théoreme 
d'Ascoli qu'ils sont relativement compacts dans Cº(K;). 

Pour i = 1, il existe une sous suite (uai(p)) C (up) telle que (ua,(p)) 

converge uniformément sur K1. Pour i = 2, il existe (u,,.2 (p)) C (ua,(p)) 

telle que (u,,.2 (p)) et (u~,(p)) convergent uniformément sur K2. A l'étape i, il 

existe (uai(p)) C (ua,_,(p)) telle que (ucr,(p)), (u~,(p)), ... , (u~i,(;;) convergent 
uniformément sur K;. Posons Vp = uap(p)· La suite (vp) est extraite de la 

suite (up). Soit K un compact de O et k0 EN*; montrons que (v},.e)) converge 

uniformément sur K pour O S e :::; k0 . Il existe io E N td que K C Kio+l· 

Posons Po = max(ko, io). Pour p 2 Po + 1, on a (vp) = (uap(p)) C (u"Po+i(p)) 

et nous avons vu que (u(f) ( )) converge uniformément sur Kpo+l pour 
O"vo+1 p 

O :S P. s; Po- Or K C Kio+l C Kp0 +1 et Po 2 ko; il en résulte que ( v},t)) 

converge uniformément sur K pour O :C::: e:::; ko. • 

Remarque 1. 7. L'implication 2) => 1) est fausse en général dans les espaces 

Ck(O) avec k < +=. En effet considérons le sous-ensemble de Cº(JO, 1() 

A= {u E cº(]o, 1[): \u(x)I :e:; 1, Vx E]O, 1[}, 

muni de la topologie induite. II est fermé (car la convergence dans Cº()O, l[) 

implique la convergence ponctuelle), il est borné (au sens de la définition 1.5) 
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mais il n'est pas compact. En effet, de la suite (sinpx)pEN e A, on ne peut 

extraire aucune sous suite convergente (même simplement). 

2 • Les espaces cg(í1), o:; k s +oo 

2.1. Support d'une fonction continue 

Théoreme-Définition 2.1. Soit u E Cº(í1). Le support deu est le sous 

ensemble fermé de JR.n défini par ]'une des assertions équívalentes suivantes. 

1) suppu = {x E n: u(x) # O}. 

2) Xo f/- suppu ç:, =3Vx0 : u(x) = O, 'ix E Vxo· 

3) (supp u)c est le plus grand ouvert ou u est nulle. 

La preuve de l'équivalence est facile ct laissée au lecteur. 

Les propriétés suivantes sont aisées à vérifier 

(2.1) { 

suppu = 0 ç:, u = O dans í1, 

supp(u · v) e supp u n supp v, 

àu 
supp-8 e suppu, j = 1, ... , n, 

Xj 

2.2. les espaces cg(n) 
Définition 2.2 

1) Pour k E NU { +oo }, Cg(í1) désigne l'ensemble des u E Ck(D) tels que 

supp u· est un compact contenu dans n. 

2) Si K est un compact de n, Cg(K) désigne l'ensemble des éléments u de 

cg(n) tels que suppu e K. 

Remarques 2.3 

a) Si u E Cg(!1), la fonction définie sur JR.n par, 

_ { u(x), 
u(x) = 

o, 

appartient à cg (JR.n) o 

xEÍl 

X f/_ !t 

b) L'espace cg(n) n'est pas trivial. En effet soit Xo E n et é > o tels que 

{x E n: !x - x0J < E} e O. La fonction i.p définie sur n par, 

(2.2) 
si lx - x0 1 <E, 

si Jx-xol2'.E, xE0., 
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appartient à C0 ( n J. Le support de i.p est la boule fermée de centre xo et de 

rayon E. 

e) Voici un exemple d'utilisation de ces fonctions. Soit f une fonction continue 

sur n telle que Jíl f ( x) i.p( x) dx = O, pour toute fonction i.p réelle appartenant 

à C0 (!1). Alors f est identiquement nulle. I1 suffit de prouver ce résultat 

pour f réelle puis de l'appliquer aux parties réelles et imaginaires de f, dans 

le cas général. On raisonne par l'absurde. Si il y avait un point x 0 E n 
ou f(x 0 ) # O, il existerait une boule B(xo,E) e n dans laquelle on aurait 

(par exemple) f(x) > O. Soit i.p la fonction construite en (2.2); on aurait 

J0 i.p(x)f(x)dx = ÍB(xo,e) i.p(x)J(x)dx > O, ce qui contredit l'hypothese. 

2.3. Topologie des espaces Cg(í1) 

II est difficile de définir de maniere précise et d'étudier, en quelques lignes, 

la topologie de ces espaces. Nous nous contenterons ici d'en donner une 

description rap ide ( et suffisante pour nos objectifs) en insistant sur ses 

principales propriétés. Le lecteur qui désire approfondir ces notions pourra 

consulter par exemple le livre [R]. 

+oo 
Nous avons vu au lemme 1.1 que O = U K; ou (K;)iEN* est une suite 

•=l 
croissante de compacts. II résulte du 3) de ce lemme que, 

+oo +oo 
(2.3) E= ct(n) = u ct(K;) = u Ei ou E; = ct(Ki). 

i=l i=l 

Si k < +oo, on met sur Ei la topologie T; issue de la norme 

(2.4) llullE; = L 
[ai Sk 

sup l8"u(x)j. 
xEKi 

Si k = +oo, on met sur Ei la topologie T; issue de la famille de normes 

(2.5) Pe(u) = L sup l8ªu(x)I, P. EN. 
JaJSR xEK; 

On voit, comme dans la proposition 1.3, que cette topologie est métrisable. 

D'autre part, comme les K; sont croissants, il est facile de voir que E; e E;+l 

(avec injection continue). D'autre part, T;+1 induit sur E; la topologie T; (car 

pour les fonctions à support dans K; on a sup = sup ). 
K; K;+1 
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+oo 
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•=l 
croissante de compacts. II résulte du 3) de ce lemme que, 

+oo +oo 
(2.3) E= ct(n) = u ct(K;) = u Ei ou E; = ct(Ki). 

i=l i=l 
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[ai Sk 
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xEKi 
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Théoreme 2.4. Il existe une unique topologie T sur C5(fl) (appelée limite 

inductive stricte des topologies T;) telle que, 

1) T induit sur cl1aque E,= C5(Ki) la topologie T;. 

2) Une suite (uj)jEN de C5(f!) converge dans cet espace si et seulement si 

{ 
a) íl existe io E N* tel que supp 'Uj C Kio , pour tout j E N. 

b) La suite ( Uj) j EN converge dans CS ( K;0 ) . 

3) Une forme linéaíre T sur CS(fl) est continue si et seulement si la 

restríction de T à chaque C5(Ki) est continue. 

4) Un sous-ensemble A de CS(fl) est borné dans cet espace si et seulement 

si i1 existe io EN* teJ que AC CS(Ki0 ) et A y est borné. 

Remarque 2.5. Chaque espace CS(Ki) est métrisable (ou normable) par 
+oo 

la distance d(u,v) = I: ft 1~~~'(:~L) (par la norme (2.4)). C'est alors un 
l=O 

sous-espace fermé de Ck(D,) clone complet d'apres la proposition 1.3. 

2.4. Construction de fonctions plateaux 

Théoreme 2.6. Soit D un ouvert de !Rn, K un compact de D et O un ouvert 

tel que K e O et O e n. II existe alors cp E C0 (f!) telle que cp = l sur K, 
cp = O dans oc et O ::;; cp ::;; 1. 

Démonstration 

Point 1 : pour tout E > O il existe Pe E C 00 (JRn) telle que, 

i) Pe 2'. O, ii) SUPPPe C {x E lRn: jxj:::; E}, iii) J Pe(x)dx = l. 
En effet considérons la fonction Po définie par 

po(x) = { exp ( 1 :1~12 )' 

o, 

si !xi< 1, 

si !xi 2: 1. 

Elle est de classe C 00 sur JRn, positive et on a supp Po e { x : !xi :::; 1}, 

J Po(x)dx > O; posons alors p(x) = ºt)d puis, Pe(x) = cn p(E). On 
p 0 x x e 

vérifie facilement que Pe satisfait aux conditions i), ii), iii). 

Point 2 : soit K un compact de !Rn. On pose Ke = { x E Rn : d(x, K) :::; E} 
ou d est la distance euclidienne. Alors, pour tout E > O il existe Be E C 00 (Rn) 
telle que O :::; Be :::; 1, Be = 1, sur K, Be = O sur K!J.e· En effet soit le la 
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fonction caractéri~tique de Ke í.e. lê = 1 sur Ke, le = O sur K~. On définit 
alors Oe sur lR:.11 par, 

(2.6) Oê(x) = J pê(x - y) le(y)dy. 

Comme J Pe(x)dx = l et O:::; lê S 1, on a facilement O:::; Oe::;; 1. Le fait que 

Be soit e= va résulter du fait que Pe est C0 et du théoreme de dérivation 
de Lebesgue. En effet, pour tout a E Nn on a 

lo~[p.(x -y)le(Y)ll = l(âªpe)(x -y)l.(y)I::; Cê,ale(Y) E L1(Rn) 

ou Ce,o. = sup jôºA(z)I. 
zEJRn 

Nous utilisons ensuite l'inégalité ld(x, K) - d(y, K)I ::; d(x, y) pour x, y dans 

JR:.n. Si x E K!J.0 on a d(x, K) > 2c; dans l'intégrale du membre de droite 

de (2.6), on a y E supp le = Ke i.e. d(y, K) :::; E. On en déduit que 

lx -yj = d(x,y) > E, d'ou x -y </:. suppp. et Bê(x) = O. Ensuite, on peut 
écrire, puisque J Pe(x)dx = 1, 

(2.7) 1 = J Pe(x-y)le(y)dy+ { Pe(x-y)dy = Oe(x)+ { Pe(x-y)dy. 
}Ki ÍK~ 

Si x E K et y E Ki, on a d(x, K) = O et d(y, K) > E, d'ou jx - yj > E; alors 
x -y </:. supppe et (2.7) montre que Be(x) = l. 
Point 3 : soit K et O comme dans l'énoncé. II existe alors Eo E]O, l[ tel que 

(2.8) 

La fonction cp = Be0 construite au deuxieme point répond à la question. Pour 

terminer prouvons (2.8). Si celle-ci est fausse, pour tout E E]O, l[ il existe 

Xe E K2e tel que Xe E oc. Or K2e C K2 qui est un compact. II existe donc 

une sous suite (xeJ qui converge vers x0 E K 2 • Comme d(xe, K) :::; 2c, on 
a, par continuité, d(xo, K) = O i.e. x0 E K; mais (xe;) e. oc qui est fermé, 
donc xo E oc, ce qui contredit le fait que K e O. • 

Remarque 2. 7. II est facile de voir que, si l'on pose 

Oe(x) = J Pe;4(x -y)lK,,1,(y)dy = (D-n J p( 4(x: y)) lK3 , 14 (y)dy, 

alors Be E C8°(Ke), Be = 1 sur Ke;2 , O:::; Be :::; 1 et, pour tout o: E Nn, il 

existe Ccx > O (indépendante de E) telle que, sup jâºBe(x)j :::; Ca c1°1. 

En effet 
Rn 

jôºBe(x)j:::; (D-n GYºI J j(âªp)(4(\- y)) lK3, 14 (y)ldy 

:::; 4lai(/ jâªp(z)jdz)E-lal. 
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2.5. Partition de l'unité 
Il s'agit de construire un outil permettant de passer du local au global. 

Théorême 2.8. Soít (wj)jE!II une íamílle d'ouverts de JRn telle que 

(a) 

(b) 

(c) 

00 

JRn = U Wj, 
j=O 

Wj est compact pour tout j EN, 

tout point de ]Rn a un voisinage ne rencontrant qu'un nombre finí de Wj
Il existe alars, pour tout j E N, des fonctions 'Pí E C 00 (1Rn) telles que 

+oo 
supp 'Pí e Wj, O :S 'Pí :S 1 et L 'Pí(x) = 1 pour tout x E JRn. 

j=O 

La famille ('Pj)jE!II est appelée une partition de l'unité subordonnée au 

recouvrement (wj)JEN de JRn. 

Remarquons qu'en vertu de l'hypothese (e), la somme apparaissant dans la 
conclusion du théorême ne porte, pour x fixé, que sur un nombre fini d'indices. 

Démonstration. Elle est basée sur le lemme suivant. 

Lemme 2.9. Sous les hypotheses du théoreme 2.8, i1 existe une famille 

d'ouverts (w1)jEN telle que 

1) w1 e wi, 

2) ]Rn = +u w'-. 
j=O J 

Montrons tout d'abord comment le lemme implique le théorême. On 
l'applique deux fois et on déduit l'existence de deux familles d'ouverts 
( ') ( ") t 11 _,, e ' _, e e -li t t ·1 w1 JEN, wi jEN e es que wi wj, wi Wj, omme wi es compac , 1 

existe (}í E CCJ°(wj), (}j = 1 sur w'/, (}j = O dans (w.i)c et O :S (}i :S 1. Posons 
+oo 

pour x E lRn, O(x) = L (}j(x), ce qui a un sens puisque cette somme est, pour 
j=O 

x fixé, finie d'aprês (e). Comme tout point de lRn appartient à un w'f0 , on a 
O(x)::::: (}j0 (x) = 1 pour tout x E JRn. D'autre part si Xo E JR.n, il existe Vx 0 et 
un ensemble tini d'indices Jx0 C N tels que O(x) = I: Oj(x) pour x E Vxo· 

jEJ.,o 

On en déduit que e E C 00 (1Rn). On peut alors poser 'Pi(x) = ei(x) -O(x)-1 et 
il est facile de voir qu'elles satisfont les conditions de l'énoncé du théoreme. 

• 
Démonstration du lemme 2.9. On raisonne par récurrence. Tout d'abord 

+oo 
on écrit JR.n = w0 U wo ou wo = _U wi est un ouvert; clone Fo = w8 est 

J=l 

un fermé tel que F0 n w8 = 0. Par conséquent Fo C wo. II existe alors 
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wó ouvert tel que_Fo e wó e wo et wb e wo. Comme (wbt e F8, on a 
( wó t n Fo = 0 d 'ou wb U wa = lRn. Supposons wó, ... , w;,,_ 1 construits tels 

-1 n I I ( +oo ) , · n -que W; C w; et lR = w0 U ... U wm-l U . U Wj . On ecnt lR = Wm U Wm 
J=m 

m-1 +oo 
ou Wm = ( U w1) U (. U wi)- Alors Fm = w~ est un ferrné tel que 

J=O J=m+l 

w;;,nFm = 0, clone Fm e Wm et il existe un ouvert w;,, tel que Fm e w;,, e Wm, 
w;,, e wm et cornme ci-dessus on montre que lRn = w;,, U Wm. En résurné, 
on a construit pour tout m E N, des ouverts w:,. tels que w~ e Wm et 

m +oo 
JR.n = ( U w.i) U (. U wi)- Soit x E JR.n; d'apres la condition (e), il 

J=O J=m+l 

n'appartient qu'à un nombre fini de Wj; il existe clonem E N tel que x f/:. Wj 
.. ,, m,. n +<X>, 

s1 J > m, d ou x E _u wi i.e. IR = _u wí. • 
1=0 J=O 

Remarque 2.10. !Rn est en effet une réunion localement finie et dénornbrable 
d'ouverts relativement compacts. Si B(a, r) désigne la boule ouverte eucli
dienne de centre a et de rayon r, on a lRn = U B(a, fo). On en déduit 

aEZn 

qu'il en est de même pour tout ouvert n de JR.n, car si JR.n = U w1·, on a 
jEN 

n = U (n n w1·) qui est aussi une réunion dénombrable et localement finie 
jEN 

d'ouverts relativement compacts. 

Corollaire 2.11. Soit K un compact de JR.n et (wi)i=l, ... ,m un recouvrement 
fini de K par des ouverts relativement compacts. II existe alars, pour 

j = 1, ... , m, des fonctions 'Pi E C 00 (1Rn) telles que, 0 $ 'Pi. :S 1, 
m m 

supp<pj C Wj, L 'Pi(x) :S 1 pour tout x de lRn et L 'Pi(x) = 1 sur K. 
i=l j=l 

Démonstration. Soit n = Kc; d'apres la remarque 2.10 on peut écrire 
+= n = /;;_1 ni ou les ni sont des ouverts relativement comp_acts et la réunion 

est localement finie. On en déduit que JR.n = K u Kc = ( .u Wj) u ( +u nk). 
J=l k=l 

On peut appliquer le théoreme 2.8. 11 existe des fonctions 'Pi E C 00 (1Rn), 
1Pk E C 00 (1Rn), j = l, ... ,m, k EN*, telles que O :S 'Pi :S 1, O :S 1Pk :S 1, 

m +oo 
supp<pi e Wj, supp'lj;k e nk et I: 'Pi(x) + E 1Pk(x) = 1. On en déduit que 

j=l k=l 
m 

I: 'Pi(x) ~ 1 pour tout x de Rn; si x E K on a 1Pk(x) = O pour tout k EN 
j=l 

m 

car SUPP1Pk e nk e n = Kc, clone E </'j(X) = 1. 
i=l • 

Remarque 2.12. Pour tout recouvrement ouvert (flj )iEI de lRn, il existe un 
recouvrement ouvert dénombrable (nDiEN formé d'ensembles relativement 
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compacts localement fini et plus fin que (Dj LEI. On renvoie pour celà à [D], 

chapitre 12, § 6. 

3 • Théoremes de densité 
On se propose de montrer que C0 (ft) est dense dans certains espaces 

fonctionnels. C'est une information utile dans la pratique. En effet supposons 

que l'on veuille prouver une certaine assertion (inégalité, etc.) pour des 

fonctions peu régulieres (par exemple continues, LP, etc.). Il est souvent plus 

facile de la démontrer pour les fonctions C0 (ft) puis d'utiliser la densité 

pour l'avoir dans le cas général. On verra plusieurs exemples de ce type dans 

les chapitres suivants. La preuve de la densité se fait presque toujours en 

deux é tapes qui sont appelées «troncature ll et «régularisation )) . La premiere 

consiste à montrer que, dans un espace fonctionnel, les éléments qui sont nuls 

hors d'un compact forment un sous-espace dense dans tout l'espace tandis 

que la deuxieme concerne l'approximation d'un tel élément par une suite de 

Cõ (D) ; la régularisation se fait par un procédé universel : la convolution. 

Nous l'étudierons en détail, dans le cas des distributions, au chapitre 6. 

3.1. Troncature 

Proposition 3.1 

1) Pour 1 s p < +oo, Lf(D) = {u E V(D): u = O hors d'un compact} est 
dense dans LP(ft). 

2) Pour OS k S +oo, Ci(D) est dense dans Ck(D). 

+oo 
Démonstration. D'apres le lemme 1.1, on a D= .u K; ou K; est compact 

i=l 

et K; cKi+l· Soit <p; E C0 (D) telle que <p; = 1 sur K;, 'Pi= O dans (KH1)C, 
os <p; s l. 
1) Soit u E LP(ft); posons u, = <p;u. Alors u, C L~(D) car Ju,I S iul et u; = O 
hors de Ki+l· Montrons que la suite (u,)iEN· converge vers u dans LP(!.1). On 

applique le théoreme de convergence dominée à ju,(x) - u(x)IP =: (1). On a 

(1) = ju(x)IPjl - <p;(x)IP. Si x E D il existe jo tel que x E Kj0 ; si i 2': j0 on a 

Kj0 e K; et donc <p,(x) = 1. On en déduit que p.p. dans D, (1)---> O. D'autre 

part (1) s ju(x)IP E L1 (D) (car OS 'Pi S 1). On en déduit que (1)---> O dans 

L1 (D). 

2) Soit u E Ck(!1) (k < +oo) et u; = <p;u E Ci(D). Nous allons montrer que 

pour tout f. EN, (A)= pe(u; - u) = I:; sup Jôª(u; - u)I tend vers zéro 
jaj:;kxEK, 
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lorsque i-> +oo. L~ formule de Leibniz (1.4) montre que pour !ai S k, 

ôª(u; - u) = 8ª[(,p, - l)u] = (,p; - I)ô'"u + L (;) 8(3 ,pJJ"- -{! u. 
/3~0 
/3#0 

On en déduit 

(A) <::: L sup l'P, - li sup lô°'u\ 
ial'.Sk K, K, 

+ L L (;) sup 1a(3 'Pil sup w·-(3 ui. 
iai<k /35,a K, K, 

- /3#0 

o 

15 

Or pour i 2': e+ 1, Ke cKe+ 1 e K; et donc <p; = l sur Kt, [Jf3 <p; = O sur Ke 

si /3 =f O. Il en résulte que (A) = O si i 2': e+ 1. Le cas k = +oo est analogue. 

• 
3.2. Régularisation 

Tout d'abord si <p E C0 (Rn) et / E Lf(Rn), 1 S p < +oo, alors pour 

tout x dans nr, la fonction y--+ <p(x y) f(y) appartient à L1 (Rn); en effet 

L~(Rn) C L 1 (Rn) et \cp(x - y)/ 1/(y)I S sup J<pJ · \f(y)!. On peut alors poser 
JRn 

(3.1) (<p*!)(x)= j ,p(x-y)f(y)dy. 

<p * f est appelée « la convolution de <p par /)). Nous allons montrer le résultat 
suivant. 

Proposition 3.2. La fonctíon <p * f appartient à C0 (Rn). 

Démonstration. Nous allons utiliser (voir § 2.4) le théoreme de dérivation 

de Lebesgue. Tout d'abord, pour presque tout y dans Rn, la fonction 

X - cp(x -y)f(y) appartient à C 00 (Rn). Pour tout X E Rn on a 

J8~(<p(x -y)f(y)]I = J(a'"rp)(x -y)J(y)j S supjôº<pJ · IJ(y)J E L 1 (Rn). 
IR" 

On en déduit que <p * f E c=(Rn). Ensuite supposons que le support de <p 

soit contenu dans {x E Rn : lxl :s; A} et que f(y) = O pour jyj 2: B. Soit x 
tel que Jx\ > A+ B. Dans l'intégrale qui définit <p * f, on a x - y E supp <p, 

d'ou lx - YI <::: A; on a alors jyj 2': J::,;j - lx - yj > A+ B - A = B et clone 

f(y) = O. On en déduit que (<p * /)(:r) = O pour tout x tel que lxl >A+ B 
d'ou supp(<p * /) e {x E Rn : jxj :s; A+ B}. Remarquons que si f E cg ce 

même argument montre que supp( <p * !) e supp <p + supp J. li 
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Proposition 3.3. Si '-P E C0 (Jr) et f E Cg(Rn), k E N, alars '-P * f 

appartient à C0 (1Rn) et 

3°' ( '-P * t) = '-P * 3°' f, \a\ :S k. 

Démonstration. Comme f E ct (JRn) e D,: (lRn), la premiere assertion 

résulte de la proposition 3.2. Pour la deuxieme on écrit, apres changement de 

variable, 

('-P * f)(x) = J '-P(Y)f(x y)dy 

et on applique comme dans la proposition précédente le théoreme de 

dérivation de Lebesgue. li 

Soit p E C 00 (Rn) telle que suppp e {x E Rn lx\ < l}, p > O et 

J p(x)dx = l. On pose 

(3.2) 

La suite (pê) est appelée une « approximation de l'identité », ce terme étant 

justifié par le résultat suivant. 

Proposition 3.4 

i) Si u E Ci(Rn), k EN, pour tout o: E rqn, lo:\ ::S k, (âc,(pê * u)) converge 

vers âªu uniformément sur Rn, lorsque é-+ O. 

ii) Si u E Lf (Rn), (pE * u) converge vers u dans V' (JRn), lorsque é -+ O et 

ce, pour tout 1 :S p < +oo. 

Démonstration 

i) Pour \o:I :S k, on a âº(pê * u)(x) - âªu(x) = (pE * âªu)(x) - â°'u(x) = 
cn J p(~) â°'u(y)dy - â°'u(x) = J p(z)ô°'u(x - t: z)dz - â°'u(x) = 
J p(z)[o°'u(x - t:z) - âºu(x)Jdz car J p(z)dz = 1. Comme u E ct(Rn), 

pour tout \o:\ ::S k, ô°'u est continue à support compact donc uniformément 

continue sur Rn i. e. 

(3.3) Vó > O :3ry(a,ó) >O: Vx,x', 

\x - x'\ < ry(o:, ó) ==> lâ°'u(x) - ôºu(x')\ < ó. 

Soit alors ó > O; iI lui correspond ry(o:, ó) par (3.3). Prenons é > O tel que 

t: < inf ry(o:, ó) = ry6 ; alors \x - t: z - x\ = t:\zl :Sé < rJ.s, sur le support de 
lo:l.:Sk 

p(z). On déduit de (3.3) que 

lâ°'(Pe * u)(x) - ô°'u(x)I ::S J p(z)lâ°'u(x - t:z) - ô°'u(x)\dz .:Só, Vx E lRn 

ce qui prouve i). 

ii) On commence par rappeler un résultat classique de théorie de l'intégration 

qui exprime que la translation est continue dans V'(JRn). 
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Lemme 3.5. Soit.zo E Rn, \zo\ :S 1 et f E V'(JRn). Soit J(- t:zo) lafonction 

définie p.p. sur lR'' par x 1--t J(x - E zo). Alars lim llf(- - E zo) - JIILP = O. 
é-O 

Rcmarquons que la preuve de ce lemme nécessite déjà de savoir, par 

exemple, que l'ensernble des fonctions étagées intégrables est dense dans 

V'(JRn). 

Soit q tel que } + i = l. En écrivant p(z) = p(z) 1fq p(z) 1 IP et en utilisant 

l'inégalité de Holder, on obtient 

IPE* u(x) - u(x)\ :S (/ p(z)dz) l/q (j p(z)lu(x- t:z) - u(x)!Pdx) l/p. 

On integre alors en x sur IRn et on utilise !e théorerne de Fubini apres avoir 

élevé les deux membres à la puissance p. II vient 

On applique !e théoreme de convergence dominé au deuxieme membre. En 

effet, pour z fixé, l'intégrant tend vers zéro, avec e, d'apres le lemme 3.5. 

Ensuite p(z)llu(- - t:z) - ul\i~ :S 2Pllu!liP · p(z) E L1(JRn) et !e résultat en 

découle. • 

Corollaire 3.6. Si !1 est un ouvert de lRn, C0 (!1) est dense dans Ck(!l) 

pour k E Nn et dans LP(rl) pour 1 ::S p < +oo. 

Démonstration. La densité étant transitive il suffit, en vertu de la proposi

tion 3.1, de considérer les espaces ct(n) et V,:. Soit u E ct(n) (resp. Lf(!l)). 

Il existe un cornpact K de !1 te! que u = O dans Kc. Noto~s u la prolongée 

de u par zéro hors de O. Alors ü E Ct(JRn) (resp. Lf(lRn)). Posons pour 

é > O, ÜE = Pe * ü et u,, = ü,,ln (i.e. restreinte à D). Comme le support 

de PE est contenu dans { x E lRn : lxl :S é}, celui de Üe est contenu dans 

Ke = K + {x: \xi ::Se}. Si E est assez petit, Kê est un compact contenu dans 

!1. On déduit de la proposition 3.2 que Ug E C0 (!1). D'autre part, il résulte 

de la proposition 3.4 que lim l\uE - üllc•(R") (resp. 1\ · lb(R")) est nulle. Il 
E--+Ü 

suffit de remarquer que \lüe - ü\\E(R") = lluE - u\\E(fl) si E= Ck ou LP. • 

Considérons maintenant deux ouverts !11 !12 de ]Rn1 et ]Rn2 On notera 
' Xt X2. 

C0 (!11) ® Cõ(!12) le sous espace de C0 (!11 x !12) formé par les fonctions 

qui sont des combinaisons linéaires finies de termes de la forme u(x 1 )v(x2 ) 

ou u E C0 (!11), v E C0 (!12). 
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1 • Espaces de f onctions différentiables 

Proposition 3.7. Tout élément de C0 (01 x 02) cst limite d'une suite 

d'éléments de C0 (D1)@ Cõ(D2) 

Démonstration. Soit <p E C0 (D1 x fl2). Supposons que supp <p soit contenu 

dans K = K 1 x K 2 ou K; est un compact de Íl;, i = 1, 2. 11 existe 

une suite (Pj)jEN de polynômes en (x1,x2) telle que, pour tout a dans 
Nn1+n2

1 
(8ª Pj) converge uniformément sur K vers 8°'<p. Soit B; E Cõ(D;), 

B; = 1 sur K;, i = 1,2. Posons ,Pj(x1,x2) = 81(x1)B2(x2) Pj(x1,x2) = 

L aj,°',,a2 B1(x1)x~ 1 B2(x2)x~2 ou aj,a,,a2 E <C. Alors ,Pj appartient 

Ja1+a2!-Sm, 
à Cõ(D1)@Cõ(D2) et pour tout a E Nn1 +n2, (8°' ,Pj) converge uniformément 

vers ,p sur K 1 x K 2 ; comme de plus, supp<pj C suppB1 x supp02 qui est un 

compact fixe, la suite ('Pi) converge vers <p dans Cõ (ít1 x fiz). li 

4 • Formule de Taylor avec reste intégral 
Nous rappelons ici cette formule tres utile dans la pratique. 

Proposition 4.1. Soit n un ouvert de Rn, N E N* et u un élément de 

cN (D). Soit x, y deux points de n et supposons que le segment qui les joint 

soit contenu dans n. On a alars, 

u(x)= " 2-aªu(y)(x-y)" 
6 a! 

Jc,J-<;N-1 

+ '-(x-y)ª (1-t)N-l8°'u(tx+(l-t)y)dt. N 11 
6 a! o 

Jcxi=N 

Chapitre 2 

Les distributions 

On introduit dans ce chapitre la notion de distribution puis celles d'ordre 

et de support d'une distribution, et on étudie les espaces que ces notions 

permettent de définir. On donne enfin des exemples. 

1 • Définition des distributions 

Définition 1.1. Soit n un ouvert de Rn. Une distribution T sur n est une 

application linéaire de C0 (r!) dans C telle que: 

(1.1) 

pour tout compact K de n il existe CK > O et k EN tels que 

l(T,<p)l:SCK L sup l8"'<p(x)I 
/cx/:-<;k xEK 

pour tout <p E C0 (K). 
Remarquons que, pour des raisons pratiques qui apparaítront ultérieu

rement, on a noté (T, <p) l'action de la forme linéaire T sur l'élément 'P de 

Cõ. 

Remarque 1.2. Compte tenu de la topologie des espaces Cõ(rl) et C 00 (K) 
il est facile d'interpréter la définition 1.1. En effet on a éq~ivalence \ntre 

les quatre propriétés suivantes : 

(i) T est une distribution sur n. 
est une 1orme linéaire sur C0 (f2) telle que pour tout compact K de (ii) T e 

n, la restriction de T à C0 (K) est continue. 

(iii) T est une forme linéaire continue sur Cõ(f!). 

(iv) Pour toute suite ('Pj) de C0 (fl) telle que 

a) il existe K compact de n tel que supp<pj e K, Yj EN, 

b) ('Pí)--+ O dans C0 (K), 

alors . lim (T, 'Pi) = O. 
J---++OCl 
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1 • Espaces de f onctions différentiables 
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1 
(8ª Pj) converge uniformément sur K vers 8°'<p. Soit B; E Cõ(D;), 

B; = 1 sur K;, i = 1,2. Posons ,Pj(x1,x2) = 81(x1)B2(x2) Pj(x1,x2) = 

L aj,°',,a2 B1(x1)x~ 1 B2(x2)x~2 ou aj,a,,a2 E <C. Alors ,Pj appartient 

Ja1+a2!-Sm, 
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6 a! 

Jc,J-<;N-1 
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6 a! o 

Jcxi=N 

Chapitre 2 

Les distributions 
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En effet ( 1.1) exprime la continuité de la restriction à C0 ( K) de T, donc 

(i) <=} (ii); ensuite comme C0 (K) est métrisable, la continuité est équivalente 

à la continuité sur les suites d'ou (ii) <=} (iv); enfin (ii) et (iii) sont équivalentes 

en vertu de la topologie mise sur C0 (n) (voir chapitre 1, paragraphe 2.3). 

L'ensemble des distributions sur n est noté V'(<;J). C'est un espace vectoriel 

sur C. Cette notation est justifiée par le fait que, d'apres (iii), cet espace est 

!e dual de !'espace C0 (<;J) qui était noté V(n) par L. Schwartz. 

2 • Ordre d'une distribution 
L'entier k intervenant dans (1.1) peut dépendre du compact K. Si par contre 

un même k est valable pour tous les compacts, on dit que T est d'ordre 

inférieur ou égal à k. 

Définition 2.1. Soit k un entier. Une distribution T sur n est dite d'ordre 

inférieur ou égal à k si, 

(2.1) 

pour tout compact K de <;J il existe C K > O telle que 

l(T,,p)I ~ CK L sup 18ª,p(x)I, 
lal:<;k xEK 

pour tout <p E C0 (K). 

L'ensemble de ces distributions est noté V'(k)(n). On pose V'F(n) 
u V'(kl(<;J). C'est !'espace des distributions d'ordre fini. 

kEN 

On <lira enfin que T est d'ordre exactement k si T appartient à V'(k)(<;J) mais 
pas à v'(k-1l(n). 

Exemple 2.2. Soit TE V'(í1). Soit w un ouvert tel que w soit un compact 

contenu dans n. Alors T E V'F(w). En effet, au compact w correspond, 

d'apres (1.1), un entier k tel que (1.1) soit vraie pour <p E C0 (w). Comme 

C0 (K) e C[r(w) lorsque K est un compact contenu dans w, (1.1) est vraie 

avec ce même k pour <p E C0 (K), i.e. TE V'(k)(w). 

Le résultat suivant donne une interprétation de !'espace V'(k)(Q) ou 

k EN. 

Théoreme 2.3. Soit T E V'(k) (11). On peut étendre T de maniere unique en 

une forme linéaire continue T sur C3(n). L'application T - T de V'(k)(<;J) 
dans (C3(0))' est bijective. Elle permet d'identiiier V'(k)(<;J) au dual de 

C<5"(n). 
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Démonstration . · 

(1) Unicité. Soit TE V'(kl(D); C0 (D) étant dense dans Cg(n), si T1 et 

T2 sont deux formes linéaircs continues sur cg (<;J) qui co'incident avec T sur 
C0 (0), on a T1 = 12. 
(2) Existence. Soit <p E Cj(n). Il existe une suite ( 'Pv) e C0 (<;J) qui converge 

vers <p dans C<5'(í1), supp<.pv étant, pour tout v, contenu dans un voisinage 

Ko arbitrairement proche de supp <p. Posons (1', ip) = lim (T, 'Pv ). Cette 
V-l-+co 

limite existe car ( (T, 'Pv)) est une suite de Cauchy dans C. En effet, 

j(T,<pv)-(T,'Pµ)l=l(T,<pv-<pµ)l~CK L sup J8ª(<.pv-<pµ)I. 
luJ:<;k Ko 

Le membre de droite tend vers zéro lorsque v et µ tendent vers +oo car ( 'Pv) 
converge vers r.p dans C<5'(D). 

Montrons que TE (C8(í2))'. Soit K un compact de í2 et r.p E C/I(K). Soit 

(<pv) E Cõ, 'Pv - r.p dans Cg(n) et SUPP'Pv e Ko. Cornme T est une 

distribution d'ordre ~ k, on a, l(T,'Pv)J ~ CKo L sup IDª<pvJ, On en déduit 
lal:<;k Ko 

que l(T, 'P)I ~ CKo L sup ID"'ipl (car <p E C<5'(K)). Donc TE (C/I(O))'. 
lol:<;k K 

Enfin T prolonge T car, si <p E C0 (í1), on peut prendre 'Pv = <p, pour tout v 
et alors (T, r.p) = (T, ip). a 
Exemple 2.4. Soit T E V'(í1). On dit que T est positive si, pour toute 

'P E Cõ(<;J) telle que r.p 2: O, on a (T, r.p) 2: O. Alors toute distribution positive 
est d'ordre zéro. 

En effet, nous avons à montrer que, 

(2.2) VKccn, :lCK>O: l(T,r.p)j~CK sup !'PI, V<pECõ(K). 
K 

Il suffit de prouver (2.2) pour <p réelle puis de l'appliquer aux parties réelles 

et imaginaires de <p si celle-ci est à valeurs complexes. Soit K un compact de 

!l Soit X E C0 (n), X = 1 sur K, O ~ x ~ 1. Si <p E C0 (K) est réelle, les 

fonctions 7P±(x) = x(x) sup !'PI± <p(x) sont dans C0 (í2) et positives en tout 
K 

point de n. I1 résulte de l'hypothese que (T, VJ±) 2: O ce qui prouve (2.2). 

3. Exemples 

(i) Distribution définie par une fonction f localement intégrable 

Soit f E Ll,c ( n) ; on !ui associe la distribution T1 définie par, 

(3.1) (T1,'P) = j f(x)r.p(x)dx, 'P E C0 (í2). 
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Soit K cc n et <p E C[í(K); on a, [(TJ,'P)I S JK lf(x)Jdx sup J<p(x)\; donc 
K 

T1 E D1<0l(rt). 

Il en résulte une application f ,_.. TJ de Lf0 c(r!) dans D'r!) qui est linéaire. 
Nous allons montrer qu'elle est injective, ce qui se traduit par, 

j f(x)<p(x)dx = O, V<p E Cif'(O) => J = O presque partout dans n. 

Soit K un compact der!, BE C0 (0), B = 1 sur K; alors Bf E L1 (Rn). Soit 

(pe) une approximation de l'identíté ( i.e. Pe(x) = cnp(~ f ou p E C[í(Rn), 

p 2'. O, J p(x)dx = 1). Pour x fixé, la fonction y >--> p,:(x - y)B(y) appartient 

à C0 (r!); il résulte de l'hypothêse que 

P"*(Bf)(x)= J Pc(x-y)B(y)f(y)dy=O, VxERn. 

En vertu de la proposition 3.4, chapitre 1, la suite (p,: * (Bf)) converge vers 

B f dans L1 (Rn) lorsque E -t O; alors 8 f = O dans L1 et donc f = O presque 

partout sur K. Comme n est une réunion dénombrable de compacts (voir 

lemme 1.1, chapitre 1), il en résulte que f = O presque partout dans n. 
(ii) La distribution de Dirac 

Soit x 0 E n. On note ôx0 la forme linéaire sur C0 (rl) définie par 

(óx0 ,<p) = <p(xo)- Comme l(Sx0 ,<p)[ S sup \<p(x)I si <p E Cõ(K), on a 
K 

Ôx0 E D'(O) (fl). 

Cependant ôx0 n'est pas donnée par une fonction de Lf0 c(rl). En effet sup

posons qu'il existe J E Lf0 c(rl) telle que (óx0 , <p) = <p(xo) = J J (x) <p(x) dx 
pour <p E C0 (rl). Notons D. = r! \ {xo}- Si <p E C[í(D.) e C0 (rl) on 
a <p(xo) = O et donc J J(x)<p(x)dx = O pour tout cp E C0 (D.). On a 

montré dans !'exemple (i) que / = o presque partout dans n; alors f = o 
presque partout dans n d'ou J f(x)<p(x)ç.x = O pour tout <p E C[í(rl). En 

prenant <p telle que <p(xo) =/= O on aboutit à une contradiction. L'inclusion 

Lt0 JD) e D 1<0> (rl) est donc stricte. 

(iii) Extension 

Soit a un multi-índice. Posons (T, cp) = ô"cp(xo) pour <p E C0 (rl). On a 
facilement TE D'(ial)(fl). Montrons que T ,f. D'(k) pour k < lo:!, c'est-à-dire 

que T est exactement d'ordre \o:[. On raisonne par l'absurde. Si T E D'(k) 

(avec k < lo:!), pour tout compact K de !1 il existerait CK > O telle que 

(3.2) sup lô11<p(x)!, 
K 

cp E C0 (K). 
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Montrons que ceei est impossible. Soit ,5 > O tel que K = B(xo, ,5) e n. Fixons 

1/!o E Cõ(B(O,S)); 1/!o(x) = 1 si !xi :S: § et posons -ip(x) = ":,~ -ip0 (x). Il résulte 
de la formule de Leibniz que Ô°'-ip(O) = 1. Posons enfin <p(x) -ip(>.(x - xo)) 
ou À 2: 1 est un paramêtre destiné à tendre vers +=- On a <p E Cõ ( K) car 

suppcp C {x: !x - xo[ :S: f} e {x: !x - x0 / s S} = K. De plus ôª'P(xo) = 
>.l"I ôª-ip(O) = >.la-1 et pour /,6/ :S: k, [Bi>cp(x)! = )..li>l /811-ip(>.(x - xo))I < 
>.k sup [811 -ip(x)I- L'inégalité (3.2) impliquerait pour tout >. > 1 
~ _, 

ce qui est impossible si À --+ += car /o:/ - k 2: 1. 

(iv) La distribution ((valeur principale>> 

La fonction f(x) = ~ n'est pas localement intégrable sur lR; cependant on 
peut quand même !ui associer une distribution appelée valeur principale de 
~ et notée vp~. On pose pour cp E C[í(JR), 

\VP.!.,<p) = liml 'P(x) dx. 
X ,:-,Q lxJ2:E X 

Montrons que vp~ E D 1<1)(JR). Soit K un compact de JR, K e [-M, M]. Pour 

'P E Cõ(K) on a (vp~,cp) = J~L:;ixl'."'.M ~dx. D'autre part, d'apres la 

formule de Taylor on a, cp(x) = 'P(O)+x-ip(x) ou 1/J(x) = J0
1 cp'(tx)dt E C 00 (JR) 

et 11/J(x)/ S sup /'P'(x)/. On écrit alors, 
K 

1 <p(x)dX=ip(O)j dx+J 1j;(x)dx=11 +I2 . 

e:'."'.Jx!'."'.M X E:é'.JxlSM X e:'."'.lxl'."'.M 

II est facile de voir que I1 = O. D'autre part le théoreme de conver

gence dominée montre que J~h = Íixl::'.M'!j;(x)dx. Dane (vp~,'P) = 
Íixl'."'.M -ip(x)dx d'ou, l(vp~,cp)I S CM sup /cp'(x)I, i.e., vp~ E v 1( 1l(JR). En 

. 1 K 
fait vp;; est exactement d'ordre un. En effet vp~ ,f. D'(º)(JR) car sinon on 
devrait avoir l'inégalité, 

(3.3) /\vp~,'P)/sc sup l'PI, pour cpECõ(K). 
K 

Pour n 2: 1 considérons la suite ('Pn) e Cõ(JR) définie par, 

'Pn (X) = 1 si X E [ ~ , 1 J , 'Pn (X) = O si X ::; 2~ ou Xn 2'. 2, O ::; 'Pn ::; l. 
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~ _, 
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X ,:-,Q lxJ2:E X 
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K 

1 <p(x)dX=ip(O)j dx+J 1j;(x)dx=11 +I2 . 

e:'."'.Jx!'."'.M X E:é'.JxlSM X e:'."'.lxl'."'.M 
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. 1 K 
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K 
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11 est facile de voir que sup l'Pn I = 1. D'autre 
IR 

r 'Pn(x) d = I2 'Pn(x) dx > I1 'Pn(x) dx 
a, J\x[~E X X ;f;; X - ~ X 

conséquent (vpi,'Pn) 2 Logn et l'inégalité (3.3) 

part pour E ::; 2~ on 

= J; d: = Logn. Par 

ne peut être satisfaite si 

n-> +oo. 
(v) Une distribution d'ordre infini 

+oo 
Soit T la forme linéaire sur C0 (R) définie par (T, <p) = I: cpUl(j), ou cp<il 

j=O 

est la dérivée j-ieme de <p. Soit K CC IR; on a K e [-N, N] ou N EN\ O. 
N N 

Si <p E C0 (K) on a !(T,<p)J :S I: l'PUl(j)I :S L sup l'P(j)(x)I. Donc T est 
j=O j=O K 

une distribution. Si elle était d'ordre fini il existerait k E N te! que pour tout 

compact K de IR on ait, 

(3.4) l(T,<p)J::; e L sup l'P(il(x)J. 
íSck K 

Soit 1/Jo E C0 (R), 1/Jo(x) = 1 si Jx! :Si, 1/Jo(x) = O si !xi 21 et O:::; 1/Jo:::; l. 

Posons 'lj;(x) = (%:+/)! 'lj;0 (x). La formule de Leibniz montre que 'lj;(k+ll(O) = 1. 

Soit cp(x) = 1/J(>.(x - (k + 1))) ou À 2 1 est destiné à tendre vers +oo. On 

a supp<p e {x: lx - (k + l)J::; A} e [k + 1,k + ~]. On en déduit que 
cp<n (j) = O si j f:. k + 1 et <p(k+I) (k + 1) = >,.k+I 'lj;(k+ll(o) = >,.k+ 1 . D'autre 

part pour j ::e; k, jcpUl(x)I ::e; >.J sup lw(j)(y)J :S >,.k sup J1,L>Ulj. L'inégalité (3.4) 
IR IR 

k 
appliquée à <p impliquerait donc que >,.k+I < C >,.k L sup \'lj;Ull ce qui est 

j=O IR 

absurde si À -> +oo. 

4 • Support d'une distribution 

On va introduire pour les distributions une notion de support qui généralise 

la notion introduite dans le chapitre 1, paragraphe 2.1 pour les fonctions 

continues. 

Définition 4.1. Soit TE V'(r!) et w un ouvert contenu dans n. On dit que 

T est nulle dans w si (T, r.p) = O pour tout <p E C0 (w). 

On a alors le résultat suivant. 

Lemme 4.2. Soit (w;)iEI une famille d'ouverts de n et w 

TE D'(r!) est nulle dans chaque w; alars T est nulle dans w. 

u Wi· Si 
iEl 

Démonstration. Soit <p E C0 (w); posons K = suppr.p. On a K C U w;; la 
iEl 

propriété de Borel-Lebesgue implique qu'il existe un ensemble fini d'indices 
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J C I tel que K .é::: U wi. Soit (Xi),EJ une partition de l'unité relative 
iEJ 

au recouvrement (w;)iEJ de K i.e. Xi E C0 (w;) et L Xi(x) = 1 pour 
iEJ 

x E U w;. Comme <p est àsupport dans K on a cp(x) = I: Xi(x)cp(x) et donc 
tEJ iEJ 

(T, <p) = L (T, Xi'P); or Xi'P E Cô(w;) et T = O dans wi, donc (T, Xi'P) = O 
iEJ 

et (T, cp) =Oi.e. T = O dans w. Ili 

Ce lemme montre que pour toute distribution T E D' (r!) il existe un plus 

grand ouvert ou T est nulle : c'est la réunion de tous les ouverts ou T = O. 

On introduit alors la définition suivante. 

Définition 4.3. Pour TE D'(D-), le support de T, que l'on note suppT, est 

!e complémentaire du plus grand ouvert ou T est nulle. 

Remarquons que supp T est un fermé. 

Voici des propriétés faciles à obtenir à partir de la définition. 

(4.1) { 

i) 

.. ) 
.'.'.) 
Ili 

Exemples 4.4 

Xo i/. supp T ç=;, :lVx0 voisinage ouvert de xo tel que 

(T, cp) = o, \l<p E Cfí(Vxo)' 

Xo E supp T ç=;, v'Vx0 , :3cp E Cfí(Vx0 ), (T, <p) e/ O, 

suppT e F ç=;, T = O dans pc. 

1) Si T est donnée par une fonction f continue sur n i.e. T = T1 (cf. para

graphe 3, exemple (i)) alors supp T = supp f. En effet si x0 if. supp f il existe 

Vx0 te! que J(x) = O pour x E Vxo· Alors si <p E Cfí(Vx0 ), cp(x)f(x) = O 

dans n et donc (T,<p) = J J(x)cp(x) = O i.e. x0 if. suppT. lnversement si 

xo i/. suppT il existe Vx0 te] que J J(x)cp(x)dx = O, \lcp E Cfí(Vx0 ). On a 

montré au paragraphe 3, exemple (i) que ceei implique que f(x) = O dans 

Vx 0 i. e. Xo {/:. supp f. 

2) Si (T,cp) = éJ°'cp(xo) (cf. paragraphe 3, exemple (iii)) on a, suppT = {x0 }. 

En effet si r.p E C0 (f! \ {xo}) on a (T,r.p) = O, clone suppT e {x0}. 

Inversement xo E supp T. En effet soit Vx0 un voisinage ouvert de x 0 et 
X E Cfí(Vx0 ), X= 1 au voisinage de xo. Posons cp(x) = (x-;o)ª x(x); alors 

cp E C0 (Vx0 ) et il est facile de voir, en utilisant la formule de Leibniz, que 

éJªcp(xo) = 1. 

Nous allons voir, qu'à combinaison linéaire pres, !'exemple 2 ci-dessus est !e 

seu! exemple de distribution à support concentré en un point. En effet on a 
!e résultat suivant : 
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Théoreme 4.5. Soit TE 'D'(f!) et xo E n. Supposons que suppT = {xo}. 

II existe alors un entier k et des nombres complexes ª"'' pour \ai S k, tels 

que (T, <p) = I: ª"' à"'<p(xo), pour tout <p E C0 (í2). 
l<>lsk 

La preuve de ce théoreme nécessite que l'on établisse auparavant certains 

résultats par ailleurs utiles en eux-mêmes. 

Proposition 4.6. Soit TE 'D'(f!), <p E C0 (f!) tels quesuppTnsupp<p = 0. 
Alors (T, <p) = O. 

Démonstration. On a supp <p e (supp T/, clone pour tout x E supp <p il 

existe un voisinage ouvert Vx tel que (T, <p) = O pour tout <p E Cõ' (Vx). Alors, 
supp <p e U Vx ; comme supp <p est compact, la propriété de Borel-

xEsupp '(' 
Lebesgue montre qu'il existe des points x1, x2, ... , x N de supp <p tels que 

supp <p e i~l Vx,. Soit (Xi) une partition de l'unité associée au recouvrement 
N 

(VxJi=l, ... ,N i.e. Xi E Cõ'(Vx,) et I: Xi(x) = 1 pour x E supp<p. Alors 
•=l 

N N 
<p = I: Xi'-P et clone (T, <p) = I: (T, Xi'-P) = O, car Xi<f! E Cõ(VxJ· • 

i=l i=l 

Proposition 4.7. Soit k E N. Soit TE 1)'(kl(f!) et <p E C~(f!) telles que 

àª<p(x) = O pour x E suppT et \ai S k. Alars (T,<p) = O. 

Démonstration. Posons K = supp T n supp <p. Si K = 0 le résultat découle 

de la proposition 4.6. Si K =/- 0, posons Ke = {x E lRn : d(x, K) S e:} ou d 

est la distance euclidienne et e: > O. Il existe e:o E]O, l] tel que Ke C n pour 

e: E]O,e:0]. Soit Xe E C0 (Ke) telle que Xe = 1 sur Ke/2 et l8"'xel S Cae:-l"'I. 

On écrit, 

(4.2) (T, <p) = (T, Xe'-P) + (T, (1- Xe)<p) = (1) + (2). 

Il résulte de la proposition 4.6 que le terme (2) est nul. En effet, 

suppTnsupp[(l- x")<p] e suppTnsuppcpnsupp(l - x") e K n K~12 = 0. 
On déduit de (4.2) qu'il existe C > O indépendante de e: telle que, 

l(T, 'P)I se "E 

í 
1 
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Comme l.81- lal 2:·Í.81- k et e: s 1 on a, e:l/31-1<>1 s e:1/31-k, d'ou 

!(T,<p)\ s C' L el/31-k sup \ofi<p\. 
IJ31Sk K, 

Nous allons montrer que, 

(4.3) l.81 s k, 

ce qui terminera la preuve du théoreme. Tout d'abord si 1.81 = k il existe 

Xe E Ké tel que sup làfi<p(x)l = \8fi<p(xe)I. Comme d(xe,K) S ê il existe 
K, 

xo E K tel que d(xe,K) = lxe - xol S E. Soit ó > O; la fonction 8J3<p 

étant uniformément continue sur lRn, il existe 77 > O tel que lx - x'I s 77 

implique làfi<p(x) - 8fi<p(x')I S ó. Prenons ê S 77, xe = x, xo = x'. Alors 
jàfi<p(xe) - é)fi<p(xo)I s ó. Or x0 E K e suppT, clone par hypothese 

[)fi<p(xo) = O d'ou jàfi<p(xe)I só, ce qui prouve (4.3) pour I.BI = k. 
Supposons maintenant l.81 < k. Appliquons la formule de Taylor avec reste 
intégral à la fonction 8J3<p et aux points xe, x0 définis ci-dessus i.e. xo E K 

et lxe - xol Sê. 11 vient, 

lâfi<p(xe)I S '°' _!._jâ"'f+fi<p(xo)l l(x - xo)"'tl 
~ -y! 

hlsk-1-1/31 

+ C L fn 1 (1- tl-lJ31-118"'f+J3<p(txe + (1 - t)xo)l l(xe - xo)"'tldt. 
hl=k-1/31 ° . 

On a pour t E (O, l], txe+(l-t)xo E Ke, car ltxe+(I-t)xo-xol = tlxe -xol
D'autre part, par hypothese, â"'f+J3<p(x0 ) = O pour 1,1 + l.81 s k - I, car 
xo E K e supp T. On en déduit, puisque jx., - xol s e:, 

lâfi<p(xe)I s C' L e:hl sup ,a..,.+J3<pj = C' ek-1/31 L sup lâ"'t+J3<pl. 
hl=k-1/31 K, hl+IJ3i=k K, 

Par conséquent pour l.81 < k, 

et le membre de droite tend vers zéro avec e: d'apres l'étape précédente. • 

Démonstration du théoreme 4.5. Soit w un ouvert contenant x 0 tel que 
w soit un compact contenu dans n. On sait (exemple 2.2) qu'il existe k EN 
tel que TE 1)'(kl(w). Soit x E C0 (w), x = 1 au voisinage de x 0 • On a, pour 
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Par conséquent pour l.81 < k, 

et le membre de droite tend vers zéro avec e: d'apres l'étape précédente. • 

Démonstration du théoreme 4.5. Soit w un ouvert contenant x 0 tel que 
w soit un compact contenu dans n. On sait (exemple 2.2) qu'il existe k EN 
tel que TE 1)'(kl(w). Soit x E C0 (w), x = 1 au voisinage de x 0 • On a, pour 
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r.p E C8°(f2), (T, r.p) = (T, xr.p) + (T, (1- x)r.p) = (1) + (2); le terme (2) est nul 
car supp T n supp( 1 - x) = 0. Considérons la fonction 

'lj;(x) = x(x) [r.p(x) - L ~! àªr.p(xo)(x - xo)"]. 
lol:-::;k 

On a 'lj; E C8°(w) et of3'1j;(x0 ) = O pour I.BI :::; k, d'apres la formule de 
Leibniz. Comme supp T = { x0 } on peut appliquer la proposition 4. 7 à la 
distribution T, la fonction 'lj; et l'ouvert w. On en déduit (T, 'lj;) = O, d'ou 

(T,r.p) = (T,xi.p) = I:: ~àªr.p(xo)(T,XI), ou XI(x) = x(x)(x-xo)ª, ce qui 
lol:S:k 

prouve le théoreme 4.5. • 

5 • Oistributions à support compact 
Définition 5.1. On note E'(n) l'espace vectoriel sur C des distributions à 

support compact. 

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant. 

Théoreme 5.2. 11 existe une application linéaire bijective q> de E'(fl) dans 

le dual de C 00 (i1) qui permet d'identifier E'(U) à (C00 (i1))'. 

Démonstration. Nous allons d'abord définir q> puis montrer qu'elle est 

bijective. 

Proposition 5.3. Soit T E E'(n) et K 0 = suppT. n existe une unique 
application linéaire f de c 00 (n) dans e telle que 

(i) (T,i.p) = (T,r.p) si r.p E C8°(fl). 

(ii) (T,<p) = o si r.p E C 00 (n), suppr.pnKo = 0. 

(iii) ll existe k EN, un compact K e f2 (voisinage arbitraire de Ko) et C > O 

tels que 

(5.1) l(T, r.p)I ~ e L sup làªr.pl' V<p E C 00 (fl). 
lol:5:k K 

On note q> l'application T 1-> T. 
Démonstration 

a) Unicité. Soit TI,T2 vérifiant (i)-(iii). Soit X E C8°(f2), X = 1 sur 
un voisinage de K 0 • Pour j = 1,2 et <p E C 00 (f2) on écrit (1';,r.p) = 
(Ti,Xi.p) + (Ti, (1 - x)r.p). Comme supp[(l - x)r.p) n K0 = 0 il résulte de 
(ii) que (Ti, (1 - x)r.p) = O et puisque X<p E C8°(f2) on a, d'apres (i), 
(Tj, xr.p) = (T, xr.p). Par conséquent ('I'1, r.p) = (T2, r.p) = (T, xr.p) i.e. T1 = T2. 

1 
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b) Existence. Poso~s pour <p E C00 (fl), (T,r.p) = (T,xr.p), ou x E C8°(i1), 
x = 1 sur un voisinage de Ko. Montrons que T vérifie (i)-(iii). 

(i) Si <p E C8°(fl) on a supp[(l - x)r.p] nsuppT = supp[(l - x)i.p] nKo = 0. 
Il résulte de la proposition 4.6 que (T, (1 - x)r.p) = O; par conséquent 

(T, <p) = (T, xr.p) + (T, (1 - x)r.p) = (T, r.p). 

(ii) Soit <p E C 00 (i1) telle que supp<p n K 0 = 0. On a K 0 e (suppr.py. Il 
existe donc un ouvert O tel que O soit compact, K0 e O et O e (supp <p )". 

Soit XI E C8°((suppr.pt), XI = 1 sur O. Comme SUPPXI e (suppr.py on 
a XI <p = o d'ou, (T, XI r.p) = o. Puisque supp(x - XI) n Ko = 0 on a, 
(T, (x - XI)'P) = O, d'apres la proposition 4.6. Alors (T, r.p) = (T, xr.p) = 
(T, (x - XI)r.p) + (T, XI'P) = o. 

(iii) Comme pour tout <p E C 00 (fl) on a, supp X'P e supp X = K et puisque 
T est une distribution, il existe k E N et C > O tels que, 

l(T,r.p)I = l(T,xr.p)I:::; e L sup là"'(xr.p)I, V<p E C 00 (n). 
l<>l:S:k K 

Il résulte de la formule de Leibniz que (5.1) est satisfaite. • 
Compte tenu de la topologie de !'espace C 00 (fl), la propriété (iii) exprime que 
l'application linéaire T est continue de C 00 (U) dans C; clone TE (C00 (i1))'. 

Soit 1> l'application de E'(il) dans (C00 (fl))', T 1-> T. Cette application est 
évidemment linéaire: elle est de plus injective car si T = O on a T = O d'apres 
(i). Il reste à prouver qu'elle est surjective. Il suffit pour cela de construire 
un inverse à droite. Cela résulte de la proposition suivante. 

Proposition 5.4. Soit TE (C00 (U))'. La restriction de T à C<f'(fl) est une 
distribution à support compact. L'application R: T,..... Tlcõ(n) de (C00 (i1))' 
dans E'(n) est un inverse à droite de l'application q> définie ci-dessus. 

Démonstration. Par hypothese il existe un compact K de n, un entier k et 

e> Otelsque l(T,r.p)I ~ e L sup làºr.pl, pour tout <p E C 00 (0). Ceciest en 
l<>ISk K 

particulier vrai pour <p E C8°(fl) et clone Tlcõ(n) est une distribution d'apres 
(1.1). Deplussi <p E C8°(fl) etsuppr.pnK = 0onaâªr.p(x) = O, pouro: EN et 

x E K; par conséquent (T, r.p) =O.Ceei prouve que suppT!có"'(íl) e K. Donc 
Tlcó"'(í!) E E'(U). Montrons que q> o R(T) = T, pour tout T E (C00 (fl))'. 
Soit f E (C00 (fl))'; d'apres (5.1) il existe un compact K de f2 tel que si 
r.p E C00 (fl) et supp<p n K = 0 alors (f, r.p) = O. En particulier ceei est vrai 
pour <p E C8°(fl) et prouve que suppR(T) = K 0 e K. Soit x E C8"(fl), x = 1 
sur un voisinage de K. Pour <p E C 00 (fl) on a, d'apres la proposition 5.3, 

( 
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r.p E C8°(f2), (T, r.p) = (T, xr.p) + (T, (1- x)r.p) = (1) + (2); le terme (2) est nul 
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x = 1 sur un voisinage de Ko. Montrons que T vérifie (i)-(iii). 
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sur un voisinage de K. Pour <p E C 00 (fl) on a, d'apres la proposition 5.3, 
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(<I> o R('Í'),<p) (R('Í'),X<p) ('Í',Xt.p), car X</J E C0 (f!). D'autre part, 
('Í', (1 - x)<p) = O, d'apres ci-dessus puisque supp[(l - x)<p] n K = 0 et donc 
(<I> o R('Í'), <p) = ('Í', X<p) + ('Í', (1 - X)t.p) = ('Í', <p). • 

Remarques 5.5 

a) On a vu (cf. chapitre 1, paragraphe 1.3) que la topologie naturelle de 
C00 (f!) (la convergence uniforme sur tout compact de toutes les dérivées) 
était métrisable. Continuité et continuité sur les suites sont alors équivalentes. 
Une application linéaire T : C 00 (f!) -> C appartient alors à E'(f!) si et 
seulement si pour toute suite (t.pj) e C 00 (f!) telle que pour tout a E N 
(8ª<p;)-> O uniformément sur tout compact de nona, _ lim (T, <p;) = O. 

i-+oo 

b) Les distributions à support compact sont d'ordre fini. En effet l'inéga
lité (5.1), dans la proposition 5.3, est vraie avec le même entier k pour tous 

les compacts. 

e) 11 résulte de la proposition 5.3 (iii) que le compact K intervenant dans 
l'inégalité (5.1) est un voisinage arbitrairement proche de suppT. Cependant, 
en général, on ne peut pas prendre K = supp T. Voici un exemple. Soit T 

+oo 
la forme linéaire sur C0 (JR) définie par (T,<p) = E 1(<p(J) - i.p(O)). On a 

j=l J 

TE 1)1C1l(JR). En effet pour <p E C0 (R) on peut écrire, <p(x) = i.p(O) +x'I/J(x) 
ou 1/; E C 00 (JR) et sup j'l/;(x)I S sup j<p'(x)j. Par conséquent J l<p(J)-<p(ü)I S 

R R 
-h sup ji.p'(x)l, de sorte que, l(T,i.p)I S C sup l<p'(x)l, si <p E C0 (K). 11 est 
J R K 

ensuite facile de voir que suppT = -~1 {t }u{O} qui est un compact de R En 
]_ 

effet notons Ko ce dernier ensemble. Si <p E C0 (JR\Ko) alors 'P(J) = <p(O) = O 
pour tout j ~ 1 clone suppT e K0 • Ensuite soit jo ~ 1. Soit <p E C0 (R) 
telle que <p = 1 pres de ! et à support contenu dans un voisinage de ! 
ne rencontrant pas les points 1 pour j -1- jo. Alors (T, <p) = -3~ -/= O donc 

J o + E supp T. On en déduit que U { 1} e Ko et comme Ko est un fermé et 
~ j~l J 

]; -> O on a aussi O E K 0 • Donc U p} U {O} e suppT. Nous allons enfin 
J j~l J 

montrer qu'une inégalité du type 1 (T, t.p) 1 S C E sup IBª<pl est fausse en 
lal5k Ko 

général. En effet, soit N ~ 1 un entier fixé. Soit é > O tel que jj - 2€ > N~l. 

Soit <p E C0 (JR) telle que t.p(x) = 1 si x E [-k-é, l+é], <p(x) = O si x ~ 1+2é 
N 

ou x S k - 2€, O S <p S 1. Alors {T, <p) = E J· D'autre part comme <p est 
j=l 

égale à zéro ou un dans un voisinage des points de Ko on a, l'P(x)I S 1 et 
8ª<p(x) = O si lal ~ 1 et x E Ko. Donc (T,t.p)-> +oo si N-> +ao tandis que 
le membre de droite de l'inégalité est majoré par une constante indépendante 
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de N, ce qui est impossible. 

d) La proposition· 4.6 s'étend au cas ou T E E'(f!) et t.p E C00 (f!). Si 

supp T n supp <p = 0 alors (T, <p) = O. En effet on a (T, t.p) = (T, t.p'ljJ) 

ou 1/; E C0 (f!), 1/J = 1 sur un voisinage de suppT. Alors 'lj;t.p E C8° et 
suppT n supp(1/Ji.p) e suppT n supp<p = 0; la proposition 4.6 implique que 
(T,t.p) = O. 

En résumé 

(i) T E D' (fl) si et seulement si, 

(a) T est une application linéaire de C0 (f!) dans C. 

(b) \/K CC n, 3C > o, 3k EN: l(T,t.p)I S C L sup l8ª<pl, 
Jal$k K 

\/<p E C0 {K). 

{ii) TE D'(k) (f!) si et seulement si, 

{a) T est une application linéaire de CS(f!) dans C. 

(b) \/K CC n, 3C >O: l(T,t.p)l S C L sup l8ª<pl, \/t.p E CS(K). 
lal$k K 

(iii) TE E' (f!) si et seulement si, 

(a) T est une application linéaire de C 00 (f!) dans C. 

(b) 3K CC n, 3k EN: l(T,t.p)I S C L sup IB'"'Pl, \/t.p E C 00 (S1). 
lal$k K 

lei le compact K peut être pris comme voisinage arbitrairement proche du 
support de T. 

6 • Un lemme utile 

Nous démontrons dans ce paragraphe l'analogue, pour les ,distributions, du 
théoreme de « dérivation sous le signe somme» pour les intégrales. 

Lemme 6.1. Soit I un intervalle ouvert de R et k E N. On considere, pour 

tout >. E J, une Eonction x ....... <p(x, >.) appartenant à C8°(f!), ou n est un 
ouvert de Rn. On suppose que 

(i) \/a E Nn, Vf. = O, ... , k, la fonction (x, >.) ....... ~ a{ t.p(x, >.) existe et est 
continue sur f! X J. 

(ii) \/>.o E J, 3ó > O, 3K e n compact tels que supp(af<p) e K, pour tout 

>. E [>.o - ó, >.o + ó] et tout f. = O, ... , k. 
X 

Soit TE D'(n). On pose G(>.) = (T, t.p(·, >.)). Alors la fonction G est Ck 
sur I et (d~/ G(>.) = {T, 8f t.p(·, >.)), Vf. =O, ... , k, >. E J. 
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i-+oo 
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support de T. 

6 • Un lemme utile 

Nous démontrons dans ce paragraphe l'analogue, pour les ,distributions, du 
théoreme de « dérivation sous le signe somme» pour les intégrales. 

Lemme 6.1. Soit I un intervalle ouvert de R et k E N. On considere, pour 

tout >. E J, une Eonction x ....... <p(x, >.) appartenant à C8°(f!), ou n est un 
ouvert de Rn. On suppose que 

(i) \/a E Nn, Vf. = O, ... , k, la fonction (x, >.) ....... ~ a{ t.p(x, >.) existe et est 
continue sur f! X J. 

(ii) \/>.o E J, 3ó > O, 3K e n compact tels que supp(af<p) e K, pour tout 

>. E [>.o - ó, >.o + ó] et tout f. = O, ... , k. 
X 

Soit TE D'(n). On pose G(>.) = (T, t.p(·, >.)). Alors la fonction G est Ck 
sur I et (d~/ G(>.) = {T, 8f t.p(·, >.)), Vf. =O, ... , k, >. E J. 
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Dans le cas ou T est à support compact la condition (ii) est inutile et l'énoncé 

est plus simple. 

Lemme 6.2. Soit I un intervalle ouvert de R et k E N. On se donne pour 

tout >. E J une fonction x 1--> cp(x, >.) appartenant à C00 (Q). On suppose : 

Va E Nn, W. = O, ... k, la fonction (x,>.) 1--> a:o;_cp(x,>.) existe et est 

continue sur n x I. 

Soit TE E'(Q). On pose G(>.) = (T, cp(·, >.)). Alars la fonction G est Ck sur 

I et (1,_/ G(>.) = (T, oi<p(·, >.)), pour tousf =O, ... , k, >. E J. 

Remarques 6.3 

1) On a des énoncés tout à fait analogues si À appartient à un ouvert () de 

JRd; il suffit de prendre dans (i), f ENº, Ili :S k et dans (ii), li>. - >.oll < 8. 

2) Il y a un énoncé « holomorphe>> qui se déduit des lemmes ci-dessus. En 
effet supposons que pour tout x fixé dans n la fonction z 1--> cp(x, z) soit 
holomorphe dans un ouvert O de C. Supposons d'autre part que la fonction, 
(>.,µ) 1--> G(>. + iµ) = (T,<p(·,À + iµ)) soit de classe C 1 dans () considéré 
comme ouvert de JR.2 et que l'on peut dériver sous le signe ( , ) ( ce qui peut 
se vérifier à l'aide des lemmes 6.1 ou 6.2). Alors la fonction z 1--> G(z) est 
holomorphe dans O. On reviendra sur ce point apres la preuve du lemme 6.1. 

Démonstration du lemme 6.1. On raisonne par récurrence sur k. 

a) On commence par le cas k = O. Soit >.o E J et (>.;); une suite de I 
qui tend vers >.0 • Posons 1/J;(x) = <p(x,>.j) - cp(x,>.o). On doit montrer que 
_lim (T,1/Ji) = O. Comme ('1/Ji) e C0 (Q), il suffit de montrer que (1/Jj)-> O 

J-,+oo 

dans Cíf c'est-à-dire, 

1) 3K CC Q: supp1/!j C K, \/j 2: Jo, 

2) . lim sup 18"''1/Jj 1 = O, pour tout a E Nn. 
J-,+oo K 

Tout d'abord il existe Jo E N tel que 1>.i - >.oi :S 8, pour j 2: Jo, ou 8 est 
donné par l'hypothese (ii). Alors d'apres (ii), il existe un compact K de n tel 
que supp 1Pi e K pour j 2: j 0 ce qui prouve 1). Ensuite, pour tout a E Nn 

la fonction (x, >.) 1--> â~cp(x, >.) est continue d'apres (i) et clone uniformément 
continue sur F = K x [>.o - 8, Ào + 8], ce qui implique que, 

Vé>O, 377>0:(x,>.)EF, (x',>.')EF, 

ll(x, >.) - (x', >.')ll :S 77 =? lâª<p(x, >.) - âªcp(x', >.')I < é. 

Soit é> O et prenons j 2: J1 pour que 1>.i - >-oi :S min(8, 77). Alors, pour tout 

x daru, K on a (x,>.o) E F, (x,>.j) E F et clone lâ~'l/J3(x)I = lâ~cp(x,>.i) -
Ô~<p(x, >.o)I :Sé i.e. sup lâ~'l/Jil :Sé, ce qui prouve que . lim sup lâ"'1/lil = O. 

K 1-+oo K 
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b) Supposons le le_mme vrai au rang k 2 O et prouvons le au rang k + 1. 

Montrer que G E·Ck+1(J) revient à montrer que G(k) E C 1 (J). Prouvons 
tout d'abord que G(k) est dérivable en tout point )..0 de I. On montre pour 
cela que pour toute suite (h1) de R qui tend vers zéro, 

(6.1) . lim I c<kl(>.o + hi) - G(kl(>.o) - (T âk+l (· >. ))1 = O. 
1-+oo h · ' >. <p ' O 

J 

Posons pour j assez grand, 

.t .. (x) = ofcp(x,>.o+hj)-âf<p(x,>.o) -ak+l ( ') 
'l'J h. >. <p x, /\Q • 

J 

La formule (6.1) s'écrit, d'apres la récurrence, . lim (T, 1/;1) 
1-+oo 

O. Comme 

précédemment il suffit de prouver que (1/;1)-> O dans C0 (Q). 

Tout d'abord il existe Jo tel que pour j 2: j 0 , >.0 + hj et >.0 appartiennent à 

[>.o - 8, >.o+ 8J. Donc supp('l/;j) e K d'apres (ii). Ensuite on peut écrire, 

D'apres la continuité uniforme sur K x [>.0 -8, >.0 +81 de la fonction ô~ at+i<p, 
é étant donné il existe j1 tel que pour j 2: j 1 on ait lâ;' 1Pi (x) 1 :S E pour tout 
x E K, d'ou _ lim sup lâ~1Pil =O.II en résulte que G(k) est dérivable en >.0 

1-+00 k 
et que 

(6.2) 

Maintenant, compte-tenu des hypotheses faites sur <p au rang k + l et d'apres 
l'étape a), le second membre de la formule (6.2) est une fonction continue de 
>.o sur I et clone G E Ck+l(J). • 

La preuve du lemme 6.2 est tout à fait analogue. 

Revenons sur la remarque 6.3. Une fonction z 1--> F(z) est holomorphe dans 
O si et seulement si la fonction (>., µ) 1--> F(>. + iµ) est C 1 dans CJ considéré 

comme ouvert de lR.2 et i: = Ht>. + i ;µ.)F = O (les conditions de 
Cauchy). lei nous avons ~upposé que (>.,µ) ........ G(>. + iµ) était C 1 et que 

#zG(z) = (T, ~ (·,z)). Comme <p est holomorphe en zona~ (x,z) = O 
pour tout x. Donc G est holomorphe. 

{ 
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Corollaire 6.4. Soít (') un ouvert de JRP, n un ouvert de lRn et f un élément 

de C0 (0 x fl). Soit TE 'D'(fl). Alars 

\T, J f(t,·)dt) = j(T,f(t,·))dt. 

Démonstration. Pour simplifier nous supposerons p = 1 et (') =]a, b[. La 

preuve du cas général est tout à fait semblable. Supposons supp f C [e, d] x K 
et considérons pour À E O, x E n, la fonction <p(x,À) = fcÃ f(t,x)dt. 
L'intégration ayant lieu sur un compact il est facile de voir que, Va. E Nn, 
W. = 0,1, la fonction (x,À) t---t â;;éJi<p(x,>.) existe et est continue sur 

(') x n. D'autre part si x (/:. K, f(t, x) = O pour tout t E (e,>.), de sorte 

que suppâ{cp(x,>.) e K, e= 0,1. Posons G(>.) = (T,cp(·,>-)). D'apres le 
X 

lemme 6.1, G E C 1 sur (') et G'(>.) = (T,f(.\,·)). Alors 

1>- G'(t)dt = G(>.) - G(c) = 1\r, f(t, ·))dt. 

Comme cp(·, e) = O on a G(c) = O, d'ou pour tout À E('), 

G(>.) = \T, 1>- f(t,·)dt) = 1>- (T,f(t,·))dt. 

Il suffit de prendre À= d et de remarquer que f est nulle hors de [e, d]. • 

Chapitre 3 

Opérations sur les distributions 

On introduit deux opérations sur les distributions : la multiplication par une 

fonction C00 et la dérivation. On étudie leurs propriétés puis on donne des 

outils pour calculer, en toute dimension, les dérivées de distributions. On 

termine par des exemples et on introduit la notion de solution élémentaire. 

1 • Multiplication par une fonction c 00 

Théoreme - Définition 1.1. Soít T E 'D'(fl) et a E C00 (f!). La forme 

linéaíre aT sur C0 (fl) définíe par, 

(1.1) (aT,<p) = (T,acp), <p E C0 (fl), 

est une dístributíon. 

En effet puisque T E 'D'(n), pour tout compact K de n il existe k E N 

et CK > O telles que l(T,acp)j :S CK L sup jâ°'(acp)j, si <p E C0 (K). La 
lalSk K 

formule de Leibniz, le fait que a E C 00 (fl) et la formule (1.1) montrent que 

l(aT, cp)I :S Ck :E sup lâª<pj. Donc aT E 'D'(fl). • 
lalSk K 

Propriétés 1.2 

(i) On a supp(aT) e suppansuppT. 

En effet soit xo E (suppatu(suppTt. Si x0 E (suppat, il existe Vxa tel que 
a(x) = O pour x E Vxo· Alars a(x)cp(x) = O pour x E n et r.p E C0 (Vx0 ) donc 

(aT,r.p) = (T,acp) = O, d'ou xo (/:. supp(aT). Si x 0 E (suppT)c, il existe Vxa 
tel que (T, 1/J) = O pour 1/; E Cô(Vx0 ). Soit r.p E Cô(Vx0 ) alors ar.p E Cô(Vx0 ) 

clone (aT, cp) = (T, ar.p) =Oi.e. xo E (supp(aTW. 

(ii) II résulte facilement de la définition que pour a,b E C 00 (f!) et 

S,T E 'D'(fl), on a (a+b)T = aT+bT, abT = a(bT), a(S+T) ~ aS+aT. 
1 

(iii) Voici deux exemples. Si a E C 00 (fl) et Xo E nona, aôxo = a(xo)ôxo• En 
particulier sur .IR, xô0 = O. 
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On a ensuite xvp~ = 1 (cf. chapitre 2, § 3, exemple 4). En effet, on 

a, (xvp~,'P) = (vp~,x,p) = !~1:6 Íix!<êe'P(x)dx = fip(x)dx = (l,ip) 
pour 'P E Cõ(D), d'apres le théoreme de convergence dominée. 

(iv) On peut se demander pourquoi nous n'avons pas défini directement !e 

produit de deux distributians. La raison en est qu'une notian raisonnable de 

produit ( c'est-à-dire un produit commutatif, assaciatif) de deux distributions 

n'existe pas en général. En effet si un te! produit existait, on aurait par 

exemple, 50 . vp~ = vp~ · 50 , d'au en multipliant les deux membres par 

x, on aurait, x(o0 · vp~) = (xoo) · vp~ = O· vp~ = O. D'autre part, 

x(So. vp~) = x(vp~. 50 ) = (xvp~) · S0 = 1- 50 = 50 , ce qui est absurde. 

Proposition 1.3. Si TE "D'(JR), on a équivaJence entre, 

(a) xT=O, 

(b) T = Coo, oii CE C et oo cst la distribution de Dirac à l'orígine. 

Démonstration. Naus avans vu en (iii) ci-dessus que (b) => (a). Montrons 

la réciproque. Pour tout 8 E C0 (JR.) on a (xT, (}) = (T, xB) = O. Donc T 

s'annule sur toutes les fonctions de la forme xB ou (} E C0 (JR). Or on a 

l' équivalence, 

(1.2) 'lj;=xB, BEC0 (JR.)ç=}'lj;EC0 (JR) et 'lj;(O)=O. 

L'implication => est évidente. Inversement si 'lj; E C0 (JR.), supp'lj; C [-A,A] 
et 'lj;(O) = O, la formule de Taylor permet d'écrire 'lj;(x) = 1/J(O) + 
x f0

1 'lj;'(tx)dt = xB(x). La fonction (}este= et si !xi> A on a 1/J(x) = O d'au 

B(x) = O, i.e. (} E C0 (JR). 
On déduit de (1.2) que T s'annule sur toutes les fonctions 'lj; E C0 (IR.) telles 

que 1/J(O) = O. Fixons X E C0 (IR.), X = 1 pour Jxl S l. Soit <p E Cõ(JR) 

quelconque. Pasons 7/J = <p - <p(O) X- Alars 1/J E C0 (JR) et 'lj;(O) = O. Par 

conséquent (T,'1/J) = O, d'au (T,ip) = ip(O)(T,x) = C(oo,'P), ou C = (T,x), 
ce qui prouve (b). • 

2 • Dérivation des distributions 
2.1. Définition et premieres propriétés 
Théoreme - Définition 2.1. Soit T E "D'(D). La forme linéaire J; sur 

' C/f (D) définie par, 

(!;,<p)=-(r,::), <pEC0 (D), 
J J 

(2.1) 

est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distributions, de T 

par rapport à la j- ieme variable. 
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Le fait que ~88 T soit une distribution résulte imrnédiatement de l'appar-x., 
tenance de T à V'.(D). 

Propriétés et remarques 2.2 

(i) Si T est dannée par une fonction f E C 1 (D), gr est donnée par la fonction 

88 ! . En effet on a, x, 
Xj 

\ :; , 'P) = -( T, :: ) 
J J 

=-jf(x)aº'Pdx=- r ( r f(x)~'P(x)dxj)dx' 
x1 fw,-• }IR. ux1 

en notant x' = (x1, ... , Xj-1, Xj+I, ... , Xn)- Comme j E C 1 (D) et <p este= à 

support compact, an peut effectuer une intégration par parties dans l'intégrale 

en x j et les termes de bords sont nuls. En notant -/Jf la dérivée partielle de 
' f au sens usuel an en déduit que(%~ 'P) = J (iJ; )(x)rp(x)dx = (T:f: ,<p). 

' 
(ii) Si T E V'(k) (D) on a %; E V'(k+I) (D). Cela résulte irnmédiatement des 

J 

définitians. 

(iii) Plus généralement en itérant (2.1) on voit qu'une distributian admet 

des dérivées de tous ardres. Si a E Nn est un multi-índice et T est une 

distributian, ôªT est une distribution qui est définie par, 

(ôcxT, <p) = (-1)1°1 (T, ôª<p)' <p E Cg"(D). 

(iv) Il est facile de voir que supp %;. e supp T et plus généralement 
J 

supp ôªT e supp T. 

(v) Si P = L acx(x)ôª est un opérateur différentiel d'ordre m E N à 
!aJ:'.Sm 

coefficients ªª appartenant à C 00 (D), 011 pose t p = L (-l)lal ôª ªa· C'est 
Ja!Sm 

aussi un opérateur différentiel appelé transposé de P. On a alars, d'aprês 

(iii), (iv) et la propriété (1.2) (i), (PT, <p) = (T, t P,p) et supp PT e supp T. 

(vi) Si a E C 00 (D) et TE "D'(!1) on a 8~ (aT) = f;1. T+a j;;.. En effet natons 
' J 

ôi = 8~ . On a (ôJ(aT), <p) = -(aT, ÔJ<f!) = -(T, aÔJ<f!), pour <p E C0 (D). 
' Or ôJ(a<p) = ºiª'P + ªºi'P, d'ou, 

(ôJ(aT),<p) = -(T,ôj(a<p)) + (T, (ôja)<p) 

= (aôjT, ip) + ((ôja)T, ip) = ([(ôJa)T + aôjT], ,p) 

ce qui prouve natre assertion. 
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2 • Dérivation des distributions 
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J J 

(2.1) 

est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distributions, de T 

par rapport à la j- ieme variable. 
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Xj 
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J J 
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Exemples 2.3 

(1) Soit u E Lfoc(IR) et v(x) = f0xu(t)dt. Alors v est une fonction continue 
sur lR et v' = u au sens des distributions. Montrons que v est continue 
sur IR. Si x0 E lR et (xn) est une suite qui tend vers xo on a v(xn) = 
f l(o,xn)(x)u(t)dt ou lco,xn)(t) est la fonction caractéristique de (0,xn); le 
théoreme de convergence dominée montre que (v(xn)) converge vers v(xo). 
Ensuite soit <p E C0 (1R), supp<p e] - A,A[. On a, d'apres le théoreme de 

Fubini, 

{v',i.p) = -(v,i.p') = - j_: (lx u(t)dt)i.p'(x)dx 

= - {A r u(t) t.p'(x)dtdx + jº 1º u(t)i.p'(x)dtdx lo lo -A x 

= -1A u(t)(lA i.p'(x)dx)dt+ j_ºA u(t)([A i.p'(x)dx)dt 

= 1A u(t)i.p(t)dt + j_: u(t)i.p(t)dt = j u(t)i.p(t)dt = {u,i.p) 

clone v' = u dans V'(JR.). 

{ 
1 Si X 2: Ü 

(2) La fonction H(x) = 0 est appelée la fonction de Heaviside. 
SÍ X< Ü 

On a H' = óo. 
En effet si <p E C0 (1R) on a 

(H',i.p) = -(H,i.p') = - Jt'° i.p'(x)dx = i.p(O) = (áo,t.p). 

(3) La fonction J(x) = Log lxl, pour x =/= O, appartient à Lf0 c(IR) clone à 

V'(JR). On a f' = vp!. 
En effet pour <p E C0 (1R), (J',<p) = -(J,i.p') = - JLoglxli.p'(x)dx = 
-limfi1 i< Loglxl<p'(x)dx, d'apres le théoreme de convergence dominée. 

e-+O x _E 

Soit Ie = Íixl~e Log lxl<p'(x)dx = r;, Log lxli.p'(x)dx + Jt'° Log lxl<p'(x)dx. 
En effectuant une intégration par parties dans ces deillC intégrales on voit 

que Ie = - Íixl~e ~dx + <p(-c) Logc - <p(c) Logc. Or <p(x) = <p(O) + 
x'l/J(x) ou 1/J E Cº(JR.); clone <p(-c) - <p(c) = -c('l/J(-c) + 1/J(c)), d'ou, 

Ie = - Íixl~e ~ dx - (e Log e)( 1/J(-é) + 1/J(c )). Enfin, 
(!', <p) = - lim0 Ie = (vp~, <p). 

e-+ 

(4) Pour TE V'(JR) on a: T' =O{::} T = constante. 

L'implication -{= est évidente; supposons T' = O; alors {T', O) = -(T, O') = O, 
pour tout O E C0 (JR). Donc T s'annule sur toutes les fonctions 1/J E C0 (JR) 
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de la forme 1/J = O'_ou O E C0 (JR). Or, 

(2.2) 1/J = 81 ou O E C0 (1R) ç=:, 1/; E Cg"(JR) et J 1/J(x)dx = O. 

L'implication =* est facile, montrons la réciproque. Posons O(x) = f'.= 1/;(t) dt 
ou supp'lj., e [-M,M]. Tout d'abord o E C00 (JR). D'autre part, si X< -M 
on a O(x) = O et si x >Mona fx+= 1/;(t)dt = O d'ou, O(x) = J~= 1/;(t)dt + 
1:= 1/;(t)dt = J 1/;(t) dt = O; clone O E Cg"(JR), d'ou (2.2). 

Fixons xo E C0 (1R) avec J xo(x)dx = 1. Soit <p E C0 (1R). Posons 'lj;(x) = 

i.p(x)- J i.p(x)dx· xo E Cg"(JR); on a J 1/;(x)dx = O, par conséquent (T, 1/J) = O 
d'apres (2.2) i.e. (T,ip) = (T,xo) J i.p(x)dx, ce qui montre que T est donné 
par la constante C = (T, xo) E C. 

(5) Soit T E V'(JR) une solution au sens des distributions de l'équation 

T' + aT = f, ou a E c=(JR) et f E Cº(JR) sont données. Alors T E C1 

i.e. est donnée par une fonction u E C 1 et u vérifie l'équation au sens usuel. 

En effet soit uo E C 1 une solution classique de l'équation uó+au0 = f. Alors 
S = T- uo est solution dans V' de S' + aS = O. Soit A une primitive de a. 
Posons U = eAS alors U' = eA(S' +aS) = O. D'apres !'exemple (4) ci-dessus 
on a, U = constante. Donc S = Ce-A et T = uo + Ce-A = u E C 1 (JR). 
Ensuite, pour tout <p E Cg"(JR), (T' + aT, i.p) = (!, i.p) = -(T, <p') + (T, a<p) = 

-(u, i.p') + (u, ai.p) = (u1 + au, <p) et donc (u1 + au)(x) = f(x) pour tout x 
dansR 

2.2. Formule des sauts à une variable 

Soit (xn)n~I une suite strictement croissante de lR telle que 

lim Xn = +oo. On pose Xo = -oo, nj =)xj,Xj+i{, j > 0 et Ü = +u Ü3·· 
n-+oo - , j=O 

Pour tout j E N soit Íi : ni -> C telle que, 

(2.3) 

Soit f la fonction définie presque partout sur IR par, 

(2.4) f(x)=fi(x) pour xE!lj, j=0,1, ... 

II résulte de (2.3) que pour tout j 2: 1, 

(2.5) }.!W; J(x) = J(x-;) et }.!.111; f(x) = f(xj) existent. 
x<z; :,:>:i:; 
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En effet soit O'.j E]xj,Xj+i[, j 2: l; on a pour x E]xj,O'.j[, J(o:j) - f(x) = 
fx°'; J;(t)dt et, d'apres (2.3), le mernbre de droite tend vers une limite lorsque 

:r tend vers Xj. En particulier Jj E [}(01 ). 

On introduit le saut de f au point x = Xj, 

(2.6) Üj = J(xj) -- J(x-;), j 2: 1. 

La fonction f définie en (2.4) est alors dans L~ç(JR) C D'(JR). Soit J' sa 

dérivée au sens des distributions. Notons {!'} la fonction définie presque 

partout sur JR par, 

(2.7) {J'}(x) = J;(x), X E rl1 . 

D'apres (2.3), {J'} E Lf0 c(JR) C D'(JR). La relation entre ces objets est la 

suivante. 

Proposition 2.4. (Formule des sauts) 

+oo 

f' = U'} + LªjÔx;. 
j=l 

Démonstration. Soit <p E C0 (JR). On a 

U',ip) = -(J,ip') = - j f(x)<p'(x)dx 

Posons, pour é > O petit, IJ = J;;;;-E Íi(x)ip'(x)dx; le théoreme de 

convergence dominée montre que lim 11" = Ij. Comme Íi E C 1(i\) peut 
E-O 

intégrer par parties. On obtient, 

IJ = f1(Xj+I - é)<p(Xj+l - é) - f(Xj + t:)ip(Xj + é) -1X;+i-E t/:i:)<p(x) dx. 
Xj+E 

On utilise le fait que J; E L1(0j ), le théoreme de convergence dominée, (2.5) 

et (2.6); on obtient, 
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Comme <p E C0 (JR} et x0 = -oo on a <p(x0 ) = O. On en déduit, 

+oo +oo 
U',<p)=-L Íj=I: Üj'{J(Xj)+ fu'}(x)rp(x)dx 

J=Ü j=l 

+oo 

(f',rp) = (U'} + L ÜjÔx;,'P)· li 
j=l 

Les exemples précédents montrent que pour calculer la dérivée d'une distri

bution il faut, à un moment ou à un autre, une intégration par parties. Dans 

le paragraphe qui suit nous allons donner une telle formule dans le cas des 

fonctions de plusieurs variables. 

2.3. Formules de Gauss et Green 

L'énoncé des formules nécessite auparavant d'introduire quelques concepts 

classiques. Nous ferons ici un minirnum de rappels et renvoyons le lecteur à 

des textes de géométrie pour les détails. Nous introduisons tout d'abord une 

classe d'ouverts. 

Définition 2.5. Soient O un ouvert de JRn et k EN* U {+oo}. On <lira que 

i1 est de classe Ck, si il existe une fonction p E Ck (JRn, JR) telle que, 

(2.8) { 
rl = {x E llr: p(x) < O}, 

8rl = {x E ]Rn: p(x) = 0}, gradp(x) f' 0 pour x E 8rl, 

ou 80. désigne la frontiere de O et grad p( x) est le vecteur (-1!; ( x)) i=l...n. 

Exemples 2.6 

(i) 0, = {x E JRn : Jxl < R} est un ouvert à bord 0 00 • I!,suffit de prendre 

p(x) = lxl 2 - R 2 . II en est de même pour n = {x E JRn: !xi> R}. 

(ii) Soit 1/; : JRn-l -t JR une fonction de classe Ck, ou k E N*. Posons 

0. = {x E JRn : Xn > 1/J(xi, ... ,Xn-1)}. Alo1:s 0, est un ouvert de classe 

Ck avec p(x) = VJ(X1, ..• ,Xn-1) - Xn. 

Pour un ouvert de classe C1, la direction du vecteur gradp(x) 

pour x E 80., ne dépend pas de la fonction p. En effet si fl est défini 
par une autre fonction p E C 1 qui s'annule sur 80., on montre que pour 

tout point Xo E 80., il existe un voisinage Vxo et une fonction a ap

partenant à Cº(Vxo) n C 1(Vxo \ 8rl) tels que o:(x) > o pour X E Vxo, 

p(x) = a(x )p(x) dans Vx0 et }_!_.rp.0 ( g::, (x) p(x)) = O pour i = 1, ... , n. Alors 
xiJ:80 
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D'apres (2.3), {J'} E Lf0 c(JR) C D'(JR). La relation entre ces objets est la 

suivante. 

Proposition 2.4. (Formule des sauts) 

+oo 

f' = U'} + LªjÔx;. 
j=l 

Démonstration. Soit <p E C0 (JR). On a 

U',ip) = -(J,ip') = - j f(x)<p'(x)dx 

Posons, pour é > O petit, IJ = J;;;;-E Íi(x)ip'(x)dx; le théoreme de 

convergence dominée montre que lim 11" = Ij. Comme Íi E C 1(i\) peut 
E-O 

intégrer par parties. On obtient, 

IJ = f1(Xj+I - é)<p(Xj+l - é) - f(Xj + t:)ip(Xj + é) -1X;+i-E t/:i:)<p(x) dx. 
Xj+E 

On utilise le fait que J; E L1(0j ), le théoreme de convergence dominée, (2.5) 

et (2.6); on obtient, 
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Comme <p E C0 (JR} et x0 = -oo on a <p(x0 ) = O. On en déduit, 

+oo +oo 
U',<p)=-L Íj=I: Üj'{J(Xj)+ fu'}(x)rp(x)dx 

J=Ü j=l 

+oo 

(f',rp) = (U'} + L ÜjÔx;,'P)· li 
j=l 

Les exemples précédents montrent que pour calculer la dérivée d'une distri

bution il faut, à un moment ou à un autre, une intégration par parties. Dans 

le paragraphe qui suit nous allons donner une telle formule dans le cas des 

fonctions de plusieurs variables. 

2.3. Formules de Gauss et Green 

L'énoncé des formules nécessite auparavant d'introduire quelques concepts 

classiques. Nous ferons ici un minirnum de rappels et renvoyons le lecteur à 

des textes de géométrie pour les détails. Nous introduisons tout d'abord une 

classe d'ouverts. 

Définition 2.5. Soient O un ouvert de JRn et k EN* U {+oo}. On <lira que 

i1 est de classe Ck, si il existe une fonction p E Ck (JRn, JR) telle que, 

(2.8) { 
rl = {x E llr: p(x) < O}, 

8rl = {x E ]Rn: p(x) = 0}, gradp(x) f' 0 pour x E 8rl, 

ou 80. désigne la frontiere de O et grad p( x) est le vecteur (-1!; ( x)) i=l...n. 

Exemples 2.6 

(i) 0, = {x E JRn : Jxl < R} est un ouvert à bord 0 00 • I!,suffit de prendre 

p(x) = lxl 2 - R 2 . II en est de même pour n = {x E JRn: !xi> R}. 

(ii) Soit 1/; : JRn-l -t JR une fonction de classe Ck, ou k E N*. Posons 

0. = {x E JRn : Xn > 1/J(xi, ... ,Xn-1)}. Alo1:s 0, est un ouvert de classe 

Ck avec p(x) = VJ(X1, ..• ,Xn-1) - Xn. 

Pour un ouvert de classe C1, la direction du vecteur gradp(x) 

pour x E 80., ne dépend pas de la fonction p. En effet si fl est défini 
par une autre fonction p E C 1 qui s'annule sur 80., on montre que pour 

tout point Xo E 80., il existe un voisinage Vxo et une fonction a ap

partenant à Cº(Vxo) n C 1(Vxo \ 8rl) tels que o:(x) > o pour X E Vxo, 

p(x) = a(x )p(x) dans Vx0 et }_!_.rp.0 ( g::, (x) p(x)) = O pour i = 1, ... , n. Alors 
xiJ:80 
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lt (xo) = a(x0 ) ;f (xo) et donc les vecteurs grad,õ(xo) et gradp(xo) ont la 
' ' 

même direction. 

Définition 2. 7 

(i) Pour x E âf/,, le vecteur gradp(x) s'appelle la normale extérieure à 

D, au point x. Le vecteur n(x) = 11 !~:~~(:~1 est la normale unitaire 
extérieure à [/, au point X E â[),. 

(ii) ln = (n(x), %x) = I: ni(x) 8~ s'appelle la dérivée normale exté-
i=l t 

rieure à n. 
Notons bien que le vecteur gradp(x) est la normale extérieure lorsque 
[/, = {x E !Rn: p(x) < O}. 

Si F = (h, ... , fn) est une application de D, dans cn on note, 

(2.9) 
n 

div F = '°' âf; 
L.J âx;' 
i=l 

que l'on appelle la divergence de F. 
On peut alors énoncer la formule d'intégration par parties en toute dimension. 

Théoreme 2.8. Soit D, un ouvert de !Rn de classe C 1 . II existe alors une 
mesure positive der sur le bord â[), telle que, pour toute fonction cp E CJ (!Rn) 
et toutes fi, ... , fn E C 1(lr) on ait, 

(2.10) j div F(x)cp(x)dx = - j F(x) ·gradcp(x)dx+ j cp(x)F(x)·n(x)dcr 

n n an 

n 
ou F(x) = (!1(x), ... ,fn(x)), X· Y L X;Y; et n(x) est la normale 

i=l 
extérieure unitaire à D, en x E 80. Le même résultat est vrai pour cp E C1 (!Rn) 
et J; E CJ(!Rn), j = 1, ... , n. 

Démonstration. Nous allons donner la preuve lorsque D, est donné par une 
fonction p de classe e2. Notons ln la fonction caractéristique de fl. Nous 
allons montrer que, 

(2.11) 
a 

dcr=--ln 
ân 

(ou la dérivée est prise dans 'D1<1)(1Rn)) est une mesure positive portée par 
âfl qui convient. ' 

1 
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Point 1 

n 

(2.12) T=-E 
j=l 

âp a 
--ln 
ÔXj ÔXj 

est une distribution à support dans an. 
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Tout d'abord Ta bien un sens puisque -J-111 E 'D'(1)(JRn) et .!!.e_ est dans 
1 ~ ~ 

C (lr). Ensuite, soit cp E CJ(JRn) telle que supp cp n â[), = 0. Alors, 

1 n ô a 
(T, cp) = L -(_!!_ cp) dx. 

!1 j=l ÔXj ÔXj 

La fonction de D, dans C, x 1-> ;f cp est C 1 et son support est un compact K 
' contenu dans n. Donc fn a~- (;fcp)dx = O, d'ou (T,cp) = O, ce qui prouve 

' ' notre assertion. 

Point 2 

Soit B E C00 (1R), B(t) = 1 pour t E] - oo, -1], B(t) = O pour t > O, 

B décroissante. Pour k EN* posons Bk(x) = B(kp(x)). 

(2.13) Pour tout '1/J E C8(JR), lim (Bk,'1/J) = { '1/J(x)dx. 
k-+oo ln 

En effet soit '1/J E C8(1Rn); on a (Bk, '1/J) = J B(kp(x))'l/J(x)dx. Comme 

B(kp(x)) =I- o~ p(x) <o~ X E n, 

on a (Bk,'1/J) = fnB(kp(x))'l/J(x)dx. Pour x fixé dans n, kp(x) ---+ -oo si 
k---+ +oo donc B(kp(x)) -> 1; de plus, IB(kp(x))'l/J(x)I :=:; l'I/J(x)I E L1(!1). Le 
théoreme de convergence dominée implique que (Bk, '1/J) ---+ J0 'l/J(x)dx. 

n 

Posons n = - L -Jt ~- Alors, pour tout cp E Cô(IRn) on a 
1 j=l ' ' 

(2.14) lim (n, cp) = (T, cp). 
k--++oo 

n n 

En effet (Tk,cp) = i"f:1 (Bk, 8~i (-?x;cp)) ---+ i"f:Jn 8~i (~cp)dx = (T,cp), 

d'apres (2.13) puisque '1/J = 8~i (-?x;cp) E C8(1Rn). 

Point 3 

(2.15) T est une mesure positive portée par â[),. 
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1 n ô a 
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' ' notre assertion. 
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n 
En effet on remarque que, Tk -k I: -jt-jt B'(kp) = -kjV pj 2 B'(kp). 

j=l ' ' 

Comme 8 est décroissante, Tk est une fonction C 1 positive. D'apres (2.14), 
T est une distribution positive, donc une mesure positive. 

Point 4. Posons 

(2.16) 
1 8 

da= jv'p(x)I T = - ân ln 

qui est une mesure positive portée par an. Nous allons montrer que, 

(2.17) 

ou nj = 1.JPI i!;· En effet, en utilisant (2.14) puis (2.13), on obtient, pour 
cp E CJ(JRn), 

Point 5. Prouvons (2.10). 

Soit <p, ÍI, ... , f n comme dans l'énoncé. On peut écrire, 

d'apres {2.17); ces égalités impliquent que, 

ce qui est (2.10). • 
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Remarques 2.9 , 

(i) Si n =]O, 1[, là formule (2.10) redonne l'intégration par parties usuelle. 
Pour le voir il suffit de prendre p(x) = x(x-1); alors n(O) = -1, n(l) = 1 
et dO" est la mesure de Dirac portée par les points {O} et { 1}. 

(ii) Si[/,= {x E lRn, !xi< r} on a pour <p E Cõ'(IRn), 

(2.18) 

ou dw est la mesure de Lebesgue portée par sn-I _ En effet on peut prendre 
n 

P = lxl 2 - r2 de sorte que n(x) = (:!:!. ... E.a) et -ª-- = l '°' x· .Ê_. 
' r ' ' r 8n r L- 1 8x 

i=l 
Remarquons ensuite qu'en coordonnées polaires, x = tw ou t E [O, r[ et 
w E 3n-l on a, pour <p E CJ(JRn), 

a n a n ô 
t -a (cp(tw)] = L tw; a'P (tw) = L X; â'P (x). 

t ~· ~ ~· ~ 

On utilise la définition (2.16) de dO". Il résulte que pour i.p E Cõ'(lRn), 

1 n ô 1 n ô 
(dO",<p) = __ /-..::' x;-ln,'P) =_/ln,-..::-' -(x;cp)) 

r \ ~ âx · r \ ~ âx · 
i=l i i=l i 

nl 11 ~ âcp = - cp(x)dx + - ~X;-;:, (x)dx 
r lxl<r r lxl<r i=l ux; 

nl 11r1 a = - cp(x)dx + - t-8 (cp(tw)]tn-ldtdw 
T lxl<r T O sn-1 t 

= !!: f i.p(x)dx + .!. f ( r aª (cp(tw)]tndt) <!.w 
r llxl<r r lsn-1 lo t 

= !!: f i.p(x)dx + !_ f ([i.p(tw)tn]r - r i.p(tw)ntn-l dt) dw 
T lixl<r r lsn-1 0 lo 

= !3'. f cp(x)dx+rn-l f cp(rw)dw- ?!:_ r f 'P(tw)tn- 1 dtdw 
r l1xl<r lsn-1 r lo lsn-1 

= f cp(rw)rn-1 dw. 
lsn-1 

(iii) Si [/, = {X= (x', Xn) E JRn-l X JR: Xn > 1j,(x')} OU 1j, E C 2 , on a, 

(2.19) (dO",i.p) = kn-i cp(x',1J,(x'))J1 + IV1J,(x')l2dx'. 
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n 
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Remarques 2.9 , 
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lsn-1 
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En effet, on peut prendre p(x) = 1/J(x') - Xn, de sorte que, 

ou 

D'apres (2.16), pour <p E CJ(JRn), 

On a 

12 =1 ( {+oo -8
8 (D1 <p)dxn)dx'=- { D(l ')<p(x',1/J(x'))dx', 

Rn-1 Ív,(x') Xn }Rn-l X 

n-11 1+00 ô I ô'ljJ li= - --<p dxndx'. ~ ]Rn-1 ,P(x') Ôx; (D ÔX; ) 

Or pour i = 1, ... , n - l et (} E CJ, 

8 1+00 1+00 8() 81/J - B(x',xn)dxn = -8 (x',xn)dxn - -8 B(x',1/J(x')). 
8x; ,P(x') ,P(x') X; X; 

l ô'ljJ 
On en déduit, en prenant (} = D 8x; 'P, 

Ji = I: r ~(a81P_) 2 <p(x',1/J(x'))dx' 
. ÍRRn-1 D Xi 
1=1 

n-l 1 8 (1+00 1 81/J ) + L -8 _ D -8 _ <p(x', Xn)dxn dx'. 
i=l Rn-1 Xi ,P(x') Xi 

Comme <p est à support compact, elle est nulle pour x; = 'foo, de sorte que 

le deuxieme terme du membre de droite est nul. On en déduit 

{da, <p) = li - I2 = { D(I ') (1 + lv71/J(x')l2)<p(x', 1/J(x'))dx' 
ÍRn-1 X 

ce qui donne (2.19) compte tenu de la définition de D. 

Théoreme 2.10. (Formule de Green pour le Laplacien). Soit u E C 2(1Rn), 
n 2 

<p E C5(1Rn). Soit D.= L -b.· On a alors 
j=l J 

(2.20) i D.u(x)<p(x)dx= L u(x)D.<p(x)dx+ lon (!:<p-u!:)(x)d<1. 
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Démonstration. Ón applique (2.10) à F = (%:;,,···,:X:); on obtient 
b.u = div F d'ou, · 

De même, en inversant les rôles de u et <p, 

r ~ r 8<p 8u r ~ 8cp 
Ír:: uD.<pdx = - L Ír:: 8x 8x· dx + ÍA Lni 8x uda. 

n i=l n 1 1 an í=I 1 

Il suffit alors de retrancher terme à terme ces deux formules pour obtenir 

~~- . 
Application 2.11 

Soit n 2'. 3; la fonction J(x) = lxl!_2 appartient à Ll0 c(1Rn). Nous allons 
montrer que dans V' (JRn) on a 

(2.21) 1::,.f = (2-n)µ(sn- 1)óo 

ou µ(sn- 1 ) désigne la mesure de la sphere unité de JRn. 

Tout d'abord la fonction f est C00 dans IRn \O; on peut ici calculer l::,.f au 
sens usuel. Notons que f(x) = F(jxl) ou F(t) = tn:.2 , t > O. Alors, 

(2.22) b.(F(jxl) = F" (lxl) + nl:l l F' (jxl), x E IRn \O. 

Si on admet un instant cette formule, on voit que, 

(2.23) 
1 

l::,.--2 = O dans IRn \ O. rn-

n 1/2 ' 
Montrons (2.22). On pose r = lxl = ( I: x;) ; on a g; = 7. Alors 

j=l t 

a!, (F(r)) = F'(r)%;, = 7F'(r), puis ;;(F(r)) = f F'(r) - ~F'(r) + 
2 ' 

~F"(r), d'ou, b.(F(r)) = F"(r) + n;::- 1 F'(r). 

Il résulte de (2.23) que supp !::,.J e {O}. Le théoreme 4.5, chapitre 2, 
montre que D.j = L caó~°'). Pour obtenir (2.21) il faut un argument 

lal:,k 
supplémentaire. Soit cp E C8" (JRn); on a 

(2.24) (!::,.f, <p) = (!, Ã<p) = j lxl:_2 l::,.<p(x )dx 

= lim r 1 1:-2 Ã<p(x)dx, 
,:-,QJlxJ>e X 
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ÍRn-1 X 
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Théoreme 2.10. (Formule de Green pour le Laplacien). Soit u E C 2(1Rn), 
n 2 

<p E C5(1Rn). Soit D.= L -b.· On a alors 
j=l J 

(2.20) i D.u(x)<p(x)dx= L u(x)D.<p(x)dx+ lon (!:<p-u!:)(x)d<1. 
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Démonstration. Ón applique (2.10) à F = (%:;,,···,:X:); on obtient 
b.u = div F d'ou, · 

De même, en inversant les rôles de u et <p, 

r ~ r 8<p 8u r ~ 8cp 
Ír:: uD.<pdx = - L Ír:: 8x 8x· dx + ÍA Lni 8x uda. 

n i=l n 1 1 an í=I 1 

Il suffit alors de retrancher terme à terme ces deux formules pour obtenir 

~~- . 
Application 2.11 

Soit n 2'. 3; la fonction J(x) = lxl!_2 appartient à Ll0 c(1Rn). Nous allons 
montrer que dans V' (JRn) on a 

(2.21) 1::,.f = (2-n)µ(sn- 1)óo 

ou µ(sn- 1 ) désigne la mesure de la sphere unité de JRn. 

Tout d'abord la fonction f est C00 dans IRn \O; on peut ici calculer l::,.f au 
sens usuel. Notons que f(x) = F(jxl) ou F(t) = tn:.2 , t > O. Alors, 

(2.22) b.(F(jxl) = F" (lxl) + nl:l l F' (jxl), x E IRn \O. 

Si on admet un instant cette formule, on voit que, 

(2.23) 
1 

l::,.--2 = O dans IRn \ O. rn-

n 1/2 ' 
Montrons (2.22). On pose r = lxl = ( I: x;) ; on a g; = 7. Alors 

j=l t 

a!, (F(r)) = F'(r)%;, = 7F'(r), puis ;;(F(r)) = f F'(r) - ~F'(r) + 
2 ' 

~F"(r), d'ou, b.(F(r)) = F"(r) + n;::- 1 F'(r). 

Il résulte de (2.23) que supp !::,.J e {O}. Le théoreme 4.5, chapitre 2, 
montre que D.j = L caó~°'). Pour obtenir (2.21) il faut un argument 

lal:,k 
supplémentaire. Soit cp E C8" (JRn); on a 

(2.24) (!::,.f, <p) = (!, Ã<p) = j lxl:_2 l::,.<p(x )dx 

= lim r 1 1:-2 Ã<p(x)dx, 
,:-,QJlxJ>e X 
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la derniêre inégalité étant justifiée par le théorême de convergence dominéc, 

puisque 6.ip· lxl!_ 2 E L 1 (1Rn). Posons Ic = .fix!>c!:,.'P(x)lx!!_., dx. Naus allons 
utiliser le théorême 2.10 avec í1 = {x : !xi > E}. Ici p(x) = E 2 - Jxl 2 de 
sorte que la normal e unitaire extérieure en un point x E éJD est n( x) = 

( - EJ.. .=.E2. .::::2:n_) On a alors, 88 = --111 ~ X; -8ª . Les formules (2.20) !xi ' !xi '· · ·' !xi · n x i';;;'l x, 

et (2.23) montrent que, 

Ic = J Jxj 2 -n ~'P (x)dac -1 'P(x): Jxj 2-ndac = JE -K. 
!xl=E un lxl=c n 

Comme da€ = En-I dw, ou dw est la mesure de Lebesgue sur sn-I on a, en 

posant x = Ew avec jwj = 1, 

j 1 ~ a'P - [ ~ éJ<p 
JE = -E2-n L...,EW;-(Ew)En 1dw =-E}., L...,Wi~(Ew)dw. 

sn-1 E i=l éJx; 5n-1 i=l X, 

Il résulte du théorême de convergence dominée que lim JE = O. Ensuite on 
€-+O 

voit facilement que, ;n Jxj 2-n = (n - 2) lxJ 1-n, de sorte que, 

-K = (2 - n) [ El-n'P(Ew)En-ldw = (2 - n) f <p(Ew)dw. 
Ísn-1 lsn-1 

On a, lim(-Ké) = (2 - n) µ(sn-l }p(O), d'aprês le théorême de convergence 
C-+Ü 

dominée. On déduit de (2.24) que (6.f,'P) = (2 - n)µ(sn-1) (80,<p), ce qui 

prouve (2.21). 

Voici une autre méthode pour obtenir la formule (2.21) qui ne fait pas 

appel à la formule de Green. 

2.4. Distributions homogenes 
Définition 2.12. Soit TE D'(Rn) et a E R On dit que T est homogêne de 

degré a si, pour tout >.. > O et tout <p E C0 (1Rn) on a 

(2.25) (T, 'P>.) = >.. -n-a (T, <p), 

ou 'P>. est la fonction x ,-., ,p(>..x). 

Exemple et remarques 2.13 

i) Si T est donnée par une fonction continue f, cette définition coi:ncide avec 

la notion classique de fonction homogêne de degré a E IR i.e. J(>..x) = >..ª J(x) 
pour x E ]Rn et >.. > O. En effet si f est homogêne en ce dernier sens on a 

(J,<p>.) = j f(x),p(>..x)dx = >..-n j !(D ,p(y)dy 

= >._-n-a J f (y) <p(y) dy = À -n-a (J, <p) 
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d'ou (2.25) et récip.oquement. 

ii) Si T est homog~ne de degré a, %';: est homogêne de degré a - l. Si J est 

une fonction C00 homogêne de degré a et T E D' (lRn) est homogêne de degré 
a alors JT est homogêne de degré a+ a. 

iii) T = éJc;oo est homogêne de degré -n - jaj. En effet, 

(éJ°'ôo,<p>.) = (-l)lal(oo,éJª'P>.) = (-l)l"'l(oo,.Àlai(Dª<p)>.) 

= (-l)l"'l>._1°1(8ª<p)(O) 

= (-1)lal >._lnl (oo, ôªip) = >._1°1 (éJ"'oo, 'P). 

Donc (2.25) est vérifiée avec -n a= !aJ d'ou a = -n ia!. 
iv) La distribution définie par la fonction localement intégrable J(x) = lxl~-2 
est homogêne de degré a = 2 - n. 

v) Soient To, ... , Tk des distributions sur Rn homogênes de degrés ao, ... , ak 
k 

tels que a; /e ªi si i /e j. Si I: Ti = O alors, To = ... = Tk = O. En effet 
j=O 

supposons ao < a 1 < ... < ak, To = ... = Te-1 = O, Te /e O ou e :S: k. 
k k 

Alors O= ( I: Tj,'P>.) = I: .À-n-a; (Tj,<p). En divisant les deux membres 
j=O j=l 

par .À-n-a, il vient (Tt,'P/ +.Àª'-ª'+ 1 (T1+1,'P) + ... + Àª'-ªk(Tk,<f!/ = O. En 

faisant tendre >.. vers +oo on obtient, (Tt, ,p) = O pour tout <p i.e. Te = O, ce 
qui est une contradiction. 

Revenons à la formule (2.21). On a vu que l'égalité (2.23) impliquait que 

'6.Cn1-2) - L CaéJªoo = o. On pose alors, To = 6.(r}-2) - coôo puis 
la!:Sk 

T1 = - L CaÔªoo, ... ,Tk = - L Caoaª)_ D'aprês ii), iii) et iv) ci-dessus, 
JoJ=l Jal=k 

To est homogene de degré -n, T1 de degré -n - I, ... , n de degré -n - k. 

D'aprês v) on a, To= ... = Tk = O d'ou, '6.(rnl__2 ) = cooo. Pour calculer co 
on considere <p E C0 (1Rn) radiale. On a 

( 6.C}_2 ), 'P) = Co<p(O) = (n~ 2 , 6.<p) = j rn~2 '6.cp(x)dx 

= r 00 
[ }_2('P"+n-l<p')(r)rn-1 drdw lo lsn-1 T' T 

= r dw roo (r,p"(r) + (n - l),p'(r))dr lsn-l lo 
= µ(sn- 1)(2 - n),p(O) 

d'ou co = µ(sn-1)(2 - n) et on retrou've (2.21). 
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Voici une caractérisation des distributions homogenes. 

Théoreme 2.14. Une distribution TE V'(Rn) est homogene de degré a E R 

si et seulement si 

(2.26) 
n ãI' 
L x; 8x· =aT. 
i=l l 

Démonstration. Soit <p E Co'(Rn). On rappelle que <p;., est la fonction 

x >-> t.p(Àx) et on pose G(,\) = (T,<p;.,). Si T est homogene de degré a on a, 

G(,\) = À-n-ª(T,t.p). Alors, 

(2.27) G'(l) = (-n-a)(T,<p). 

Nous allons montrer que G E C 1 (]0, +oo[) et G'(,\) = (T, f;., <p;.,). Pour cela, 

on applique le lemme 6.1, chapitre 2, à 1/J(,\, x) = <p(Àx). 
En effet soit Ào > O; si supp <p e {lxl ~ M} on a, pour e = O, 1 et 

À E ] ~, +oo[, supp af <p;., C {lxl ~ ,Y} e {lxl ~ 2;.,~}; ensuite les 
X 

fonctions (x, ,\) 1-+ 8';t.p;., = ,\l 0 1(8~<p)(,\x) et (x, ,\) 1-+ 8~EJ;.,<p;.,(x) = 
,\1°1 t x;(8x, 8~t.p)(,\x) sont continues. Alors, 

i=l 
n n n 

G'(l) = (T, I: x; ~) = - I: (8~ (x;T),'P) = - E (x; $;. ,'P) - n(T,<p). 
i=l ' i=l ' i=l ' 

On utilise enfin (2.27) pour obtenir (2.26). 

Inversement supposons (2.26) vérifiée. Posons F(,\) = (T, t.p;.,)-À-n-ª(T, t.p). 
D'apres la premiere partie de la preuve F est C 1 sur ]O, +oo[ et l'on a 

n 
F'(,\) = (T, L X;~ (,\x)) + (n + a)À-n-a-1(T, t.p). Or, 

•=l 

n 8<p n 1 Ô (r, LX; 8x· (,\x)) = L ( x;T, X 8x· (<p(Àx))) 
i=l t i=l i 

1 n Ô l 1 n ãI' 
= -x L <ax- (x;T),t.p;.,) = -xn(T,t.p;.,) - >. L (xi 8x· ,<p;.,) 

i=l • i=l ' 
n a = --(T, <p;.,) - - (T, <p;.,). 
À À 

1 

On en déduit, 

F'(,\) = - n: a ((T,<p;.,) -À-n-ª(T, cp)) = _ n :a F(,\). 

Posons H(,\) = Àn+a F(,\); on a H'(,\) = (n + a) ,\n+a-l F(,\) + ,\n+a F'(,\) 
d'ou, H'(,\) = ,\n+ª(F'(,\) + ~F(..\)) = O sur ]0,+oo[. On en déduit que 
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H(..\) = constante .. Or H(l) = F(l) = (T, cp1 ) - (T, cp) = O car cp1 = <p. Donc 

F(..\) = O sur ]O, +oo[, ce qui prouve que T est homogene de degré a. • 

2.5. Distributions indépendantes d'une variable 

Si TE V'(Rn), h E R et si ei est le j-ieme vecteur de la base canonique de 

Rn, la distribution The; T est définie par 

(2.28) 

ou (r_he;<p)(x) = cp(x - hej)-

Définition 2.15. Soit T E V'(Rn) et j E {l, 2, ... , n}. On dit que T est 

indépendante de Xj si, 

(2.29) 

Remarquons que si T est donnée par une fonction continue f, la définition 

ci-dessus signifie que f(x) = ](x1, ... ,Xj-1, Xj+i, ... , xn)-

Théoreme 2.16. Soit T E V' (Rn ). Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) T est indépendante de Xj. 

(ii) $;. = O dans V'(Rn). , 
(iii) Vcp E C<f(Rn) de la forme t.p(x) = 'Pj(Xj)ip(x1, ... , Xj-1, Xj+1, ... , Xn) 

ou <pJ E C<f(R), ip E C<f(Rn-1 ) on a, 

(T,<p) = (T,xip) J 'Pi(t)dt 

ou x est un élément de C<f(R) tel que J x(t)dt = l. 

Démonstration 

(i) ~ (ii) résulte du fait que pour toute <p E C<f (Rn) on a 

lim < The; T - T ) = / ôT ) 
h-+O h ' cp \ 8x · ' <.p • 

] 

(Voir le probleme 8, I, 1), chapitre 14). 

(ii) ~ (i). On considere la fonction F: lR-) C, F(h) = (T,Lhe;'P)- Il résulte 

facilement du lemme 6.1, chapitre 2, que F E C 1 (JR) et que, 
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On déduit de l'hypothese que F'(h) = O sur R d'ou F(h) = F(O) = (T,<p), 
pour tout h E R 

(iii) '* (ii). Si <p = t.pj rp, on a 

(!~ ,<p) = -{T,<pí<j;) = -(T,x<j;) J <pí(t)dt = O. 

Donc /f est nulle sur C0 (1R) ® C3°(1Rn-1 ). 11 résulte de la proposition 3.7, 

chapitre\, que%;. = O dans 1)'(Rn). 
1 

(ii) '* (iii). Soit x E C3°(R) telle que J x(t)dt = 1. Posons 

(2.30) </li(xi) - (j </li(t)dt) x(xi) = 1/J(xi)-

Alors 1/J E C3°(R) et J 'ljJ(t)dt = O. On en déduit qu'il existe BE C3°(1R) telle 
que 'I/J(x1 ) = B'(xj) (voir exemples 2.2, (4)). Alors '1/J<j) = B'<j; = 8~ (B<j;). 11 

1 

résulte de (2.30) que, 

ce qui implique le résultat, puisque %! = O. • 
Remarque 2.17. Si T est donnée par une fonction continue f et si !;. = O 

1 

dans 1)'l_le résultat ci-dessus montre que f(x) = ](x1, ... , x;-1, x;+i, ... , xn)-

Corollaire 2.18. Soit T E D'(Rn) telle que %;. = O pour j = 1, ... , n. II 
1 

existe CE R telle que {T,<p) = C J <p(x)dx, pour toute cp E C0 (Rn) i.e. T 
est constante. 

Démonstration. Soit <p E C8° (Rn) telle que cp( x) = <p1 ( x1) ... 'Pn ( Xn) 
ou </lj E C0 (R). En utilisant, successivement pour j = 1, 2, ... , n, 
l'implication (ii) '* (iii) du théoreme 2.16, on obtient 

Comme C[í° (Rx,) ® ... ® C8° (R,,n) est dense dans C0 (R~) (proposition 3. 7, 
1chapitre 1), le résultat en découle. • 

Corollaire 2.19. Soit TE D'(Rn). Les conditions suivantes sontéquivalentes. 

(i) TE Cº(Rn), %;. E Cº(R"), j = 1, 2, ... , n. 
1 

(ii) TE C1(R"). 

3 • Opérations sur les:distributions 53 

Démonstration. ~'implication (ii) '* (i) est évidente puisque, si T est 
donnée par une fo.nction f E C 1, %; est donnée par lf E Cº. 

1 1 

Inversement supposons que T soit donnée par f E Cº et %;. par 9i E Cº. 
Fixons j et considérons la fonction 1 

(2.31) fi(x) = f(x) - lxí 9j(X1, ... , t, ... , Xn)dt. 

C'est une fonction continue et, si on considere la distribution Si qu'elle définit, 
on a 

On déduit de la remarque 2.17 que, 

fi(x) = ](x1, ... , Xj-l, Xj+l, ... , Xn), 

d'ou, pour X E Rn, 

r f(x)= Jo 1 9;(x1, ... ,t, ... ,xn)dt+](x1, ... ,xj-l,Xj+l,···,xn), 

ou J est continue. Le membre de droite de l'égalité ci-dessus admP• 11nP 
dérivée partielle par rapport à x; continue. II en est clone de même 11 , ,, 

Ceei étant vrai pour j = 1, ... , n, on a f E C 1 . • 

Corollaire 2.20. Soit T E D'(JR.n) et k E N. Les conditions suivantes sont 
équivalentes. 

(i) TE Cº(R"), 8ªT E Cº(Rn), ial :S k. 

(i) TE Ck(R"). 

Corollaire 2.21. L'énoncé du corollaire 2.20 est encore valable lorsqu'on 
remplace R" par un ouvert n de R". 

Démonstration. On sait que n = tr Ke, ou (Kt) est une suite exhaustive 
l=2 

de compacts. Fixons .f. ~ 2. Soit x E C0 (f!), x = 1 sur Kt. On a 
xT E ê'(R") C D'(R") et, d'apres la formule de Leibniz, 8°'(xT) E Cº(R") 
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pour jai S k. On déduit du corollaire 2.20 que xT E Ck(Rn), d'ou 

TE Ck(Kt) pour f 2 2. Donc TE Ck(f!). • 

Dans l'énoncé du corollaire 2.19, l'hypothese TE Cº dans (i) est en fait 

superflue et peut être remplacée par T E 1Y, comme le montre le résultat 

suivant. 

Exemple 2.22. Soit T E V'(Rn). Supposons g;_ E Cº(Rn), j = 1, ... , n. 

Alors TE Cº(Rn). ' 

On traite, pour simplifier, le cas ou n = 2. Supposons que %;. soit donnée 
' par une fonction gj E Cº, pour j = 1, 2. Posons, 

(2.32) J(x) = 1xi 91(t,O)dt+ 1x2 g2(x1,s)ds. 

C'est une fonction continue; notre objectif est de montrer que T est donnée 

par j +C, ou C est une constante. En effet, tout d'abord, comme f admet une 

dérivée partielle par rapport à X2 continue, on a /-Ti =Ta, = T92 = gr. 
X2 ~ X2 

Supposons que l'on montre que 

(2.33) a!1 T1 = T91 ( = :: ) · 

On aura alors, pour j = 1, 2, a!. (Ti - T) = O et notre objectif résultera du 
' corollaire 2.18. Montrons (2.33). On a, d'apres ci-dessus, 

a (ar1)- a (aT1)- a (ªT)- a (ªT)- ar9 1 

8x2 8x1 - 8x1 8x2 - 8x1 8x2 - 8x2 8x1 - 8x2 ' 
donc, 

a (aT1 ) , 
8x2 8x1 - Tgi = O dans 1) · 

II résulte du théoreme 2.16 que~ -T9 , est indépendante de x2 ; d'apres 

(iii) de ce théoreme, on a, pour <p E C8"(Rxi), '1/J E C8"(Rx2 ), 

(1) = (!~: -T9,,<p'I/J) = \:: -T91 ,xcp) J 'I/J(x2)dx2 

= C(cp) J 'I/J(x2)dx2, 

ou x E C8°(R), J x(t)dt = 1. D'autre part, d'apres (2.32), 

(1) = \:: -T91 ,<p'I/J) 

= - J [ J ( 1x, 91 (t, O)dt) cp'(x1)dx1] 'I/J(x2)dx2 

-J [/ (fox2 g2(x1,s)ds)i.p'(x1)dx1] 'I/J(x2)dx2 

- j [/ 91(x1,x2)<p(x1)dx1]'1/J(x2)dx2. 
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En identifiant les d~ux expressions de (1), apres avoir effectué une intégration 

par parties dans la premiere intégrale, on obtient pour tout x2 E R, 

Comme le membre de gauche est indépendant de x2 , il en est de même du 

membre de droite (qui est continu en x2 ). En prenant x2 = O, on trouve 

que ( ~ - Tgi, <p'I/J) = O ce qui, par densité de C8" (Rx,) 0 C0 (Rx2 ) dans 
C8"(R2), prouve (2.33). 

2.6. Solutions élémentaires 

Définition 2.23. Soit P un opérateur différentiel à coefficients constants sur 
Rn. Une solution élémentaire de P est une distribution E sur IRn telle que 

PE = óo. 

Par exemple, dans l'application 2.11, nous avons montré que si 

n 2 3, la distribution définie par la fonction localement intégrable 
1 1 

E(x) = (2 _ n)µ(Sn-l) lxln-2 est une solution élémentaire de l'opérateur 

t:.. On peut montrer que la fonction localement intégrable 

H(t) -1%12 

E(t,x) = (41rt)nf2 e 4t 

est une solution élémentaire de l'opérateur de la chaleur P = gt - t:.x sur 

Rt x R~. 

On verra des applications de cette notion au chapitre 6, paragraphe 4. 
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Chapitre 4 

Convergence des suites 

de distributions 

On introduit dans ce chapitre la notion de suite convergente dans V'(S1) sans 
approfondir la topologie de cet espace. Cela sera cependant suffisant pour les 
applications. 

1 • Convergence dans V'(n) 

Dans ce qui suit n sera un ouvert de lRn et V' désignera V'(Q). 

Définition 1.1. Soit (Tj)jEN une suite de V' et TE V'. On dit que (Tj)jEN 
converge vers T dans V' ( et on écrira (Tj) -4 T) si Hm (Tj, cp) = (T, cp) 

J-++oo 

pour tout cp E C8"(S1). 

Propriétés 1.2 

(i) Si (Tj) -4 T alors, pour tout a E Nn, (8"'Ti) - 8"'T. Plus généralement, 
si P = L ª"'(x)âª est un opérateur différentiel à coeflicients c 00 (n), 

lal5m 
(PTj) - PT dans V'. En effet (â"'TJ,<p) = (-l)l"'l(Tj,Ô°'cp) converge vers 
(-l)l<>l(T,â°'cp) = (âªT,cp) et (a'I'jcp) = (Tj,acp) converge vers (T,acp) = 

(aT, cp), pour tous cp E C8°(S1), a E C00 (S1), a E Nn. 

(ii) Si (Tj)jEN est une suite de V', OIJl dira que la série ETj est convergente, 
N 

dans V' si la suite (SN)N?.O = ( L TJ)N?.O est convergente. Si la série ETj 
j=O 

+oo 
est convergente, alors pour tout a E Nn, la série L Ô°' Ti est convergente et 

j=O 
+oo +oo N +oo 

on a, âª L TJ = L â°'Ti. En effet, d'apres (i), (â°' L Ti) - âª L Ti et 
j=O j=O j=O j=O 

N N 
ôª L Tj = L â°'Tj. 

j=O j=O 
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(iii) La convergenc~'dans Lf0 c(S1), 1 :S p :S +oo, implique la convergence dans 

V'. En effet, soit UJ) e Lfoc(n) telle que (fj) -4 f dans Lfoc· Soit q tel que 
.! + .! = 1. Soit cp E C0 (S1), suppcp e K. D'apres l'inégalité de Holder, p q 

IUJ,cp) - (J,cp)I = l(!J-f,cp)I 

:S L l!J - fl · lcpldx :S ll!J - !IILP(K) llcpllLq(K) -> O. 

(iv) La convergence presque partout n'implique pas la convergence dans 
V'. En effet considérons la suite de Lic(JR) définie par !J(x) = .J:Je-ix2

• 

Alors pour tout x -/=- O, Íi(x) - O mais (!J) - ,./iroo dans V'(JR) car pour 
cp E C0 (JR) on a, d'apres le théoreme de convergence dominée, 

Exemples 1.3 

(i) La suite (eiix)jEN tend vers zéro dans V'(JR). En effet, si cp E C8"(lR), 

l(eiíX,cp)I = 1 / eiixcp(x)dxl = IJ / eiixcp'(x)dxl :S} / lcp'(x)/dx-> O. 

On déduit de la propriété 1.2 (i) que, pour tout N EN, (jN eiix) - O. 

(ii) Soit x E L1 (JRn) telle que J x(x)dx = l. Posons XJ(x) = jªx(jx). Alors si 

a < n, (Xi) - O, si a = n, (XJ) - óo et si a > n, (XJ) ne converge pas dans 
V'(lR). En effet (XJ,cp) = ÍXJ(x)cp(x)dx = jo.-n Jx(y)cp(j)dy. Comme, 
d'apres le théoreme de convergence dominée, Jx(y)cp(j)dy - cp(O), on a 
(XJ, cp) - O (resp. óo) si a< n (resp. a= n) et n'a pas de limite si a> n. 

(iii) Pour x E lR et ê > O, posons JE(x) = Log(x + it:) = Log Jx + it:I + 
i Arg(x + iê), (Arg E] - 1r,1r[). Alors (!E) C Lf0 c(JR) et, si êj - O, la suite 

, {Logx six>O 
(fe.) converge dans V (JR) vers fo(x) = L I J + . . 0 3 og X i1r Sl X < . 

En effet pour cp E C0 (JR), 

J Log(x + it:j)cp(x)dx = J Log Jx + it:ilcp(x)dx + i J Arg(x + it:J)cp(x)dx = 
(1) + (2). Tout d'abord comme lxl :S lx + iêiJ :S !xi + 1 (si êj $ 1) on a 

1 Log lx + it:ill :S max(J Log lxll, Log(!xl + 1)) E Lfoc(JR); d'autre part, 
Log lx + ÍêJI - Log lxl presque partout. On déduit du théoreme de con
vergence dominée que (1) - JLoglxlcp(x)dx. Ensuite, Arg(x + it:J) tend 
vers zéro si x > O et vers 1r si x < O ; le théoreme de convergence dominée 
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implique que (2) ---, i7í t= ,p(x) dx; d'ou !e résultat. On peut encore écrire 

fo(x) = Log lxl + i7í H( -x). 

D'apres la propriété 1.2 (i) et les exemples 2.3, (2) et (3) du chapitre 3, 

on a 
d 1 d 1 . 

lim -d J, 1 = lim --. - = - fo = vp- - zm5o, 
Ej-~o+ X e,-o+ X+ Zéj dx X 

En effet la fonction z ,-, Log z étant holomorphe dans IC \ R-, on a, 

/x(Log(x + iy)) = fz(Logz) = }, pour Imz e/ O. On note usuellement 

lim - 1-. - = - 1-.. D'apres ci-dessus, . ~ 0 = vpl. - Í1íOo. On obtient de 
Ej-i-O+ x±it:j x±iO x i x 

maniere analogue x~iO = Vp ~ t Í7í0o, d'ou, 

1 1( 1 1 ) 1 ( 1 1 ) v - +-- oo-- -----p;; - 2 X + iO X - iO ' - 2i7í X - iO X + iO . 

Cependant, si on ne connait pas la limite, comment savoir si une suite de 

distributions converge? Voici un résultat qui fournit une réponse à cette 

question. 

Théoreme 1.4. Soit (Tj)j une suite de V'(!1). Supposons que pour tout 

'P E C0 (!1), la suite ((Tj,'P))j converge dans C. II existe alars TE V'(n) 
telle que (Tj)j tende vers T dans V'(0.). 

Il faut remarquer que ce résultat est inhabituel. En effet, si on a une 

suite (fj) de fonctions continues telle que, pour tout x, la suite (fj(x)) 
converge (i.e. convergence simple), la limite n'est pas nécessairement 

continue. L'important dans le théoreme est le caractere linéaire des Ti. 

Ce théoreme est une conséquence d'un résultat important d'analyse fonction

nelle. 

2 .. Le théorême de Banach-Steinhaus 

Théoreme 2.1. Soient (E, (pe)eEA,), (F, (qk)kEA2 ) deux espaces localement 
convexes. On suppose que E est métrisable et complet. Soit (T>.hEA une 

famille d'applications linéaires continues de E dans F. Supposons que 

(2.1) 

Alars, 
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Corollaire 2.2. I)áns le cadre du théoreme 2.1, soit (Tj)jEN une suite 
d'applications linéaires continues de E dans F telle que 

(2.3) Vx E E, 3ax E F: lim Tjx = ax, dans F. 
j-!-+CX) 

Posons Tx = ax pour x E E. Alors, 

(i) T est linéairc continue, 

(ii) pour tout compact K de E ct tout k E A2 , 

En particulier, 

(ii)' si (xj)-+ x dans E, alars (Tjxj)-+ Tx dans F. 

Démonstration du corollaire 2.2. La linéarité de T est évidente. Montrons 

la continuité. Comme dans F, toute suite convergente est bornée, l'hypothese 

(2.3) implique (2.1), clone (2.2), d'apres le théoreme 2.1, í.e. 

(2.4) Vk E A2, :3C E A1 , :3C >O: qk(Tjx) S: Cpe(x), Vj E .N, Vx E E. 

D'apres (2.3), qk(Tjx) -+ qk(Tx) dans IC. Donc (2.4) est aussi vraie pour T, 
ce qui prouve que T est continue. 

Montrons (ii). Soit é> O; nous devons prouver que, pour toute semi-norme 
qk, 

(2.5) 3No EN: Vj 2 No, qk(Tix -Tx) S: é, Vx E K. 

À l'indice k correspondent f. et C vérifiant (2.4). Recouvrons K par un nombre 

fini de PR -boules de rayon 3"c et de centres Y1, ... , y M. Pour tout x E K, il 
existe mx E {1, 2, ... , M} tel que, 

(2.6) 

ce qui résulte de (2.4) appliqué à Ti et à T. 

D'autre part, pour m E {1, ... , M} on a, _ lim qk(T1 ym - Tym) = O. II 
1-+oo 

existe clone No te! que pour j 2 Na, on ait qk(Tj Ym - Tym) S: f pour tout 
m E {1, 2, ... , M}. Alors, pour j 2 No et tout x E K on a, 
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ce qui prouve (2.5). 

Montrons (ii)'; l'ensemble K = { xj}j U { x} est un compact de E. Soit qk une 
semi-norme de F et é > O; soit f_ et C satisfaisant à (2.4). II existe No te! que 
pour j 2: No, on ait (d'apres (ii) et l'hypothese de (ii)') 

Alors (2.4) implique que pour j 2: N0 , 

qk(Tjxj -Tx) S: qk(Tjxj -Txj) + qk(Txj -Tx) 

S sup qk(Tjy-Ty) + Cpt(Xj - x) S: é. 
yEK 

• 
Démonstration du théorême 2.1. Soit qk une semi-norme dans F. Pour 
N EN posons, 

FN = {x E E: qk(T>.x) S N, 'O. E A}. 

a) FN est fermé car toute semi-norme est continue. 
+oo 

b) u FN = E, par hypothese. 
N=l 

e) Si x E FN, -x E FN car qk(T>.(-x)) = qk(T;>..x). 
d) FN est convexe car si x, y E FN et t E {O, 1] on a, 

qk(T>.(tx + (1 - t)y)) S: tqk(T>.x) + (1- t)qk(T>.Y) s; tN + (1- t)N = N 

clone tx + (1- t)y E FN. 

L'espace E étant métrique et complet, il est de Baire. D'apres a) et b) il 

existe No EN tel que F'N0 :f:: 0. II existe clone x0 E FN0 , une semi-norme Pl 

et Eo > O tels que, 

Bo = { X E E: Pt(X - xo) < Eo} e F'No . 

Nous allons montrer que cela entraine, 

(2.7) B1 = { X E E: Pt(x) < é;} C FNo. 

En effet, si x E B1 on écrit x = !((x0 + 2x) - x0 ); on a xo E FNo clone 

(d'apres e)) -xo E FN0 ; ensuite, xo + 2x E B0 car Pt(x0 + 2x - xo) = 
2pt(x) < êo, clone xo + 2x E FN0 ; enfin, d'apres d), x E FNo· 
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On déduit de (2.7).ét de la définition des FN que 

Soit x E E quelconque; posons, pour o> O, x = p,(:)+o ,. Alors pe(x) <, 
donc qk (T>. x) s N0 ce qui s'écrit, 

2 
qk(T>.x) s - No(Pe(x) +o), \:/>..E A. 

êo 

II suffit de faire tendre o vers zéro pour obtenir (2.2). • 
Démonstration du théorême 1.4. II suffit d'appliquer le corollaire 2.2 

dans le casou E= C0 (K) (K compact de D) et F = IC. • 

3 • Application : l'espace ck(J, V'(n)) 

Soit I un intervalle ouvert de IR et pour tout t E J, Tt un élément de V'(D). 

Définition 3.1. Soit k E NU{+oo}. On dit que (Tt) E Ck(J, V'(D)) si pour 
tout <p E C0 (fl) l'application de J dans C, t 1-t (Tt, <p) est de classe Ck. 

Proposition 3.2. Soit (Tt) E Ck(J, V'(D)). Pour tout O ::; f_ ::; k et pour 
tout t E J, il existe une distribution T?) telle que (T?)) E ck-t(I, V'(fl)) et 

(3.1) [( d)l ] (i) dt (Tt, <p) (to) = (Tto , <p), \:/to E J, \:/<p E Cõ(fi). 

Démonstration. Pour k = O, iI suffit de prendre Tt(o) = Tt, Montrons le 

cas k = 1, f_ = 1. Soit to E J et (êj) une suite de réels tendant vers zéro; 

posons Tj = -J-; (Tto+"i -Ti0 ). Par hypothese, pour tout <p E Co"(D), (Tj, <p) 
tend vers une limite, pour j--+ +oo, qui est égale à [Í(Tt,<p))(to)- D'autre 
part, d'apres le théoreme 1.4, il existe une distribution, que nous noterons 

Tt~l) telle que (Ti, <p) --+ (T1~
1), <p); d'ou (3.1). Enfin, le membre de gauche de 

(3.1) étant continu, on a (TPl) E Cº(J, V'(fl)). Le cas k 2: 1 se démontre 
facilement par récurrence surf_= O, ..• , k. • 

Proposition 3.3 

a) Soit (Tt) E Cº(J, V'(fl)) et 1P E C0 (J x D). Alors l'application 
t 1-t (Tt, VJ(t, ·))v,(O) est continue sur I. 

b) Soit (Tt) E C1(J,V'(fl)) et 1P E C0 (J x D). Alors l'application 
t 1-t (Tt, VJ(t, ·))v,co) est C1 sur I et 

(3.2) :t (Tt, VJ(t, •)) = (TP), VJ(t, ·)) + ( Tt, ~~ (t, ·)). 
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Démonstration 

a) Soit to E J et (tj) e I, tj -> to. Posons Tj = Tt; et 1/;j = 1/J(tj, ·). 
Par hypothese Tj --+ Tt 0 dans V'(O). Ensuite comme supp'!j; e [c,d] x K, 

ou K est un compact de O, on a supp:z:1/Jj e K et 1/;j-, 1/J(to,·) dans 

Cõ(K) ca.r jo~1j;(tj,x) - â~1j;(to,x)I S: itj - to! sup léitâ~1/J!- D'apres 
[c,d]xK 

le corollaire 2.2 (ii)', appliqué à Tj,1/,>j, E = C0 (K) et F = IC, on a 

(T1 , 1/Jj) --+ (Tt 0 , 1/,>(to, ·)), ce qui exprime la continuité en t0 de l'application 
de l'énoncé. 

b) Soit to E J et (Ej)--+ O. La valeur du membre de gauche de (3.2) en to est 

On peut écrire 

Aj = cl [(Tto+E,, 1/J(to + Ej, ·) -1/,>(to, ·))] +2- (Tto+E - Tt0 , 1/,>(to, ·)) . 
~J Ej '--~-'~~-~~~~ 

(1) (2) 

D'apres la proposition 3.2, on a _lim+ (2) = (Tt~),1/;(to,·)). Pour traiter Je 
1- = 

terme (1), on utilise le corollaire 2.2 (ii)'. Posons T = Tt + et ., .. -
l J o é J 'PJ -

e; (1/J(to + Ej, ·) - 1/;(to, ·)). Tout d'abord, il existe un compact K de n tel 

que suppxVJi C K; ensuite 1/;j-> if(to,·) dans C0 (K) et Tj-> Tto dans 

V'(S'l); on en déduit que (1) = (Tj,1/;j)-> (Tt0 , if (to,·)). • 

Proposition 3.4. Soit (Ti) E Cº(J, V'(l'l)). Posons, pour 'lj; E C0 (J x n) 

(T,1/J) = j(Ti,1/J(t,·))v,rz)dt. 

Alars TE V'(J x l'l). 

Démonstration. Tout d'abord, l'intégrale a un sens car, d'apres Ia propo

sition 3.3 la fonction t 1---t (Tt, 1/;(t, ·)) est continue et nulle pour t assez grand 

car 1/J E C0 (J x n). Ensuite T ainsi définie est linéaire. Montrons que c'est 
une distribution. Soit [e, d] x K un compact de J x n. Pour t.p E Cõ(K) 

l'application t r-+ (Ti, ip) étant continue, elle est bornée sur [e, d]. II existe 

clone C'P > O telle que l(Ti,ip)j S: C'P, Vip E C0 (K), Vt E [c,d]. D'apres le 
théoreme de Banach-Steinhaus, appliqué à E= Cõ(K), F = IC on a, 

3C > o, 3€ EN: l(Tt,'P)I S: C L supjé/ºipl, Vt E [c,d], Vip E Cõ(K). 
lo[St K 

4 • Convergence des ,. de distributíons 63 

Pour t E [e, d], 1/;(t; ·) est C0 (K). On peut donc lui appliquer l'inégalité 

ci-dessus, i. e. 

!(Tt, 1/;(t, -))1::: e L sup lé/~1/;(t, x)I, Vt E [e, d]' 
laJ'.St xEK 

Alors 

!d d 

l(T,1/J)I s l(T1,1/J(t,·))ldt s: e L 1 sup 1ai1f,,(t,x)jdt 
e lalSl e xEK 

d'ou 

l(T,1/J)I s: C' L sup 1ai1/JI 
lol'.SC[c,d]xK 

ce qui prouve que T est une distribution. li 

Remarque 3.5. Si TE Cº(J x n) alors Ti= T(t, ·) et pour 1j; E C0 (J x n) 

(T,1/;) = 1 LT(t,x)'lj;(t,x)dxdt. 

Nous verrons des exemples d'applications de ces notions au chapitre 8. 

4 • Remarques 
(i) On peut définir de maniere tout à fait analogue la convergence d'une suite 

(T1)1EN de E'(O) vers TE E'(O) en demandant que ((Tj,t.p))1EN converge 
vers (T, ip) pour tout <p E c=(n). Le théorême 1.4 reste vrai en remplaçant 

V'(n) par E'(O) et C0 (l'l) par c=(n). Cependant il faut prendre garde au 

fait suivant. 

Soit (Tj)jEN une suite de E'(n) et TE E'(O). Si (Tj)jEN converge vers 

T dans V'(l'l) (i.e. (Tj,'P)-> (T,ip), \;/t.p E C0 (S1)) cela n'implique pas que 

(T1)--+ T dans E'(n). Voici un contre-exemple. ' 

Soit 'l/J E Cõ(Rn) telle que supp'lj; e {x: Jxl :S l} et J 'lf;(x)dx = 1. Pour 

j EN* on pose, 1/;j(x) = j~ 1/J(j) (ne pas confondre avec une approximation 
de ôo ou on aurait 1/;(jx)). Alors (1/;j)jEN e l''(Rn) et (1/;j)-> O dans V'(Rn). 

En effet, si <p E C0 (Rn), (1/;j,t.p) = J 1/J(y)ip(jy)dy-> O, par application du 

théoreme de convergence dominée; en effet, lorsque y0 est fixé, dans Rn \ O, 

ip(jyo)-> O et 11/J(y)ip(jy)I :S (supjipi)ll/J(y)j E L1 . Mais (1/;1) ne converge 
R,n 

pas vers zéro dans E'(Rn) puisque (1/;j, 1) = J 'lj;(y)dy = 1. 

(ii) On peut aussi définir les espaces Ck(J,E'(O)) en remplaçant, dans la 

définition 3.1, V'(n) par E'(n) et C0 (n) par C 00 (n). Les propositions 3.2, 
1 

3.3 et 3.4 correspondantes sont alors encore vraies. 
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Démonstration 
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Cõ(K) ca.r jo~1j;(tj,x) - â~1j;(to,x)I S: itj - to! sup léitâ~1/J!- D'apres 
[c,d]xK 
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~J Ej '--~-'~~-~~~~ 

(1) (2) 

D'apres la proposition 3.2, on a _lim+ (2) = (Tt~),1/;(to,·)). Pour traiter Je 
1- = 

terme (1), on utilise le corollaire 2.2 (ii)'. Posons T = Tt + et ., .. -
l J o é J 'PJ -
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lo[St K 
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Pour t E [e, d], 1/;(t; ·) est C0 (K). On peut donc lui appliquer l'inégalité 
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!(Tt, 1/;(t, -))1::: e L sup lé/~1/;(t, x)I, Vt E [e, d]' 
laJ'.St xEK 

Alors 

!d d 

l(T,1/J)I s l(T1,1/J(t,·))ldt s: e L 1 sup 1ai1f,,(t,x)jdt 
e lalSl e xEK 

d'ou 

l(T,1/J)I s: C' L sup 1ai1/JI 
lol'.SC[c,d]xK 

ce qui prouve que T est une distribution. li 
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Chapitre 5 

Produit tensoriel des distributions 

Soit !11, !12 deux ouverts de !Rn,, 1Rn2 • Pour Uj E Cº(Dj), j = 1, 2, on définit 

la fonction u1 0 u2 ( que l'on lit « u1 tensoriel u2 ») sur fh x !12 par, 

(1.1) (u1 0u2)(x1,x2) = u1(x1)u2(x2), (x1,x2) E !11 x !12. 

Alors U1 0 U2 E Cº(n1 X !12) et pour '{) E Có"'(!11 X íh) on a, d'apres le 
théoreme de Fubini, 

(u1 0u2,'P) = jj u1(x1)u2(x2)<p(x1,x2)dx1dx2 

= j u(x1)(j u(x2)<p(x1,x2)dx2)dx1 = (u1,(u2,<p(x1,·))) .. 

En particulier si ,p(x1,x2) = 'P1(x1)<p2(x2) ou 'Pi E C0 (f2j) on a, 

L'objet de ce paragraphe est de généraliser cette opération aux distributions. 

Théoreme 1.1. Soit Ti E V'(nj), j = 1, 2. IJ existe une unique distribution 
TE V'(!11 x !12) telle que, pour tous 'Pi E C0 (!1j), j = 1, 2, on ait 

(1.2) 

De plus, pour <p E C8°(f21 x !12), 

(1.3) 

(1.4) 

Si Tj E E', on a les mêmes formules pour '{) E C 00 (n1 X f22). On écrit 
T = T1 0T2 = T2 ®T1 et T s'appelle le produit tensoriel des distributions 

T1 et T2. 
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Démonstration . ' 

a) Existence. Soít Kj des compacts de ni. II existe ki E N et Ci > O tels 
que 

(1.5) 

Soit <p E C0 (K1 x K2). Alors xi >--+ (T2, ,p(x1, ·)) appartient à C0 (K1). 
En effet, cette fonction est nulle pour xi ~ K1 (car ,p(x1, ·) = O) et le 
fait qu'elle soit C 00 résulte du lemme 6.1, chapitre 2; en effet pour tous 

ªi E :r,in;, j = 1, 2, la fonction ô';,' ô'::;'P est continue sur f21 x f22 et pour tout 
x1 E K 1, suppô;;;'P e K2. En outre, ce lemme dit que ô';; (T2, r.p(xi, ·)) = 

X2 

(T2, ô';f <p(xi, ·)). Enfin d'apres (1.5), 

Alors (T1, (T2, cp(x 1, ·))) est bien définie et, d'apres (1.5), 

l(T1,(T2,<p(x1,·)))j ~C1 L suplô~;(T2,<p(x1,·))I 
Jo1J~k1 K, 

~ C1 C2 L sup lô~; ô~t'PI. 
IQ1l:Sk1 K1XK2 
lcr2!Sk2 

On pose (T,cp) = (T1,(T2,,p(x1,·))). Alors TE V'(!11 x !12) et vérifie (1.2), 
(1.3). 

b) Unicité. On utilise le fait que C0 (fh) 0 C0 (f22) est densic 
C8°(!11 x !12) (cf. chapitre 1, proposition 4.7). Soit <p E C8°(f21 x f22); alors 

'P = lim (VJk00k), VJk E C0 (f21), Ok E C0 (!12). Soit T,S d~ux distributions 
k->oo 

qui vérifient (1.2); alors U = T - S vérifie, 

Enfin, la distribution T, définie par ('Í', <p) = (T2, (T1, ,p(x2, · )) ) , vérifie aussi 

(1.2). L'unicité montre que T = T d'ou (1.4). • 

Exemples et remarques 1.2 

i) Soit ªi E ni, j = 1,2 et Ti= óa;; alors T10T2 = óa ou a= (a1,a2). 

ii) Si T1 E V'(fix), T2 E V'(!1y) on a a!. (Ti 0T2) = ~ @T2. 
J J 
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En cffet, C,~
1 

(T1 ® T2), cp) = -(1\ ® T2, -i;;) = -(T2, (T1, fJ-'!; (-, y))) = 
&T ( &T ) ( ) ( T2, ( Fx7 , cp(-, y))) = Fx7 ® T2, cp , pour <p E Ca Dx x S1y . 

Par exemple, si H ( t) désignc la fonction de Heaviside sur IR., on a, pour 

x=(xl,···,xn)EIR.n, 

iii) Soit TE D'(í2x), SE l''(Dy). Soit X E C0 (Dy), X= 1 dans un voisinage 

du support de S. On a alors pour <p E Ca(Dx X Dy), 

(1.7) (T 0 S, <p) = (T ® S, X'P). 

En effet (T@S,<p) = (T,(S,<p(x,·))) = (T,(S,x(-)<p(x,·))) = (T0S,x<p). 
Ceei montre que l'on peut prolonger T 0 S aux fonctions <p E C00 (!1x x S1y) 

telles que X'P E Ca(S1x X S1y)• 

Chapitre 6 

Convolution des distributions 

La convolution, introduite au chapitre 1, § 3.2, est une opération qui concerne 

des fonctions définies sur IR.n. Si u et v sont (par exemple) continues, pour 

x fixé, la fonction y f---> u(y) v( x - y) est continue mais non nécessairement 

intégrable sur IR.n. Par contre si u ou v est, en outre, à support compact alors, 

pour x fixé, cette fonction est aussi à support compact dane dans L1 (IR.n), de 

sorte que l'on a pu définir u * v par, 

(u*v)(x)= I u(y)v(x-y)dy, xEllr. 

Si <p E C0 (IR.n), la fonction (x, y) >-+ u(y)v(x - y)<p(x) est dans Ll(JR.2n) et 
on a 

(u * v,<p) = li u(y)v(x-y)cp(x)dydx = li u(y)v(z)cp(y + z)dydz 

d'ou 

(u*v,cp) = (uy®v2 ,cp(y+z)), 

le crochet du membre de droite étant pris dans 1)1 (JR.n x ]Rn). 

L'objet de ce chapitre est d'étendre aux distributions l'opération 
« convolution >). 

1 • Convolution de deux distributions 

Théoreme - Définition 1.1. Soit TE D'(JR.n), SE l''(IR.n) (ou J'inverse). 
La forme linéaire (notée T * S) définie sur Cõ(IRn) par 

(1.1) 

est une distribution appelée convolution des distributions T et S. 

Démonstration. Le fait que le membre de droite de (1.1) ait un sens, 

résulte de la remarque 1.2, iii) du chapitre 5. En effet, si cp E Co'(lR.n) et 
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si x E C0 (lRn) est égale à 1 sur un voisinage du support de S, la fonction, 

(y, z) H x(y) ip(y + z), appartient à C0 (1Rn x lRn). 
Posons A = (Ty, (S2 , ip(y + z))). Comme S appartient à E1(llr), íl existe 

Co > O, € E N, K CC !Rn, tels que, pour tout 1/; E c=(JRn) et tout y E !Rn on 

ait, 

(1.2) l(S,1/;(y+·))I ~Co L supj8°'1/;(y+z)j. 
ial9 zEK 

D'autre part, T E D 1(JRn) et la fonction y ,__. (S,ip(y + ·)) appartient à 

C0 (1Rn) si 'P E C0 (JRn); il existe donc C1 > O, k EN tels que 

(1.3) 

IAI ~ C1 L supl8f(S,cp(y+·))j 
1/31'.Sk y 

~ C1 L supj(S,(8/lcp)(y+·))I. 
1/31 '.Sk y 

En utilisant (1.2) avec 1/1 = a/3cp puis (1.3), on trouve 

Cette inégalité montre que T * S est une distribution. Le cas T E [', S E D' 

est tout à fait analogue. • 

Les résultats suivants résument les principales propriétés de ce produit 

de convolution. Dans ce qui suit, on note D1 , [' au lieu de D' (JRn ), E' (IR.n ). 

Proposition 1.2. Pour TE D1, SE E' on a 

(i) T * S = S * T, 

(íi) T * ó0 = ó0 * T = T, 

(iii) 8"'(T * S) = (8ªT) * S = T * (8ªS), Vo. E Nn. 

Démonstration 

(i) (T*S,ip) = (Ty,(S2 ,cp(y+z))) = (S2 ,(Ty,ip(z+y))) = (S*T,cp), 

Vip E C0 (1RH). 

(ii) (T * óo, ip) = (Ty, (óz, ip(y + z))) = (Ty,cp(y)) = (T, cp), Vcp E C0 (IR.n). 

(iii) (8ª (T * S), cp) = ( -l)lal (T * s, âªcp) = (-l)lal (Ty, (Sz, (8°'cp)(y + z))); 
or ( 8ªcp )(y + z) = â~[cp(y + z)] et (S2 , 8~[cp(y + z)]) = (--1)1°'1 (8°' S, cp(y + ·)) 
d'ou (8ª(T*S), cp) = (Ty, ((8ªS)z, cp(y+z))) = (T*(8ªS), cp); l'autre égalité 

résulte de (i). • 
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Proposition 1.3._Soit TE V'(IR.n), cp E C0 (1R.") (ou bien T E E'(!Rn) et 

cp E C00 (1Rn)). Alars, 

(i) T * <p cst donnéc par la fonction e=, x >--> (T, <p( x - ·)). 

(i)' Si TE V'(k) (resp. ['(k)) el cp E C3 (rcsp. Ck) alors T * <p cst donnée 

par la fonction continue x - (T, cp( x - ·)). 

(ii) On a, supp(T * cp) e supp T + supp <p. 

(iii) Si S E E' on a, (T * S) * cp = T * ( S * cp). 

Démonstration 

(i) (T*<p,1/;) = (Ty, (cp 2 ,1/;(y+z))), pour 1/; E C0 (1Rn). Donc, 

Comme la fonction (x,y) >-> cp(x - y)'l/;(x) appartient à C0 (JRn x JRn), on 

peut appliquer !e corollaire 6.4, chapitre 2. On en déduit, 

(T * cp, 1/J) = J (T, cp(x - y)) 1/;(x) dx = ( (T, <p(x - ·)), 1/J) 

et donc, T * cp est donnée par la fonction (T, cp(x - ·)) qui este= d'apres le 

lemme 6.1, chapitre 2. 

(i)' Si T E ['(k), soit x E C0 , x = 1 sur un voisinage du support de T; 

alors xT = T. Si (xn) -t xo alors (T, xO cp(xn - ·)) -> (T, x(-) cp(xo - ·)), car 

x(·)cp(xn - ·) -t x(-)<p(xo - ·) dans ck, puisque (x,y) f---> a;[x(y)<p(x - y)] 
est, pour lo.! ~ k, uniformément continue sur B(x0 , ó) x supp x. Le fait 

T * <p soit donnée par cette fonction est analogue à (i). 

(ii) Comme supp cp est compact, supp T + supp <p est fermé. Soit x 0 appar

tenant à ( supp T + supp cp )e. I1 existe Vxo C ( supp T + supp <p) e. On va mon
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y 
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y 
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ial9 zEK 
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1/31'.Sk y 
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1/31 '.Sk y 
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Proposition 1.4 

(i) Si (S1) e E', S1 -t S dans E' et TE V' alors T * S1 -t T * S dans V'. 
Si (T1 ) e V', T1 -t T dans V' et SE E' alors T1 * S -t T * S dans V'. 

(ii) Pour T E V', S E E' on a, supp(T * S) e supp T + supp S. 

(iii) Pour TE V', S, UE E' on a T * (S * U) = (T * S) * U. 

Démonstration 

(i) Soit <p E C8"; on a (T * S1,,p) = (S1 * T,<p) = (S1,(T,ip(y + ·))). 
Comme la fonction, y 1-+ (T, ip(y + ·)) est C 00 et Si -t S dans E' on a 
(T * Sj, <p) -t (S, (T, ip(y + ·))) = (S * T, <p). De même pour le cas (TJ) e V'. 

(ii) Soit x E C8"(lr) telle que supp x e {lxl :S 1} et J x(x)dx = l. Posons 
XE(x) = cnx(f). On sait que XE -t 80 dans &'(JR.n). D'apres (i), 

(1.4) lim ((T * S) * XE,'P) = (T * S,<p), \/<p E Cõ. 
E-O 

Soit x 0 fjc (suppT + supp S), nous allons montrer que 

(1.5) :3Vx0 , :3t:o>O:Vt::St:o, Vx0 n(suppT+suppS+B(O,é))=0. 

On raisonne par l'absurde. Sinon, 

\/Vx0 , Vt:o>0,:3t::St:o, :3xEVx0 telque xEsuppT+suppS+B(O,t:). 

En prenant Vx0 = B(xo, *), Eo = *' n ::::: 1, on construit des suites (t:n), 
En :S *' (xn) telles que Xn E B(xo, *), Xn E suppT + suppS + B(O,t:n). 
On a lxn - xol :S * et d(xn,suppT + suppS) :S En· Alors Xn -t xo et 
d(x0 ,suppT + suppS) = O, clone xo E suppT + suppS (qui est fermé) ce 
qui est absurde. Soit <p E C8"(Vx0 ). Comme, d'apres la proposition 1.3 (iii), 

on a (T * S) * Xe = T * (S * XE), il résulte de (ii) de cette proposition que 

supp[ (T * S) * xe] e supp T + supp( S * Xe) e supp T + supp S + supp XE e 
suppT + suppS + B(O,t:). On déduit de (1.5) que pour E :S Eo on a 
supp <p n supp((T * S) * xd = 0, donc ((T * S) * XE, <p) = O et d'apres (1.4), 
(T * S, <p} = O, V <p E C8"(Vx0 ). D'ou xo fjc supp(T * S). 

(iii) (T * (S * U), <p) = (Tx, {Sy, {Uz,<p(x + y + z)})) 
= ((T*S)*U,<p). • 

Remarque 1.5. La proposition 1.4 montre, en particulier, que l'on peut 
définir la convolution de k distributions, sous l'hypothese que l'une au plus 
n'est pas à support compact. Voici un exemple qui montre que cette hypothese 1 
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est importante. Pr~nons T = 1, S = 8b, U = H (fonction de Heaviside) alors 
T, UE V', SE E' mais, en notant 80 = 8, 

(1 * 8') * H = O car 1 * 8' = (1)' * 8 =O* 8 = O 

1 *(ô'* H) = 1 car 8' * H = 8 * (H)' = 8 * 8 = 8 et 1 * 8 = 1. 

2 • Théoremes de densité 

Théoreme 2.1. Soit 0. un ouvert de JR.n. Alors C0 (0.) est dense dans V'(0.) 
et dans ['(0.). 

Démonstration. On sait que 0. est réunion d'une suite exhaustive de 
+= o 

compacts, 0. = _U Ki. Soit Xi E C8"(KH1 ), Xi = l sur K 1. Soit 
J=l 

BE C8"(1R.n), suppB C {x E JR.n: lxl :S l} et JB(x)dx = 1. Posons 
Bj = jnB(jx). Alors pour j assez grand, SUPPXJ +suppBj e 0.. D'autre part, 

x1T appartient à E'(0.} C E'(JRn). Posons Ti= (XJT) *ºJ· Alors Ti E C8"(0.) 
pour j assez grand, car suppYj e SUPPXJ + suppBj e 0.. Montrons que 
Ti -t T dans V'(0.). Soit <p E C8"(0.). On a (TJ, <p) = (xJT, {B1, <p(y + z))). 
Or (Bj,<p(y + z)) = J B1(z),p(y+z)dz = (Õj *<p)(y) ou ÕJ(z) = Bj(-z). Donc 
(TJ, <p) = (T, XJ(ÕJ * ,p)) et le théoreme sera démontré si on prouve le lemme 
suivant. 

Lemme 2.2. La suite (x1(Õ1 * <p))J converge vers <p dans C8"(0.). 

Démonstration. Si jo est assez grand, on a, pour j::::: j 0 , 

supp(ÕJ * <p) e supp<p + B(O, }) e supp<p + B(O, i) :== K CC 0.. 
Si j est assez grand, Xi = 1 sur K (puisque les Ki sont croissants) et clone 
supp(xj(Bj * <p)) = supp(Õj * <p) e K. Montrons que, pour tout a E nn, 
(â"'(ÕJ * <p)) converge vers â"'<p uniformément sur K. On a 

(ÕJ * (â°'ip)](x)-â"',p(x) = j B1(-z)â"'<p(x-z)dz-(j e;(-z)dz) â"'ip(x). 

En posant - j z = y dans les intégrales, il vient 

(81 * (â"'<p )](x) - â"'<p(x) = j B(y) [ â"'<p(x +] y) - â"'<p(x)] dy 

d'ou, 

et donc, 

sup l[õj * (â"'ip)](x) - â°'ip(x)j :S ~ -• O. 
.K J 

La preuve dans le cas de &' est tout à fait analogue. • 
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3 • Support singulier d'une distribution 
Définition 3.1. Soit TE 'D'(fl). Le support singulier de T noté ss(T) est 

défini par 

(3.1) ss(T)° = { x E n: T est e= au voisinage de x}. 

Comme l'ensemble du membre de droite de (3.1) est un ouvert de n, 
l'ensemble ss(T) est un fermé. Voici quelques propriétés simples. 

Propriétés 3.2 

(i) ss(T) = 1/J çc:, TE C 00 (n). 

(ii) ss(T) e suppT. En effet, si xo r/:. suppT, T est nulle au voisinage de x 0 

donc e=. 
(iii) Si TE 'D'(fl) et f E C 00 (fl) on a, 

ss(T + !) = ss(T) et ss(f T) e ss(T) n supp f. 

En effet, comme f est C 00 , T + f est C00 au voisinage d'un point si et 

seulement si T l'est. Ensuite, soit xo E ss(T)° U (suppft. Si x 0 E ss(T)c, T 

est C 00 au voisinage de xo, donc JT aussi et, si x 0 E (supp f)C, alors f = O 

pres de Xo donc JT = o pres de Xo. 

(iv) ss( %; ) e ss(T); en effet si T est C 00 pres de x 0 il en est de même de 

%; . On e~ déduit que ss(â"'T) e ss(T), Va. E wn. 
' . 

(v) On déduit de (iii), (iv) que, pour tout opérateur différentiel à coefficients 

C 00 sur fl, P = I: aa(x)âª, on a ss(PT) e ss(T). L'inclusion inverse est 
!a!:Sm 

fausse en général. En effet, dans !1 = JR.2, prenons par exemple, P = -88 , x, 
T = lx, @ H(x2) ou H est la fonction de Heaviside; T = 1 pour x 2 > O et 

T = O pour x2 < O; donc ss(T) est l'axe des x1 mais, 

%;, = (8~ 1 1)@ H(x2) = O@ H(x2) = O. 
Donc ss ( g;, ) = 0 , ce qui montre bien que ss(T) 1/._ ss ( g;, ) . 
Définition 3.3. Un opérateur différentiel P pour leque!, pour toute distri

bution TE 'D'(!1), on a ss(PT) = ss(T), est appelé hypoelliptique. 

Nous verrons plus loin des exemples de tels opérateurs et, pour ce faire, nous 
commençons par énoncer un résultat important. 

ss(T1 * T2) e ss(T1) + ss(T2 ). 
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Démonstration 

Cas 1. On suppôse TJ E E', j = 1,2. Posons K 1 = ss(Tj); c'est alors 

un compact ( car fermé et contenu dans supp T1). Pour E > O notons 

Kj,E = {x E IR" : d(x,KJ) SE}. 11 existe alors 1/;1 E C0 (1Rn) telle que 

1j11 = 1 sur KJ,;, supp'lj;1 C Kj,c· On écrit T1 = 'lj;1Tj + (I -'lj;1)Tj. Alors, 

T1 * T2 = (1/;1 T1) * (1/;2T2) + (1/11 Ti)* ((1 -1/;2)T2) + ((l -1/;1)T1) * (1/;2T2) 

+((l -1/;1)T1) * ((l -1/;2)T2) = (1) + (2) + (3) + (4). 

Comme ss((l - 1j;;)T1 ) e supp(l - 1/;j) n ss(T1 ) e KJ n Ki = 0 et 

supp((l - 1/;J)Tj) C suppT1 , on a (1 - 1/;J)Ti E C0 (1Rn). On déduit de 
la proposition 1.3 que les termes (2), (3) et (4) sont C 00 . Il résulte de la 

propriété 3.2 (iii) que, ss(T1 * T2) = ss((1/;1Tr) * (1/;2T2)) e supp((1/;1Ti) * 

(1j;2 T2)). La proposition 1.4 (ii) montre alors que 

II suffit de faire tendre E vers zéro pour conclure. 

Cas 2. Si T1 E V', T2 E E', on montre que, pour toute boule B(O, R), 

ss(T1 * T2 ) n B(O, R) e [ ss(Ti) + ss(T2)] n B(O, R). 

Supposons suppT2 e {x E JR.n : jxj :S: M}. Soit e E C0 (1Rn), B = 1 sur un 

voisinage de {x E JRn: lxl :S: R + M}. Nous allons montrer que, 

(3.2) 

En effet soit 'P E C0 (B(O, R)); on a 

Nous allons montrer que supp[(l - B)T1 * T2] n suppip = 0. En effet on 

a supp[(l - B)T1 * T2 ] e (supp'fJ)c car, si x E supp[(l - B)T1 * T2] C 

supp[(l - B)T1] + suppT2 e supp(l - B) + suppT2, on a x = y + z avec 

IYI > R + M et lzl :S: M d'ou Jxl 2: IYI - Jzl > R. On a donc (3.2). 
Il en résulte que, ss(T1 * T2 ) n B(O, R) == ss((fJT1) * T2) n B(O, R) C 
[ss(BT1 ) + ss(T2)] n B(O, R) e [ss(T1) + ss(T2 )] n B(O, R), d'apres le cas 1 

puisque OT1 E E', T2 E E'. • 

4 • Utilisation des solutions élémentaires 
4.1. Opérateurs hypoelliptiques 

Le résultat principal de ce paragraphe est !e suivant. 
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' . 

(v) On déduit de (iii), (iv) que, pour tout opérateur différentiel à coefficients 

C 00 sur fl, P = I: aa(x)âª, on a ss(PT) e ss(T). L'inclusion inverse est 
!a!:Sm 

fausse en général. En effet, dans !1 = JR.2, prenons par exemple, P = -88 , x, 
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Démonstration 
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(3.2) 
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4 • Utilisation des solutions élémentaires 
4.1. Opérateurs hypoelliptiques 

Le résultat principal de ce paragraphe est !e suivant. 
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Théoreme 4.1. Soit P = Z ªª à'", ª°' E C, un opérateur différentiel à 
lai:Sm 

coefficients constants. Si P possede une solution élémentaire E, qui est C 00 

en dehors de l'origine (i.e. ss(E) = {O}), alars P est hypoelliptique (i.e. 
VT E V', ss(PT) = ss(T)). 

Démonstration. Soit tout d'abord TE[.'; comme E E V' et P E= 80 , 011 

peut écrire, d'apres la proposition 1.2 (iii), E* PT= P E* T = 80 * T = T. 

Donc ss(T) = ss(E * PT) C ss(E) + ss(PT) = {O} + ss(PT) = ss(PT); 

comme on a toujours (cf. propriétés 3.2 (v)) ss(PT) e ss(T), le théoreme 

est démontré. Soit maintenant T E D'. On va montrer que pour tout R > O, 

( 4.1) ss(PT) n B(O, R) = ss(T) n B(O, R). 

Soit x E C0 (Rn), X = 1 sur B(O, R + 1). D'apres ci-dessus, ss(xT) est 

contenu dans ss(P(xT)). D'autre part, d'apres la formule de Leibniz, on 

peut écrire P(xT) = Z ªª Z ( 13ª) é)f3 xaa-(3 T + x PT. Par conséquent 
l°'I :Sm f3/cü 

P(xT) = x PT+ f ou J = O sur B(O, R). Il en résulte que, ss(T) n B(O, R) = 
ss(xT) n B(O, R) e ss(xPT + J) n B(O, R) = ss(xPT) n B(O, R) = 
ss(PT)nB(O, R), ce qui prouve (4.1), puisque l'inclusion inverse est toujours 

TI~ • 

Remarques et exemples 4.2 

(i) Un opérateur hypoelliptique est donc tel que, pour toute distribution T 

et tout ouvert w, si PT E C 00 (w) alors TE C 00 (w). 
n 2 

(ii) Nous avons vu que le Laplacien li. = L /:;, avait pour solution 
j=l J 

élémentaire, E = c2LnjxJ si n = 2, E = cnlxl2-n si n i= 2. Ce sont des 

fonctions C 00 dans Rn \ O. Donc li. est hypoelliptique. II en résulte, par 

exemple, que les distributions harmoniques (i.e. TE V', li.T = O) sont des 

fonctions e=. 
(iii) L'opérateur de la chaleur, P = -9i - Ll.x dans R x !Rn, est hypoelliptique, 

puisque la distribution, E = H(t)(41rt)-';l e -~~12 , qui est une fonction C 00 

hors de !'origine, est une solution élémentaire de P. 

(iv) L'opérateur a = ! ( fx + i ty) est un opérateur hypoelliptique, puisque 
EJ(.,,.1J = 80 . En particulier, les distributions holomorphes (TE V',8T = O) 
sont les fonctions holomorphes usuelles. 

(v) Par contre, l'opérateur P = 8~ 1 dans R2 n'est pas hypoelliptique, puisque 

8~ 1 (lx 1 ® H(x2)) = O. 
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(vi) De mêrne, l 'o.pérateur des ondes, P = àz - a';, dans R 2 , n 'est pas 

hypoelliptique. En effet, soit f : IR --> R, de cla..c;se C 2 mais pas e=. 11 

est facile de voir que P[f(t ± x)] = O. 

(vii) L'opérateur de Schréidinger, P = fi - ili.x, n'est pas hypoelliptique. 

(viii) À la findes années 50, un mathématicien suédois, Lars Hõrmander, a 

caractérisé tous les opérateurs hypoelliptiques à coefficients constants à partir 

de propriétés algébriques du polynôme p = Z ªª I;°'. 
ial:Sm 

4.2. Existence de solutions 

Théoreme 4.4. Soit P un opérateur différentiel à coefficients constants, 

possédant une solution élémentaire E. Alars pour toute S E [' (!Rn) il existe 

TE V'(Rn) telle que PT= S. 

Démonstration. Il suffit de poser T = E* S, puisque 

PT = (P E)* S = ôo * S = S. li 

Remarque 4.5. En fait, tout opérateur différentiel à coefficients constants 

possede une solution élémentaire; c'est un résultat qui a été démontré à la 

fin des années cinquante simultanément par B. Malgrange et L. Ehrenpreis. 

Voici un exemple qui s'ajoute à ceux que nous avons vus auparavant. 

Exemple 4.6 
. . ( 8 ) k+2 ( 8 ) k+2 , (1) S01t P = ax, ... 8 xn ou k EN. Alors, 

( x~+1H(x1)) (xk+IH(xn)) 
E= (k+l)! 0 ... ® (k+1)! 

est une solution élémentaire de P. De plus, 

(ii) E E Ck(Rn), 

(iii) pour toute SE [.'(kl(Rn) il existe TE Cº(Rn) telle que PT= S. 

En effet, on a 

P E= P(E1 ® ... 0 En) = (8~Jk+2 E1 ® ... ® ( 8 ~Jk+2 En 

de sorte qu'il suffit de montrer que l'on a la formule ( 8~.) k+2 Ej = ôx;=O 

ou Ei = (k~I)! x7+1 H(xj). La fonction x......, xk+l H(x) es~ une fonction ck 

sur R et clone E E Ck(JRn). Ensuite, 

d k+l k+l (k ) 
( -) (xk+IH(x))=L +l (k+l)k ... 

dx p=O p 

. ( d )k+l-p 
... (k + 1 - p)xk+l-p dx H(x) 

k 

= (k + l)!H(x) + Lck,pxk+I-pót-p) = (k + l)!H(x) 
p=Ü 
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car xk+1-Pot-p) = O. On en déduit (t)k+2(xk+1 H(x)) = (k + 1)!50. 

D'autre part, d'apres le théoreme 4.4, T = S*E est une solution de l'équation 
PT= S. Comme SE E'(k) et E E Ck, la proposition 1.3 (i)' montre que 
TE Cº. 

4.3. Structure locale des distributions 

Théoreme 4. 7. Soit O un ouvert de rn:.n. Toute distribution T sur í2 est 

une somme localement finie de dérivées de fonctions continues, c'est-à-dire 

YK CC n, 3k EN, 3fcx E Cº(n), 'ª'::; k: (T,,p) = L f Ía(x)8ª,p(x)dx, 
/o:/~k 

Y,p E C0 (K). Si TE 1J'F(O), l'entier k ne dépend pas du compact K. Si 

TE E'(í2), T est une somme finie de dérivées de fonctions continues à support 
compact dans ri. 

Démonstration. Soit (Xi)iEI une partition de l'unité associée à un recou
vrement localement fini de n, avec supp Xi compact. Soit <p E C0 (í2); le 

support de ,p rencontrant au plus un nombre fini de supp Xi il existe J e I, 

J fini te! que ,p = L Xi'P· On a (T, ,p) = L (T, Xi'P) = L (x;T, i.p). Comme 
iEJ iEJ iEJ 

x;T E E'(í2) elle est d'ordre fini ki. Soit Ei, P; donnés dans !'exemple 4.6 

avec k = ki. Posons f; = Ei * (x;T). Alors Pd; = (P;Ei) * (xiT) = XiT, 
autrement dit, 8°'' Íi = X;T ou o:i = (ki + 2, ... , k; + 2). De plus comme 
X;T E ['(k,) et E; E ck, on a Íi E Cº. On peut alors écrire, · 

(T,<p) = L(-I)la'l(Ji,8ª\p), 
iEJ 

ce qui prouve notre assertion. 

Si TE v 1<t) alors x;T E E'(f) pour tout i et clone ai = (f + 2, ... , e+ 2) pour 
tout i, ce qui montre que l'entier k est égal à n(f + 2). 

Enfin si TE ['(e), on n'a pas besoin de la partition (xi); on écrit directement 

8ª(E * T) = T, ou a= (f. + 2, ... , e+ 2). Ensuite, si x E C0 (!1) est égale à 
1 sur un voisinage de supp T, on a xT = T de sorte que, 

(T,i.p) = (xT,cp) = (x8°'f,cp) = L(-1)1°'1 (;) J f ·8ª-13 x-8f3i.pdx. • 
(3<o: 

Exemple 4.8 

( i) On a /l,x ( x H) = o0 ; ensui te si x E C0 (JR) est é gale à 1 dans un voisinage 

de zéro on a Xôo = oo. On montre par récurrence sur k, (en utilisant la 
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formule de Leibniz. pour développer 8k(xT), ou a= }x) que, 

k 

( 4.1) xakT=Eae(xr;T) ou Xf3EC[j'. 

2 

Alors ºº = L af3 (X/3 X H). 
/3=0 

f=O 

5 • Retour sur les espaces ck(J, V'), I intervalle de lR 

77 

Au chapitre 4, § 3, nous avons défini ces espaces. Nous étudions ici leur 

comportement vis à vis de la convolution. 

Proposition 5.1. Soit (Ti) E Ck(I,E'(JRn)) et SE D'(JRn). Alars Tt * S 

appartient à Ck(J, D'(JRn)) et pour O :Se::; k, (Ti* S)(f) = r?) * S. (Il s'agit 

ici de la convolution en variable x E Rn ). 

Démanstration. Soit ip E C0 (1Rn). On a (Ti* S,cp) = (Ti,(S,cp(y + ·))). 
Comme y 1-t (S, cp(y + ·)) est une fonction C 00 , le second membre de l'égalité 

ci-dessus appartient à Ck (I), clone le premier aussi. Ensuite, 

d e ( d )e ((Ti*S)(tJ,<p)=Ct) ((Tt*S,ip))= dt (Tt,(S,ip(y+·))) 

= (Tfl, (S, i.p(y + ·))) = (T?J * S, ,p). 

• 
Proposition 5.2. Soit (Ti) E Ck(I,E'(JRn)) et '{! E c=(rn:.n), alars la 

fonctian de IX rn:.n dans e, (t,x) 1-+ (Ti* ,p)(x) appartient,à ck. 

Démonstration. On montre pour cela que, 8f 3': (Tt * <.p) E Cº ( I x Ir), pour 

tout e = O, ... , k et a E Nn. Tout d'abord, à t fixé, x 1-t (Tt * t.p) (x) appartient 

à C 00 (Rn), d'apres la proposition 1.3 et 8<,;(Ti * i.p)(x) =(Ti* (8',;,p))(x) = 
(Ti, 8':,p(x-. )). Ensuite, à x fixé, la fonction t 1-t (Tt, 8':,p(x- ·)) appartient à 

Ck(J) et â; 8':(Tt * ,p)(x) = af (T1, 8':i.p(x - ·)) = (Tt(f), 8':<p(x - ·) ). Montrons 

que (t x) 1-t (T(f) 8°',n(x - ·)) est continue sur I x rn:.n. Soit (to, xo) E IX rn:.n 
l i l X "f' ( l) ( f) 

et (tj,Xj) ---> (t0 ,x0 ). Comme T?J E Cº(I,E'), on a Tt; ---> T10 dans 

E'(JRn). Montrons maintenant que (8':,;,p(xj - ·)) converge vers â:;cp(xo - ·) 
dans C 00 (1Rn). On a 

n 1 , )( p P) d 8:;i.p(xj - y) - 8':,;i.p(x0 - y) = L f0 8~, 8:;i.p(txj + (1 - t) xo - y xj - Xo t. 
p=l 
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/3=0 

f=O 

5 • Retour sur les espaces ck(J, V'), I intervalle de lR 
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Au chapitre 4, § 3, nous avons défini ces espaces. Nous étudions ici leur 
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• 
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p=l 
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Si y est dans un compact K e {IYI S M}, ltxJ + (1 - t)xo - YI est majoré 

par jxj - xol + lxol + M, donc par lxol + 2M, pour j assez grand. Alors, 

sup 1a~r.p(Xj - y) - 8~r.p(xo - Y)I 
yEK 

On déduit du corollaire 2.2, chapitre 4, du théoreme de Banach-Steinhaus 

que, (Tt~t),8~<.p(xJ - ·)) converge vers (Tt~),Ô~<.p(xo - ·)). • 

6 • Généralisation 
Nous avons noté auparavant, que pour définir la convolution de deux distri

butions, il était important (mais pas nécessaire) que l'une d'entre elles, au 

moins, soit à support compact et nous avons montré que cette condition était 

suffisante. Néanmoins en examinant de plus pres ce dont on a besoin pour 

pouvoir définir cette convolution, on peut voir qu'il est possible de s'affranchir 

de cette condition en la remplaçant par une autre plus faible. Cela permet 

de traiter d'autres cas. 

Définition 6.1. Ensembles convolutifs. Soit F1, ... , Fk dessous-ensembles 
fermés de ]Rn. On dit qu'ils sont convolutifs s'ils vérifient la condition 

suivante: 

VR > O, 3p(R) > O tel que 'v'(x1,--·,xk) E Fi x F2 x ... x Fk, 

lx1 + ... + xkl SR==;, lx;I S p(R), i = 1, ... , k. 

Exemples 6.2 

a) Si tous les F; sont compacts sauf un, ils sont convolutifs. En effet supposons 

F1, ... , Fk-l compacts. Il existe M > O tel que F; e {x : lxl S M}, 

i = 1, ... , k - 1. Si (x1, ... , xk) E F1 x ... x Fk et lx1 + ... + Xk I S R, 

on a lxil :::; M, i S k - 1 et, 

lxkl S lx1 + ... + Xkl + lx1I + ·. · + lxk-11 SR+ (k - l)M = p(R). 

b) F; = [a;, +oo[, i = 1, ... , k, sont convolutifs. En effet, soit (x1, ... , Xk) un 

élément de F1 x ... x Fk tel que lx1 + ... + xkl SR. Comme X; 2: a; pour 

i = 1, ... , k, on peut écrire, 

La.e + x; S x1 + ... + X; + ... + Xk S R 
l,fi 

d'ou a; s X; s R - L at. 
.f,fi 
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, 

e) Dans lRt x JR;, I-es ensembles Fi = {(t,x): t 2: lxl} et F2 = {(t,x): t 2: O} 

sont convolutifs. Ên effet, soit (m1, m2) E F1 x F2 tel que lm1 + m2I S R; 
si m; = (t;,x;), on a t; 2: O et it1 + t212 + lx1 + x212 S R 2 , d'ou. 

t1 + t2 = it1 + t2i S R et Jt;j S R, i = 1, 2. Ensuite, comme m1 E Fi, 
on a, lx1I S t1 S R. Enfin lx2I S lx1 + x2I + lx1I S 2R. On en déduit que 

lm;l2 = t; + jx;l2 S 5R2. 

d) Si à k ensembles convolutifs on ajoute un ensemble compact, on obtient 

( k + 1) ensembles convolutifs. 

e) Fi = (O, +oo[, F2 =] - oo, O] ne sont pas convolutifs, car, par exemple, 

(n, -n) E F 1 x F2 , (ou n EN); on a ln - nl = O mais n n'est pas borné. 

Proposition 6.3. Si F1 , ... , Fk sont des ensembles convolutifs, alars 
F1 + ... + Fk est fermé. 

Démonstration. Soit (XP) une suite de Fi + ... + Fk, (XP) -+ Xº dans 
k 

JRn; a-t-on Xº E Fi + ... + Fk? On a XP = E xf. La suite (XP) étant 
i=l 

convergente, elle est majorée i.e. il existe R > O tel que lxf + ... + xrl s R 

pour tout p. L'hypothese entraíne qu'il existe p(R) tel que lxf I S p(R) pour 

i = 1, ... , k et p E N. Par extractions successives on en déduit qu'il existe 
u telle que (x:(p)) converge vers x?, pour i = 1, ... ,k. Comme les F; sont 

k 
fermés, on a x? E F; et xcr(p) = E x:(p) converge vers x~ + ... + xZ. Par 

i=l 

conséquent Xº = x~ + ... + x2 E F1 + ... + Fk. • 

On peut alors énoncer le résultat principal de ce paragraphe. 

Théoreme 6.4. Soit T1 , T2 • : • Tk, k distributions sur ]Rn à supports 
convolutifs. On. peut alors définir le produit de convolution T1 * ... * Tk ; 
il est tel que 

(i) supp(T1 * ... * Tk) e supp T1 + ... + supp Tk, 

(ii) le produit de convolution est commutatif, associatif, 

(iii) T; * óo = T;, 

(iv) 8°(T1 * ... *Tk) =Ti* ... *ôªT; * ... *Tk, i = 1, ... ,k, 

(v) ss(T1 * ... * Tk) e ss(T1) + ... + ss(Tk)-

Démonstration. Il suffit de considérer le cas k = 2 puis de faire une 

récurrence sur k. Soit (KJ) une suite exhaustive de compacts dont l'union 
o 

est JRn. Soit Oi E C0 (KJ+1), Oi= 1 sur Kj. Pour r.p E Cõ(O) nous poserons 

(6.1) 
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Nous allons tout d'abord montrer que la suite du membre de droite de (6.1) 
est convergente et qu'en fait elle est constante à partir d'un certain rang. Soit 

R > O te! que supp 'P e { x : lxl :S R} et p( R) donné par la définition de la 

convolutivité. Il existe j 0 tel que { x : !xi :S p(R)} C Kj pour j ~ Jo et donc 

Oi= 1 sur {x: !xi :S p(R)}. Soient j,k ~ Jo on a, 

((OJT1) * (OJT2),'P) - ((OkT1) * (OkT2),,p) = (((OJ -Ok)T1 * (OjT2)),'P) 

+((OkT1) * ((Oi - Ok)T2),'P) = (1) + (2). 

Nous allons montrer que, 

(6.2) 

ce qui prouvera que (1) = O. 

En effet si x E supp( (Oj - Ok) T1 * (01 T2)) e supp[( Oi -(h) T1] + supp(Oi T2) e 
supp(01 - Ok) n suppT1 + suppT2, on a x = x1 + x2 avec x1 E suppT1, 

lxil > p(R), x 2 E suppT2 • Alors, par convolutivité on a \xi > R, donc 

x E (supp ,p)c. On prouve de même que (2) = O. Il en résulte que la suite 

((B1 T1) * (OjT2),'P) est stationnaire à partir de jo. 

De même on montre que si (ê1) est une suite qui vérifie les mêmes propriétés 

que (O) alors la suite (((OjT1) * (OJT2),<p) - ((êJT1) * (êJT2),'P)) est nulle 

pour j 1 ~ j 0 . Don e ( 6.1) ne dépend pas de la suite ( e i) choisie. Montrons (i). II 
suflit de prouver que si supp cp n ( supp T1 + supp T2) = 0 on a (T1 * T2, 'P) = O. 

Comme supp01T e suppT on a aussi, 

[supp <p n supp(OJT1)] + supp(01 T2) = 0 
et clone supp cp n supp( (OJ T1) * (OJ T2)) = 0 d'ou ((01 T1) * (OJ T2), <p) = O. 

Les autres propriétés sont faciles à vérifier et sont laissées au lecteur. • 

Chapitre 7 

lmage d'une distribution 

Soit, pour j = l, 2, nj un ouvert de IR.ni et f une application continue de fl 1 

dans fl2. Si u est une fonction continue de fl2 dans C alors v = u o f est une 

fonction continue sur fl1. L'objet de ce paragraphe est de généraliser cette 

opération aux distributions. On commence tout d'abord par un cas simple. 

1 • Cas ou J est un difféomorphisme c00 de n1 sur n2 
Soit fl1, fl2 deux ouverts de IR:.n et f une application bijective de fl 1 sur fl2 
telle que f et J- 1 soient C 00 • Soit u E Cº(fl2); on peut écrire, 

(uo Í,'P) = j u(f(x))ip(x)dx = j u(y)(ip º r 1)(y) 1 detJ(r 1 )(y)jdy 

ou <p E C8"(fl1) et J désigne le Jacobien. On a alors le résultat suivant. 

Théoreme 1.1. Pour TE V'(fh) et <p E C8"(f11), posons 

(1.1) (To f, <p) = (T, <J!) 

ou <I!(y) = ip(f-1(y)) 1 det J(f- 1 )(y)J. 
Alars To f E V 1(fl1) et, 

(1) si Ti-> T dans V'(fl2), T1 o f-> To f dans V'(fl1). 

(2) To f coincide avec la composition usuelle si TE Cº(fl2). 

De plus To f, définie par (1.1), est l'unique distribution sur fl1 qui vérifie 
(1) et (2). 

(3) supp(T o f) e J-1(supp T). 

( 4) To f est une distribution positive si T est positive. 
n 

(5) 8~ (To!)= L fd!:(%;. of). 
3 k=I 3 

(6) (aT) o f = (a o f)(T o f), si a E c=(n2). 

(7) To (g o f) = (To g) o f. 



80 6 • Convolution des distributions 

Nous allons tout d'abord montrer que la suite du membre de droite de (6.1) 
est convergente et qu'en fait elle est constante à partir d'un certain rang. Soit 

R > O te! que supp 'P e { x : lxl :S R} et p( R) donné par la définition de la 

convolutivité. Il existe j 0 tel que { x : !xi :S p(R)} C Kj pour j ~ Jo et donc 

Oi= 1 sur {x: !xi :S p(R)}. Soient j,k ~ Jo on a, 

((OJT1) * (OJT2),'P) - ((OkT1) * (OkT2),,p) = (((OJ -Ok)T1 * (OjT2)),'P) 

+((OkT1) * ((Oi - Ok)T2),'P) = (1) + (2). 

Nous allons montrer que, 

(6.2) 

ce qui prouvera que (1) = O. 

En effet si x E supp( (Oj - Ok) T1 * (01 T2)) e supp[( Oi -(h) T1] + supp(Oi T2) e 
supp(01 - Ok) n suppT1 + suppT2, on a x = x1 + x2 avec x1 E suppT1, 

lxil > p(R), x 2 E suppT2 • Alors, par convolutivité on a \xi > R, donc 

x E (supp ,p)c. On prouve de même que (2) = O. Il en résulte que la suite 

((B1 T1) * (OjT2),'P) est stationnaire à partir de jo. 

De même on montre que si (ê1) est une suite qui vérifie les mêmes propriétés 

que (O) alors la suite (((OjT1) * (OJT2),<p) - ((êJT1) * (êJT2),'P)) est nulle 

pour j 1 ~ j 0 . Don e ( 6.1) ne dépend pas de la suite ( e i) choisie. Montrons (i). II 
suflit de prouver que si supp cp n ( supp T1 + supp T2) = 0 on a (T1 * T2, 'P) = O. 

Comme supp01T e suppT on a aussi, 

[supp <p n supp(OJT1)] + supp(01 T2) = 0 
et clone supp cp n supp( (OJ T1) * (OJ T2)) = 0 d'ou ((01 T1) * (OJ T2), <p) = O. 

Les autres propriétés sont faciles à vérifier et sont laissées au lecteur. • 

Chapitre 7 

lmage d'une distribution 

Soit, pour j = l, 2, nj un ouvert de IR.ni et f une application continue de fl 1 

dans fl2. Si u est une fonction continue de fl2 dans C alors v = u o f est une 

fonction continue sur fl1. L'objet de ce paragraphe est de généraliser cette 

opération aux distributions. On commence tout d'abord par un cas simple. 

1 • Cas ou J est un difféomorphisme c00 de n1 sur n2 
Soit fl1, fl2 deux ouverts de IR:.n et f une application bijective de fl 1 sur fl2 
telle que f et J- 1 soient C 00 • Soit u E Cº(fl2); on peut écrire, 

(uo Í,'P) = j u(f(x))ip(x)dx = j u(y)(ip º r 1)(y) 1 detJ(r 1 )(y)jdy 

ou <p E C8"(fl1) et J désigne le Jacobien. On a alors le résultat suivant. 

Théoreme 1.1. Pour TE V'(fh) et <p E C8"(f11), posons 

(1.1) (To f, <p) = (T, <J!) 

ou <I!(y) = ip(f-1(y)) 1 det J(f- 1 )(y)J. 
Alars To f E V 1(fl1) et, 

(1) si Ti-> T dans V'(fl2), T1 o f-> To f dans V'(fl1). 

(2) To f coincide avec la composition usuelle si TE Cº(fl2). 

De plus To f, définie par (1.1), est l'unique distribution sur fl1 qui vérifie 
(1) et (2). 

(3) supp(T o f) e J-1(supp T). 

( 4) To f est une distribution positive si T est positive. 
n 

(5) 8~ (To!)= L fd!:(%;. of). 
3 k=I 3 

(6) (aT) o f = (a o f)(T o f), si a E c=(n2). 

(7) To (g o f) = (To g) o f. 
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Démonstration. Montrons que To f E V1(í21)- Soit (ip1) --> O dans 

C0 (í2 1); il existe alors un compact K te! que, supp 971 C K pour tout j 

et (<pj)--> Ü dans c=(K). Alors 'Pj = 'P1U- 1(y))I detJ(j- 1)(y)j E C 00 (n2), 
supp<I>1 e J(K) et <Pj -, O dans C00 (f(K)); donc (T, <I>j) ---+ O d'ou 

(To f, 'Pj) --> O. 

La propriété (l) est évidente, car (Ti o f, ip) = (T1 , <li) --> O, puisque 

<I> E C0 (í22 ). La propriété (2) a été montrée avant le théoreme. Montrons 

l'unicité; supposons qu'il existe S E V'(D1) qui vérifie (1) et (2). Si 

T E D'(í22 ) il existe (u1 ) e C0 (n2 ) telle que Uj --> T dans D'(fl2)- A la 

distribution T on associe To f par (1.1) et S = J* (T) vérifiant (1), (2). 
D'apres (2), u1 o f = f*(u1) et d'apres (1), Uj o f __,.To f et f*(uj) __, S 

donc S =To f. Les propriétés (3) et (4) se démontrent facilement à partir 

de la formule (1.1). Les propriétés (5), (6), (7) sont faciles pour TE C0 (112) 
et se montrent par densité de Cº(í22) dans D'(n2) pour TE D'(fh). 11 

Exemple 1.2. Soit J(x) = Ax oü A E GL(n,IR). Alors (1.1) s'écrit 

(To A, ip) = J det Aj- 1 (T, <p o A-1), TE D'(IRn). 

2 • Généralisation au cas ou J'(x) est surjective 

On considere ici deux ouverts í21 et í22 de Rn, et IRn2 (avec n1 2 n2). 

Théoreme 2.1. Soit f : f2 1 ---, í22 une application e= telle que, pour tout 

x dans fl 1 , J'(x) E L.:(IRn1 ,IRn2 ) soit surjective. II existe alars une unique 

application f* : 1)'(112 ) ---+ D'(fl1) linéaire et continue (sur les suites) telle 

que 

(1) j*(T) =To f si TE Cº(fl2)

(2) suppj*(T) e 1-1 (suppT). 

(3) f* (T) est une distribution positive si T est positive. 

De plus 

(5) f*(aT) =(ao J)(f*(T)), si a E C 00 (fl2)

(6) (g o!)* (T) = j*(g*(T)). 

7 • Jmage d '1me distríbution 83 

Démonstration 

a} Unicité : supposons qu'il existe fi, j 2 linéaires, continues sur les suites 

ct vérifiant ( 1) i. e fi (T) = T o f, f.2 (T) = T o f si T est continue. Soit 

TE D1(í22); il existe (T1 ) E C0 (!22) qui converge vers T dans D'(0.2)- Alors, 

comme f i (75) = J 2 (75), on a, à la limite, J i (T) = f 2 (T) et donc f i = J2. 

b) Existence : soit x 0 E !11 ; par hypothese f'(x 0 ) est surjective de JRn 1 dans 

JRn 2 (clone n 1 2 n2)- Il existe alors une application g : f2 1 ---+ JRn 1 -n2 telle 

que l'application h: Í21--+ JRn,, x e--t (j(x), g(x)) ait, en x 0 , une différentielle 

bijective. En effet, dans des bases, J'(xo) a une matrice à n 1 eolonnes et 

n 2 lignes, dont !e rang est n2 puisqu'elle est surjective. Donc ses lignes sont 

indépendantes. II suffit de les compléter par n 1 - n 2 ligues de maniere à 

former une base de JRn, et de prendre g(x) = Ax ou A est cette matrice à 

n 1 - n 2 lignes et n1 colonnes. Le théoreme d'inversion locale dit qu'il existe 

un voisinage w de xo dans fl1 te! que h : w---+ h(w) soit un difféomorphisme. 

Soit rp E C0 (w). Remarquons que si TE Cº(íh) on a, 

(Tof,rp)= j(Tof)(x)ip(x)dx= j T(y')ip(h- 1(y))JdetJ(h- 1 )(y)Jdy. 

En effet, si on pose y = h(x) = (f(x),g(x)) = (y',y") ou y' = f(x) alors 

x = h- 1(y) et dx = 1 det J(h- 1 )(y)J dy. Donc pour TE D'(fl2) on posera, 

(2.1) { 
(j*(T), ip) = (Ty' ® ly", <I>) ou, 

<I>(y) = rp(h- 1 (y))I detJ(h- 1)(y)j. 

Alors f*(T) E D'(w), car si ('PJ) E C0 (w), supp<pj e K et 'Pi ---> O dans 

C 00 (K) alors <1>1 E C0 (í22), supp<I>1 e h(K) et <Pj ---+ O <lans C 00 (h(K)) 
clone (Ty' ® Iy", <I> j) --+ O. 

D'apres !e calcul fait ci-dessus, dans le cas oü T E Cº(02), on a bien 

f*(T) = To f si T E Cº(fl2)- Ensuite, supp f*(T) e J-1(suppT). En effet 

soit zo r/:. 1-1(suppT); alors J(zo) r/:. suppT, clone h(zo) n'appartient pas à 

supp(T ® 1); il existe alors Wh(zo) te! que (T ® 1, 'f/;) = O, V'f/; E C0 (Wh(zo))· 

Posons V= h-1 (Wh(zo})i c'est un voisinage de zo. Si <p E C0 (V), alors 

<p o h- 11 detJ(h-1 )1 E C0 (Wh(zo}) donc (T ® 1, <p o h- 1 1 det( ... )1) = O, d'ou 

(j*(T), rp) = O et donc zo r/:. supp f*(T). Les autres propriétés sont évidentes 

lorsque T E Cº(f22) et par densité de Cº(f22) dans D'(fl2) se prolongent à 
D'(í22 ). On a clone résolu !e probleme pour chaque ouvert w, i.e. localement. 

Pour !e résoudre globalement on applique la proposition suivante. 
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Proposition 2.2. Soit n un ouvert de nr tel que n = _U1 n; ou n; sont des 
iE 

ouverts. Soít T; E V'(n;). Supposons que T; = Ti dans O; nn1. II existe alars 

une unique distribution TE V'(O) telle que T = T; sur O;. 

Démonstration 

a) Unicíté : si S est une autre distribution telle que Sln, = T; on a T- S = O 

dans n;. Soit K un compact de n; il existe alors J e I, J fini tel que K 

soit contenu U n;. Soit (x;) une partition de l'unité associée à (n;);EJ· Soit 
iEJ 

<p E Ca°(K) alors <p = L X;<p. On a, 
iEJ 

(T - s, <p) = (T - s, L X;<p) = L (T - s, X;<p) = o 
iEJ iEJ 

car suppx;<p e D;. 

b) Existence : soit (x;) une partition de l'unité localement finie associée à un 

recouvrement (D;)iEI de n. Pour <p E Ca°(D) posons, 

(2.2) (T, <p) = L (T;, X;<p) 
i 

ou la somme est finie, car <p E Co'. Alors TE V'(D) et T = T; sur O;. En 

effet si <p E Ca°(D;), il existe J e I, J fini tel que <p = L Xkl.{)· Alors 
kEJ 

(T;, <p) = ( T;, L Xkl.{)) = L (T;, Xk<p). 
kEJ kEJ 

Comme Xk<p est à support dans D; n nk on a T; = Tk; clone d'apres (2.2), 

(T;, <p) = L (Tk, Xk<p) = (T, <p). • 
k 

Exemple 2.3. Soit f : ]O,+oo[xlRn ...... JR, J(t,x) = t2 - jxj2• Comme 

M = 2t ,j= O, J'(t,x) est surjective pour tout (t,x) E]O,+oo[xlRn. On peut 

donc définir f*(ôo) que nous noterons 6(t2 - lxl2 ). On utilise pour cela le 
procédé décrit dans le théoreme 2.1. L'application de ]O, +oo[xJRn dans JRn+l, 
( t, x) 1-+ h( t, x) = ( t2 - lxl2 , x1, ... , xn) est un difféomorphisme. De plus 

h(t,x) = (y',y") E IR X !Rn {:} (t,x) = ( VY' + IY"l 2 ,y") = h-1(y',y"). 

Comme jdetJ(h-1)(y',y")I = !(y' + IY"l2)-!, on a, pour cp appartenant à 

Cô'(]O, +oo[ x!Rn), 

(6(t2 - lxl2 ),cp) = (ôy1 ®ly11 ,'P(VY' + IY"l2 ,y") ~(y' + IY"l2)-!) 

= J cp(jy"I, y") ~ IY"l-l dy" 

i.e. 

{ô(t2 - lxl2),<p) = ~ j 1!1 cp(lxl,x)dx, cp E Cõ(]O,+oo[x!Rn). 

Chapitre 8 

Le probleme de Dirichlet 

pour le Laplacien 

La théorie des fonctions holomorphes permet de résoudre le probleme suivant, 

appelé « probleme de Dirichlet » : étant donnée une fonction u0 , continue sur 

le bord du disque unité ouvert D de C, trouver une fonction harmonique u 

dans D, continue sur D, valant u0 sur le bord 8D. La formulation abrégée 

de ce probleme est alors : trouver u telle que 

(0.1) { 
~u = O dans D, 

ulav = uo, 

n 2 

ou b. = L *2 est le Laplacien. 
j=l J 

L'objet de ce chapitre est de montrer comment la théorie des distri

butions permet de formuler et de résoudre un probleme analogue, dans le 

cadre plus général des ouverts de !Rn (et, ce qui ne sera pas fait ici, pour 

des opérateurs plus généraux que le Laplacien). Dans un premier temps, la 

solution obtenue ne sera pas de classe C 2, mais appartiendr~ à un espace de 
distributions que nous allons introduire. 

1 • Les espaces de Sobolev 
Soit n un ouvert de !Rn et m E N. On pose, 

On considere sur cet espace le produit scalaire, 

(1.2) (u, v)m = L (âªu, 8ªv)L2(n), 
lal:5m 
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ou (J,g)L2c0.) = f0 J(x)g(x)dx est !e produit scalaire usuel de L2 (D). II s'en 

suit une norme sur Hm(n), 

(1.3) 

1.1. Propriétés des espaces de Sobolev 

l) Si m 2 m', Hm (D) est contenu dans um' ( n) et cette inclusion est continue. 

De plus C0 (D) est contenu dans Hm(n), pour tout m EN. 

2) Muni du produit scalalre défini en (1.2), Hm(D) est un espace de Hilbert. 

Il suffit de montrer qu'il est complet pour la norme (1.3). Soit (uk) une 

suite de Cauchy dans Hm(n); alors, pour !o:! .'S m, (oªuk) est une suite de 

Cauchy dans L2 (D) qui est complet. II existe donc v0 E L2 (D), telles que 

(o°'uk) -t Va, dans L 2 (D), donc dans V'(n), pour lo:! ,'S m. En particulier 

(uk) -t Vo dans V'(fl) et donc (o°'uk) -t o°'vo dans V'(D); on en déduit 

que 8°'v0 = v0 E L2 (D), pour !ai .'S m. Ceei montre que vo E Hm(n) et que 

(uk) -t Vo dans Hm(n). 

3) Si fl = lRn, C0 (1Rn) est dense dans Hm(JRn). 

• 'Ironcature : !'espace H;' = Hm(JRn) n E'(JRn) est dense dans Hm(JRn). 
Soit x E C0 (1Rn), x(x) = 1 pour jxj S 1, x(x) = O pour jxj 2 2. Soit 

u E Hm(JRn), posons uk(x) = x(f) u(x), k 2 1. Alars Uk E H;" et Uk -+ u 
dans Hm(JRn). En effet d'apres la formule de Leibniz, 

Pour f3 i= O, kl/31 2 k; d'autre part l(oilx)(f)J S sup jo/Jx(y.)j = c13 . On en 
yEJRn 

déduit, puisque ( I: ja0 !2)112 ::; I: ia0 I, l'inégalité 
loJ$m lol$m 

Le premier terme du membre de droite tend vers zéro, lorsque k -t +oo, par le 

théoreme de convergence dominée. Le deuxieme tend vers zéro trivialement. 

• Régularisation : C0 (JRn) est dense dans H;'. Soit p E C0 (JRn), telle 

que p 2 O et J p(x)dx = 1. Soit u E H;'. Posons uE(x) = (p0 * u)(x) = 
J p,:(X - y)u(y)dy, ou PE(x) = cn p(~), E > O. On a uE E C0 (1Rn) 
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(car u E E' et PE E _é:õ) et Ue -tu dans Hm(JRn). En effet âªuê = P< * o°'u 
(cf. chapitre 6, proposition 1.2) et comme âªu E L2 (1Rn), on a vu (chapitre 1, 
proposition 3.4) que (Pe *â°'u) converge vers â"u dans L2 (1Rn), lorsque E-+ O. 

On peut montrer que C0 (íl) n'est pas dense dans Hm(fl) pour m e/= O 

siDc/=lRn. 

On introduit alars la définition suivante. 

Définition 1.1. On note H0 (!1) l'adhérence de C0 (!1) pour la norme de 

Hm(n). 

C'est un sous-espace formé de Hm(n), que l'on caractérisera au chapitre 11 

lorsque l'ouvert D est assez régulier. 

1.2. le dual de H0 (fl) 

Le dual (H0 (fl))', de !'espace H0 (íl), s'identifie à un sous-espace de V'(fl). 
En effet, soit T une forme linéaire continue sur H0 (fl); alors TE V'(fl), car 

si ('Pi) est une suite de C0 (!1) qui tend vers zéro, ('Pi) converge vers zéro dans 

H0 (fl) et donc (T(,p1))-> O. On adonc une application (H0 )'-+ V', T 1-t T. 
Cette application est injective, car si T = O dans V'(fl), i.e. (T, cp) = O, 
Vcp E C0 (D), on a T = O dans (H0 )', car C0 (!1) est dense dans H0 (fl). 
Alors (H0 (!1))' s'identifie à son image dans V'(D). 

Naus allons identifier (H0 (fl))' à un espace plus concret. Posons 

H-m(D)={TEV'(D):T= L 8ªfa,ÍaEL2 (fl)}. 
lol$m 

Sur cet espace nous considérerons la norme suivante, 

(1.4) ( ) 
1/2 

IITIIH-m = inf " li! alll2cn) • 
T=í:.oª !a L., 

jo/$m 

Soit T E H-m(D). Alars T définit une forme linéaire continue sur C0 (0) 
muni de la norme Hm. En effet soit cp E C0 (fl); on a, 

l(T,cp)j = 1 L (éJ°' Ía,'P)I::; L l(Ja,8ª,p)I::; L llfallL2 1iéJªcpllL2• 
lo/$m iol::,m joj$m 

Ainsi, 

( ) 
1/2 ( ) 1/2 

l(T, 'P)I .'S L IIJalll2 L 1iéJ°'iplll2(D) 
jc,j$m joj::,m 
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(car u E E' et PE E _é:õ) et Ue -tu dans Hm(JRn). En effet âªuê = P< * o°'u 
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lol$m 
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(1.4) ( ) 
1/2 

IITIIH-m = inf " li! alll2cn) • 
T=í:.oª !a L., 

jo/$m 

Soit T E H-m(D). Alars T définit une forme linéaire continue sur C0 (0) 
muni de la norme Hm. En effet soit cp E C0 (fl); on a, 

l(T,cp)j = 1 L (éJ°' Ía,'P)I::; L l(Ja,8ª,p)I::; L llfallL2 1iéJªcpllL2• 
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Ainsi, 

( ) 
1/2 ( ) 1/2 

l(T, 'P)I .'S L IIJalll2 L 1iéJ°'iplll2(D) 
jc,j$m joj::,m 
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d'ou, 

(1.5) 

Comme C0 (D) est dense dans H0 (í2), T se prolonge en une forme linéaire 

T continue sur H0 (í2), i.e. TE (H0 (D))'. De plus l'inégalité (1.5) ci-dessus 

montre que IITllcHó")' :S IIT!lu-m. On a ainsi une application T ~ Tele 
H-m(í2) clans (Hà(í2))'. 

Proposition 1.2. L'application T ~ T est linéaire, bijective et bicontinue 

de H-m(n) dans (H0 (D))'. 

Démonstration. L'application est évidemment linéaire et continue cl'apres 

l'inégalité sur les normes prouvée ci-dessus. Elle est injective car, si T = O 

sur H0 , on a T = Tlct\"' = O, clone T = O dans 1J'(D). 

Montrons qu'elle est surjective. Remarquons tout d'abord que l'application 

q,: H0 -+ (L2)N, u r-t (éf"u)1aJ<:m (ou N = cardinal {o:· !o:J:::; m}) est une 

isométrie de H[!' sur son image, notée Em. Soit alors f' E (H[!')'; S = To1>-1 

est une application linéaire continue de Em dans C. D'apres !e théoreme de 

Hahn-Banach, elle se prolonge en une application S linéaire continue de (L2)N 
dans C, telle que IISII = IJS'jj. II existe clone G = (g"')l"'l$m E (L2)N, telle que 

S(U) = (U, G)(L2)N pour tout UE (L2)N. De plus IISI\ = IISI\ = IIGl!cL2JN = 
1/2 -( I: l\g°'llf2) . Soit <p E Cõ(D) et U = (8ª<p)l"'l$m E Em; on a S(U) = 

JaJ:'Sm 
S(U) = (To<I>-1)(8ª<p) = T(<p) = (T,<p) = (U,G) = I: (8"'<p,ga)L2 = 

ICJ<l:'Sm 
L ((-1)1"'18"'ga,'P). Donc, T = Tlct\"' = L 8"'[(-I)l"'lgaJ E H-m(í2). 

laJ<'.m ICJ<J<'.m 
L'application est clone bijective. 

Nous allons montrer que son inverse est continu. On a d'aprês ci-dessus 

( I: 1ig0 lli2) 112 = IISII = sup 1/i\1~~ == l!Tllcuó"J'· On en déduit que 
Ja!:'Sm U#O 

!IT\\H-= = inf { L llfallf2) 112 :::; I\Tll(H.;")'· • 
T=E8ª la faf<'.m 

Proposition 1.3. Pour m EN, u E L2(D) et v E H0 (D), on a 

(1.6) 

Démonstration. Supposons tout d'abord que v = <p appartienne à C0 (D). 

On a u E L 2(0) C H-m(n); considérons une décomposition quelconque, 
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u = L 8ª Ía, ou.Ju E L2 (D). Alors, 
!uf<'.m 

l(u,cp)I = J L (-1)1"'1(!"',8ª 
!ul<'.m 

1 :S L llf allL2 llà':,'PIIL2 , 

lc,f<'.m 
1/2 

l(u, cp)I :S ( L lllc,111,) ll'PIIHó" · 
l"'l<'.m 
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En passant à l'inf sur toutes les décompositions, on en déduit (1.6). Si 

v E Jl[!'(D), il existe ('Pk) e C0 (D) qui converge vers v dans H 0 (D). On 

écrit (1.6) pour 'Pk et on passe à la limite; on obtient !e cas général. • 

1.3. lnégalité de Poincaré 

Proposition 1.4. Soit D un ouvert borné de JR.n de diametre d. On a alars 

(1. 7) 

Démonstration. Fixons x0 E n; alors n e B(x0 , d) (la boule ou

verte). 11 s'en suit que, pour tout u E C0 (D), u(d + x?, x') = O, que! 

que soit x' = (x2, ... , Xn) appartenant à JR_n-l. On peut alors écrire, 

u(x) = J;:x~ g:., (t,x')dt. On en déduit que, lu(x)l2 ~ J;~x~ JJ;, (t,x')l 2 dt 

·lx1 - x? - dl :S 2d f1t l ffx~ (t, x')l2 dt. Comme pour x E nona, !x1 - x?\ < d, 
on peut écrire, 

r \u(x)\2 dx :::; 2d 1 1 r 1 :ll (t, x') J2 dtdx' dx1 
ln Jx 1 -x~f<d x'lR. X1 

r lu(x)\2dx ~ 2d(l dx1)llaªu 112 :::; 4d211a{)u 112 . ln fx 1 -r~J<d X1 L2 X1 L 2 (n) 

Ceei prouve l'inégalité (1.7) pour u E C0 (D). Si u E HJ(D), il existe 

(uk) e C0 (S1) telle que Uk -+ u dans HJ(fl). Il suffit alors d'écrire (1.7) 
pour llk, puis de faire tendre k vers +oo. • 

Corollaire 1.5. Soit n un ouvert borné de JR.n. La quantité lllulll 

I: llâ°'u\lL2(n) est une norme sur H[!'(O), équivalente à la norme l\u!IH=(n) 
l<>l=m 
introduite en (1.3). 

Démonstration. D'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, IJlulll:::; CJlullHm(n)· 
Inversement, il résulte de l'inégalité de Poincaré que, pour J,B\ < m, on a 
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IIDl3ui!L2 :S C1 I: IIDºul!L2; en effet, on fait une récurrence descendante 
lol=m 

sur j,Gj. Si l,61 = m - 1, l'inégalité (1. 7) fournit, 
n 

IIDl3u!IL2 :s 2d L IJD13 ;:: IIL2 :s 2d L IIDªullL2; 
j=l 1 joj=m 

si la propriété est vraie pour l,61 = m- k, 1 :S k :S m - 1, cette même inégalité 

montre qu'elle est vraie pour l,61 = m - k - 1. Alors 

llullH=(fl) = ( L IID13ull12 + L IIDºull12) 112 

1/31:S:m-l lol=m 

:S C2 L llâªullp = C2 lllulll- • 
!a!=m 

1.4. Compacité 

Théoreme 1.6. Soit n un ouvert borné de Jr et m > m' 2: O; l'application 
u 1--+ u, de H0 (Q) dans H0 ' (n), est compacte. 

Démonstration 

Point 1. Comme l'injection H0 C H(/+ 1 est continue et que la composée 

d'applications continues et compactes est compacte, il suffit de prouver le 

théoreme pour m = m' + 1. 
Point 2. Il suffit de prouver que l'injection, HJ(n) e L2 (Q) est compacte. En 

effet soit (uk) une suite bornée de H;''+1(n), alors (uk) est bornée dans HJ 
et, pour !ai :S m', (âºuk) est bornée dans HJ(n). Il existe clone une sous

suite (u.,,(k)) qui converge vers v dans L2(D,); la suite ( 8~;;~•2) est bornée 

dans HJ, donc il existe une sous-suite {8~ 1 u.,,1 (k)) qui converge vers v1 dans 

L2 (D). Evidemment v1 = f;1 (puisque c'est le cas dans V'(n)). En itérant 

ce procédé, on construit une sous-suite (u,t,(k)) telle que (â°'u,t,(k)) converge 
vers âºv dans L2 (D,) pour !ai :S m' i.e. (u,t,(k)) converge vers v dans Hm' (Q). 

Point 3. L'injection HJ(D) e L2 (D) est compacte. Celà résultera du: 

Lemme 1.7. Soit A une partie de L2 (1Rn). Supposons que 

(i) A est bornée dans L2 (JRn), 

(ii) lim J;1 l>R lu(x )12 dx = O, uniíormément sur A, 
R--++oo x 

(iii) l~ Tau= u dans L2 (1Rn), uniformément sur A (ou Tau(x) = u(x + a)). 

Alars A est relativement compacte dans L2 (JRn). 

Démonstration. Soit a > O. Fixons R > O tel que pour tout u E A, 

(1.8) lu(x)j 2 dx < -(1. )1/2 a 

jaJ>R 5 
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Soit p E C0 (1Rn), télle que suppp C {x : !xi :S 1} et J p(x)dx = 1. Pour 

E > O posons pE(x) = cnp(~)- Soit u E A; posons uE = pE * u. On a 
uE(x) - u(x) = J p(z)[u(x - Ez) - u(x)]dz d'ou, en écrivant p = p112 p112 et 

en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 

Alors, 

ju(x) - uE(x)j2 :S (j p(z)dz) J p(z)lu(x - Ez) - u(x)l2dz. 

llu-uElll2 :S J p(z)(jiu(x-Ez)-u(x)j 2 dx)dz 

:S sup llryu - ull12 . 
IYIS:E 

D'apres (iii), il existe Eo tel que sup llryu - ull 2 :S (})2, pour tout u E A. 
IYIS:Eo 

Donc, 

(1.9) 

On travaille eI_IBuite avec les uE, qui sont des fonctions continues et nous allons 

appliquer le théoreme d'Ascoli dans Cº(E(O,R) ). 

Posons AEo = { uEo = U* PEols(O,R) ou u E A}. On a pour x,x' dans E(O,R), 

luE0 (x) - uE0 (x')I :S J PE0 (-y)Ju(x + y) - u(x' + y)Jdy 

lueo(x) -UEo(x')I :s (j P~o(y)dy f 12 11rxU -Tx1UIIL2 

:S IIPEollL2 IITx-x'U - ul1L2. 

Il résulte de (iii), que l'ensemble (AE0 ) est équicontinu. D'autre part 

sup lueo(x)I :s llullL2 IIPEollL2; clone A.,o est borné d'apres (i). Le 
xEB(O,R) 
théoreme d'Ascoli implique alors que AE0 est précompact dans Cº(E(O, R)). 

Il existe clone ui E A, j = 1, ... , N, tels que, AEo C j~l Eco ( u!0 , SIB{O~R)l'/2 ), 

ou Eco est la boule dans Cº(E(O, R)). Nous allons montrer que A est contenu 
N . 

dans .u E L2 ( u1 , a), ce qui prouvera que A est précompact, donc relativement 
J=l 

compact dans L2 (1Rn). 

Soit u E A. Il existe j E {l, ... , N} tel que uEo E Eco ( u!0 , SIB(Ofl)l1/2). On 
écrit alors, 
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d'ou 

llu - uillL2(Rn) ::; l!uJIL2{jxj>R) + llujllL2(1xl>R) + llu - UE0 IIL2(B(O,R)) 
'----v--' '---v-----' 

{1} (2) {3) 

+ lluEo - utllL2 (B(O,R)) + lluio - uillL2(B(O,R)) · 

(4) (5) 

D'apres (1.8) on a (1) + (2) ::; 2;. D'apres (1.9) on a (3) + (5) ::; 2;. Enfin 

( 4) ::; llu<o -ut0 llcº(B(O,R)) IB(O, R)j 1/ 2 ::; %· 11 en résulte que u E B L2 (ui, o:). 

• 
Fin de la démonstration du théoreme 1.6. Pour u E Co"(D), posons 
u(x) = u(x) si x E n, u(x) = O si x rJ. n. L'application u ,_. u de Co"(D) muni 
de la norme H 1 dans H 1 (JRn) est continue. Elle se prolonge en une application 
O, continue de HJ(n) dans H 1 (JRn)nE'(D) (muni de la norme H 1(lr)). On a 

donc la suite d'applications, HJ(n) -.!.. H 1(lr) n E'(D) ~ L2 (JRn) n E'(D), 
ou i est l'injection u >-+ u. Si on prouve que i est compacte, alors i o e sera 
compacte. Soit A un borné de H 1 (JRn) n E'(D), il suflit de montrer que A 

est relativement compact dans L2 (JRn). On utilise le lemme 1.7. On a tout 

d'abord, pour u E A, Jlul1L2(R") ::; llullH'(R") ::; M; donc (i) est satisfaite. 
Ensuite, comme n est borné, il existe Ro > O tel que D e B(O, R0); alors, 

pour U E A, suppu est contenu dans D donc, Íixl>R lu(x)j 2 dx = o, pour 
R > Ro et (ii) est vérifiée. Enfin, nous allons montrer que pour u E H 1 (JRn), 

(1.10) J iu(x + h) - u(x)l2 dx::; iihli2 "Ç"' li 8
8u 11 2 

::; M 2 l!hl! 2 , ;:i Xj L2(R") 

ce qui montrera que (iii) est satisfaite. Prouvons (1.10). Tout d'abord, si 
u E Co"(JRn) on a 

n /1 8 
u(x + h) - u(x) = Lhi lo a:. (x + th)dt, 

j=l o J 

donc, 

n n [1 Ô 2 

lu(x+h)-u(x)j2 :=;L hJ I:(10 j 8 u_(x+th)ldt) 
j=l j=l O X1 

n [1 Ô 2 

::; llhll 2 ~ lo la~ (x+th)I dt, 
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ce qui entraí:ne, 

Finalement, pour u E Co"(lRn), 

(1.11) 
n àu 2 

llu(- + h) - uJli2{IR") ::; Jlhll2 " 11-11 ~ ÔX · L2(R"). 
j=l J 

Soit alors u E H 1(JRn); il existe (uk) C Co"(Rn) telle que Uk -> u dans 
H 1 (JRn). On écrit, 

Il résulte de (1.11) que, 

On fait alors tendre k vers +oo et on obtient (1.10) pour u E H 1 (1Rn). • 

2 • Probleme de Dirichlet pour le Laplacien 

Théoreme 2.1. Soit .X 2:: O et n un ouvert de JRn (borné si À = O). Alars 
l'opérateur P =-ô+ À est un isomorphisme de HJ(n) sur H-1 (n). 

Remarque 2.2. Ce résultat implique, en particulier, que pour tout J 
appartenant à H-1 (D), il existe une unique u E HJ(n), solution de l'équation 

-ôu + Àu = f. Nous verrons, au chapitre 10, que l'appartenance à HJ(n) 
donne une information sur u au bord de n; par exemple si u était continue 

sur n, cela signifierait que u = o en tout point du bord. 

Démonstration du théoreme 2.1 
n 

(i) P envoie HJ(n) dans H-1 (0) car, -ôu + Àu = L 8~. (;;:.) + Àu et 
j=l , , 

u, ;;: E L2 (0); ensuite li - ôu + .XullH-'(!1) étant, d'apres (1.4), l'inf sur 
' toutes les décompositions, on a, 

11- ôu + >.ullH-'(fl) ::; ( I: li%::. li:,+ .X2 llulli2) 112 ::; max(l, À) lluliHJ(fl) 
j=l , 

donc P est continu. 

(ii) P est injectif; nous allons montrer pour cela l'inégalité, 

(2.1) liullHJ{fl) ::; C(.X)II - ÔU + .XullH-'{!l), Vu E HJ(n). 
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En effet, si À > O, on a, llullif, ~ max (:J:, 1)( f: li g; 11~2 + À llullf2) et, si 
o j=l J 

À = O, llullt, ~ C f: li;:: 11~2 d'apres la proposition 1.4. Pour u E C0 (r!), 
o j=l J 

on a donc, 

llullifJ ~ C(,\)(t (::, :: ) + .\(u,u)), 
j=l J J 

n àu àu 
~ C(.\)(L (ax 'àx ) + .\(u,u))' 

j=l J J 

llullifJ ~ C(.\)(-liu + Àu,u) ~ C(.\)11- llu + ÀullH-' llullHJ, 
la derniere inégalité résultant de la proposition 1.3. 

Si u = O, l'inégalité (2.1) est triviale et si u =/= O, il suffit de diviser par 

llu!IH' pour obtenir (2.1) lorsque u E C0 (f!). Si u E HJ(f!), il existe 
o 

(uk) E C8°(f!) convergeant vers u dans HJ. Alors (Puk) converge vers Pu 
dans H-1 , puisque P est continu, d'apres (i). L'inégalité (2.1) écrite pour les 

uk se prolonge clone à u. 

On déduit de (2.1) que P est injectif et, lorsqu'on aura montré que P est 
surjectif, (2.1) impliquera que p-l est continu. 

(iii) P est surjectif. Munissons HJ du produit scalaire, 

(2.2) ~(àu àv) (u,v)>. = L -8 , -8 +Ã(u,v)L2. 
j=l Xj Xj L2 

La norme qui en découle est équivalente à la norme usuelle (d'apres le 

corollaire 1.5, si >. = O et n est borné). Soit f E H-1(f!). D'apres la 

proposition 1.2, f s'identifie à une forme linéaire continue sur HJ muni de la 

norme issue de (2.2). D'apres la caractérisation des formes linéaires continues 

sur un espace de Hilbert, il existe u E HJ(r!) telle que, pour tout v E HJ, 

~(àv âu) f(v) = (v,u)>. = Ã(v,u)L• + L -8 . , -8 . 2 • 

j=l XJ XJ L 

Si v E C8°(D.), cette égalité s'écrit dans V'(f!), 

n âu âv 
(f,v) = E(-8 . , -8 .) +>.(u,v) = (-liu+>.u,v), 

j=l XJ X3 

i. e. -li u + >. u = f; comme u E HJ, c1;1la montre que P est surjectif. • 

Chapitre 9 

L 'équation des ondes dans IRt xJR! 

L'opérateur différentiel du second ordre dans lRt x JR;, 

a2 3 a2 
O = Ôt2 - Íix OU Íix = L -8 2 

i=l X; 

est appelé opérateur des ondes ou encore d'Alembertien. C'est un modele pour 

l'étude physique des phénomenes de propagation d'ondes (lumiere, cordes 

vibrantes, etc.). 

Nous nous proposons dans ce chapitre d'utiliser les outils introduits aux 

chapitres précédents, pour formuler et résoudre un probleme bien adapté 

à cet opérateur (le probleme de Cauchy), puis pour décrire les propriétés 

qualitatives de la solution. 

1 • Solution élémentaire de o dans Ri x JR; 

Considérons, pour t E lR, la forme linéaire sur C0 (1R3 ) définie par, 

(1.1) (Tt,<p) = _4t { <p(tw)dw 
1r } 8 2 

ou dw désigne la mesure de Lebesgue sur la sphere unité S2 de JR3 • 11 
est facile de voir que Tt est une distribution d'ordre zéro sur JR3 et que 

suppTt = {x E JR3 : lxl = ltl}. Donc Tt E &'(JR3 ). Nous allons étudier 

quelques propriétés de ces distributions en utilisant les espaces introduits au 

chapitre 4, § 3. 

Proposition 1.1. On a (Ti) E C00 (1R,&'(JR.3)). 

Démonstration. II suffit de montrer que pour toute <p E C 00 (JR3), tout 

to E lR et tout k E N, la fonction t 1-+ (Tt, <p) est Ck au voisinage de to. Cela 

sera une conséquence du théoreme de dérivation de Lebesgue. En effet, pour 
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tout w E S 2 , la fonction t >---> cp( tw) est Ck sur ] t0 - ô, t0 + b[; cnsuite commc 

!tw! = !ti ::; !to! + ô, on a, pour tout e::; k, 

n a e 
1a{[cp(tw)]I = \[(I>, ax) cp] (tw)\ 

i=l i 

::;Ce L sup l8~cp(x)JEL 1 (S2 ) 

la!Sf Jx!Slto!H 

d'ou le résultat. 

Notons r?l les distributions définies pour e E N par, 

(1.2) ( d) e (e) 
dt {Tt, cp) = (Ti , cp), 

(voir chapitre 4, § 3). On a alors le résultat suivant. 

Proposition 1.2 

( .) (1) r r,(2) O 
1 To = O, T0 = vo, 0 = , 

li 

(ii) r?l - t:,.Tt = r?l - t:,.ypl = O, dans V'(JR3 ), pour t > O. 

Démonstration. La formule (1.1) montre que To = O. Ensuite, par 

dérivation de (1.1) on obtient, 

(1.3) 
3 

{TP\cp) = 2_ f cp(tw)dw + !:_ L f w; ~'P (tw)dw. 
41r } 52 47f i=I } 52 UXi 

(1.4) 

3 

(rPl,cp) = 2- L r W; ~<p (tw)dw 
27f i=l } 52 UXi 

t 3 1 32 +- L WiWj __ 'P_ (tw)dw. 
47f . . 52 OXiOX1· 

t1J=l 

On déduit de (1.3) que, (TJ1l, cp) = 4~ (J8 2 dw) cp(O) = cp(O) = (bo, cp). 

Prouvons tout d'abord que, rpl = t:,. Tt; nous en déduirons que rJ 2l = O. 

On a, pour cp E C8"(lR3), 

(1.5) (t:,.Tt,'P) = (Tt,t:,.cp) = !:_ { L::,.cp(tw)dw. 
41r } 52 

Pour r > O, la formule de Green (chapitre 3, théoreme 2.10) montre que 

(1.6) 1 L::,.cp(x)dx = 1 !<p (x)dcrr 
lx!<r lxJ=r n 

9 • L 'équation des ond~s dans IR1 x IR~ 97 

ou 88 est la dérivée normale extérieure. On a ici aiJ = l "'Xi _iJiJ . En passant n _ n r 0 -xi 

en coordonnées pai.aires, x = tw dans (1.6) on a, dx = t2 dt dw et d a, = r2 dw. 
On en déduit, 

1,.j 3 1 a 
L::,.cp(tw)t2 dwdt = r 2 L Wi _'f_ (rw)dw. 

o 52 i=l 52 8xi 

Les deux membres étant dérivables par rapport à r, on obtient par dérivation, 

(1. 7) F(r) := J L::,.cp(rw)r 2 dw = 2r tJ w, àcp (rw)dw 
52 i=I 52 OXi 

3 J 32 
+r2 L WiWj Ô : . (rw)dw. 

i,J=I 52 x, XJ 

On déduit de (1.4), (1.5) et (1.7) que 

(t:,.Tt, cp) = 4_!:_ F(t) = {T?), cp), 
1rt 

ce qui prouve la premiere partie de (ii). Notons qu'alors, (TJ2l, cp) = 
(To, L::,.cp) = O, Ycp E C8"(lR3). Enfin, en dérivant par rapport à t l'égalité 

(TP), c.p) = (Tt, L::,.cp), on obtient la deuxieme égalité de (ii). li 

Considérons pour t E lR les distributions, 

Alors, 

(1.8) 

si t ~ O, 

si t < O. 

En effet, la fonction t >---> (St, cp) est e= pour t > O et t < O; de plus 

lim (St, cp) = lim (Tt, cp) = (To, cp) =O= lim (S1 , cp). 
t-o+ 1-0+ 1-0-

Nous avons vu au chapitre 4, proposition 3.4, que la forme linéaire sur 

C8"(lR4 ) définie par, 

(1.9) (E,1/;) = l(St,1/;(t,·))dt= 1+00 (Ti,1/;(t,·))dt 

= r= 4t f 1/;(t,tw)dwdt, 1/;EC8°(JR4), 
Jo 1f JlwJ=l 

est une distribution sur JR4 . On a, 

(1.10) suppE = {(t,x) E IR x JR3 : t ~ O et Jxl = t}. 

D'autre part, on a le résultat suivant. 
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3 J 32 
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1rt 
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Alors, 

(1.8) 
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D'autre part, on a le résultat suivant. 
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Proposition 1.3. E est une solution élémentaire de D i.e. DE = Óo dans 
Dt(IH.4). 

Démonstration. En effet, on a pour 1/; E C0 (JR4 ), 

(OE,1/;) = (E,3;1/;) - (E,61/;) = (1)- (2). 

Considérons le terme ( 1). On a 

Nous allons utiliser la proposition 3.3 du chapitre 4. On a 

On en déduit, 

En intégrant cette égalité entre O et += et en remarquant que 1/;(t, ·) et 

if- ( t, ·) sont nulles pour t = +=, il résulte que, 

2 / ô'lj; ) (1) r+oo (2) 
(E,âi'1/J)=-\To,at(O,·) +(T0 ,'!f;(0,·))+ 10 (Ti ,'lj;(t,·))dt. 

On utilise alors la proposition 1.2; elle montre que (To, if- O,·)) = O et 

(TJ1l,1/;(0, ·)) = ('50 ,'lj;(O, ·)) = 'lj;(O,O); ensuite TP) = l1Ti. On en déduit, 

r+= r+= 
(E,â;'lj)) ='1/J(0,0)+ lo (l1Ti,1/;(t,·))dt='lj)(0,0)+ lo (Ti,6'1/J(t,-))dt 

d'ou (E, 3;1/;) = 1/;(0, O)+ (E, 61/J), ce qui prouve le résultat annoncé. • 

2 • Le probleme de Cauchy dans Jo, +=[xR3 

Rappelons tout d'abord une convention de notation déjà utilisée. Si (ui) 
appartient à Cº(R, D'(IR3 )), on note, u E D'(IH.4), la distribution définie par 

(2.1) (u,'lj;) = h (ui,1/;(t,-))dt, 'ljJ E C0 (JR4). 

9 • L 'équatíon des dans IRt x IR~ 99 

2.1. Le probleme homogene 

Théoreme 2.1. Soit f,g E D 1 (JR 3 ) II existe (ut) E C 00 (lR, D'(JR3 )) et 
u E D' (IR 4 ) donnée par ( 2.1) tclles que, 

(2.2) { 
Ou = O dans 1Y (]O, +=[ x ]R3 ) 

Uo = f 
1L~l) = g. 

Le probleme (2.2) s'appelle le probleme de Cauchy homogene pour 

l'équation des ondes (!e probleme inhomogene consistera à résoudre Ou= F). 
C'est un probleme pertinent pour cette équation, comme l'était le probleme 

de Dirichlet pour !e Laplacien. Nous verrons plus loin que la solution donnée 

parle théoreme 2.1 est unique. 

Démonstration. Posons ui = Ti * g + rP) * f. II résulte de la proposi

tion 5.1 du chapitre 6, que (ut) E C 00 (JR, D 1(R)) puisque, d'apres (1.2), on a 

(Ti) E C 00 (lR, l'1 (R3 )). D'autre part, Uo = To* g + TJ 1l * f = ôo * f = f 
d'apres la proposition 1.2 et, comme u;1l = rPl *9 + T1<2) * f (proposition 5.1, 

chapitre 6), on a u~1) = 80 * g = g. Enfin, soit 1/; E C0 (]0, +=[xIR.3); alors 

'lj;(O, ·) = 'lj;(+oo, ·)=O (de même pour if-). On a, 

r+= ª21P 
(Du,'lj;) = (u,01/;) = lo ((ui, ât2 (t,·))- (ui,61/;(t,·)))dt. 

On utilise (1.11) et on obtient 

On en déduit que 

(2.3) r= (Du,'lj;) = lo ((u\2l,1/;(t,·))-(é1u1,'lj;(t,·)))dt. 

Toujours d'apres la proposition 5.1 du chapitre 6, on a u;2l - ÓUt = 
(TPl - l1Tt) * g + (TP) - óT?l) * f = O, d'apres la proposition 1.2. D'ou 

Ou= O dans D'(]O + oo[ xlR.3). 
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Théoreme 2.2. Si f,g sont dans C 00 (JR3 ), la solution u donnée par Je 

théoreme 2.1 appartient à C 00 (JR4 ) et on a, u(t, x) = ui(x). 

Démonstration. On a vu à la proposition 5.2 du chapitre 6 que si (Ti) est 
dans C00 (JR,E'(JR3)) et <p dans C 00 (JR3 ), alors la fonctiort (t, x) 1--, (Tt * <p)(x) 

appartient à C 00 (JR4 ). On en déduit que ( t, x) 1--> ui ( x) est C 00 sur JR4 . Alors 

pour 1/J E C0 (]0,+oo[xlR3), (u,1/J) = JRfnpui(x)'lj;(t,x)dxdt, donc u est 
donnée par la fonction Ut(x). • 

2.2. Propriétés de la solution 

Dans ce paragraphe, u désignera la solution donnée par le théoreme 2.1 ( dont 
on verra qu'elle est unique). 

Proposition 2.3 (Décroissance à l'infini). Si f,g sont dans C8°(JR3), on 
a 

Démonstration. On a u(t, x) = ui(x) = (Tt*g)(x)+(TP) *f)(x) = (1)+(2). 
On a, (1) = (Tt,g(x - ·)) = 4~ fs2 g(x - tw)dw. Comme g E ego, on peut 

3 
écrire g(x - tw) = - J/00 f. (g(x-sw))ds = I: ft+oo w; /! (x- sw)ds d'ou, 

i=l i 

3 

(1) = 4~ I: J/00 J82 -f-,,w;i;;(x-sw)s2 dwds. Or -J-,, S -b et lwd S 1; donc, 
i=l 

3 

l(l)I S 4~ fI I: J/00 fs2 l/!(x - sw)js2 dwds, d'ou, en posant, y = sw, 
í=l ' 

3 3 

l(l)I S 4!.ti~ÍiYl~tli;;(x-y)jdy S 4;ti~lli;;IIL'(Rª)" Ensuite d'apres 

(1.3), (2) = (T/1l * f)(x) = 4~ J82 J(x-tw)dw+ 4~ f, f82 *f-(x -tw)w; dw. 
i=l i 

Un calcul identique montre que, 

1 3 li âf li 1 1(2)1 s 41Tt2 L,·--1 ÔX; L'(Rª) + 41rt L llâ"' fllL'(Rª)· 
lal=2 

• 
~roposition 2.4 (Propagation à vitesse finie). Soit f,g E Cg"'(JR3) telles 

que supp f C { x E JR3, lxl S R}, de même que supp g, alors pour tout t > O, 
suppu(t, ·) e {x E lR: lxl SR+ t}. 

Démonstration. On a u(t,x) = (Tt,g(x - ·)) + (TP) f(x - ·)) = (1) + (2). 
Ensuite, (1) = 4~ J82 g(x - tw)dw. Pour t > O fixé, si lxl > R + t, on a 
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lx - twl 2: lxl - ltl = lxl - t > R, donc g(x - tw) = O et (1) = O. De même 
pour (2), d'ou le résultat. • 

Proposition 2.5 (Príncipe de Huygens). Soit f,g E C0 (JR3 ) telles que 

suppf e {x E JR.3 : !xi SR}, de même que suppg, alors u est nulle dans 

l'ensemble {(t,x): t > R, lxl < t- R}. 

Démonstration. Eneffet, si t > Ret lxl < t-R, on a lx-twl 2: ltwl-lxl = 
t- lxl > R, donc g(x-tw) = O pour tout w E S2 et 4~ f 82 g(x -tw)dw = O; 

donc (Tt, g(x - ·))=O. On montre de même que (TP), f(x - ·))=O. • 

Voici un dessin qui résume les propositions 2.4 et 2.5. 

-R supp(f,g) R 

figure 1 

Proposition 2.6 (Domaine d'influence). Soit (t0 ,x0 ) E R+ x JR.3 • La 

valeur de la solution u au point (to, x0 ) ne dépend que de la valeur des 

données f, g sur l'intersection de l'hyperplan t = O avec le cône rétrograde de 

sommet (to,xo). 

Démonstration. Notons C(t0 , x0 ) ce cône (voir fig. 2 ci-dessous). La propo

sition dit que si on modifie les données en dehors de C(t0 , x0 )n{(t, x) : t = O}, 
on ne modifie pas la valeur deu en (t0 ,xo). Cela découlera du fait suivant: 
si les données sont nulles sur C(t0 , x 0 ) n { t = O} alors la solution est nulle 
dans tout le cône C(t0 ,x0 ) (considérer la différence de deux données). On a 

C(to,xo) = {(t,x): lx - xol < to - t, t < to}. Supposons clone f = g = O 

pour lx - xol < to i.e. supp f (et supp g) e {x: lx - xol 2: to}. Pour t E]O, to[ 
on a, supp(Tt * g) e suppTi + suppg C {x: lxl = t} + {x: lx - xol 2: to} C 

{x : lx - xol 2: to - t}. En effet, si x = y + z avec IYI = t et lz - xol 2: to, 

on a lx - xol 2: lz - xol - lYI 2: to - t. Par conséquent si (t,x) est tel que 
lx - xol < to - t, on a (Tt * g)(x) = O (de même pour Tf) * f) dane u = O 
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dans C(to,xo) et par cantinuité dans C(to,xo) i.e. u(to,xo) = O. 

(taxa 

figure 2 

li 

Propasition 2. 7 ( Conservation de l'énergie). Saít f, g E C0 (IR3 ) et u 

la solution donnée parle théoreme 2.1. Pour tout t E IR on a 

3 

ouJV·J 2 =L\J,;\ 2
. 

i=l t 

Démonstration. La quantité 2E(t) est appelée « l'énergie de la salutian à 

l 'instant t » ; la propasitian affirme que cette énergie est canservée au cours 

du temps et qu'elle est donc égale à l'énergie des dannées. 

Nous savans, d'apres le théareme 2.2 et la propositian 2.4, que 

u E c=(IR4 ) et que paur taut t E IR, la fonctian x 1---> u(t,x) appartient 

à C0 (JR3 ). II est alars facile de vair que la fonction t >-> E(t) est C 1 sur IR et 

que l'an peut la dériver sous le signe intégral. 

Notans (,) le produit scalaire de L 2 (IR3 ). On a, 

d (o2u ou ) ~ ( ou 82 u ) dtE(t)=2Re ot2 (t,·), ot(t,·) + L...,2Re 8x (t,·), axa/t,·). 
i=l t t 

Camme u(t, ·) E C0 (JR3 ), une intégration par parties mantre que, 

On en déduit que, paur t E JR, 

puisque Du(t,x) = O sur IR x JR3 • II en résulte que E(t) = E(O). Remarquons 

qu'un argument de densité (de C0 (IR3 ) dans H 1 (IR3 ) et L2 (IR3 )) permet de 

montrer que l'énoncé reste valable paaur f E H 1 (IR3 ), g E L2 (IR3 ). • 
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2.3. Le probleme inhomogene 
-4· -4 

Rappelans que IR+= {(t,x) E IR x IR3 : t 2". O}. On <lira que F E C 00 (IR+) 
si c'est une fonction de ]O, +oo[ xIR3 dans C et si il existe G E e= (JR4 ) telle 

que F = G pour t > O. Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant. 

Théoreme 2.8. Soit F E c=(i:) ct J,g E V'(IR3 ). II existe (ut) appar

tenant à e= (IR, 1)1 (IR3 )) telle que, si u est la distribution sur IR4 associée 

(cf. 2.1)), on a 

(2.4) { 
Ou = F dans 1)1 (IR+ x IR3), 

Uo = f, 
u~l) = g. 

Démonstration. Suppasans qu'il existe (vt) E C00 (JR, V'(JR3 )) telle que 

{ 
Ov = F dans 1)1 (lR+ x IR3), 

(2.5) Vo = Ü, 

v~1 ) = O. 

Sait ü la salutian dannée parle théareme 2.1. II est facile de vair que u = ü+v 

vérifie (2.4). Il suffit dane de résaudre (2.5). 

Proposition 2.9. II existe une fonction v E C00 (IR:) telle que, si 1 'on pose 

Vt = v(t, ·), alars v est salutíon du probleme (2.4). 

Démonstration. Notans F la fonctian définie sur IR.4 par, F(t,x) = F(t,x) 

si t > O, F( t, x) = O si t s; O. Alors F E 1)1 (JR4) et supp F est cantenu 

dans {(t,x) E JR4 : t 2". O}. Sait E la salutian élémentaire de l'opérateur O 

canstruite dans la propasition 1.3. On a supp E= {(t, x): t:::, O et t = lxJ}; 
camme les ensembles {(t,x) : t 2 O} et {(t,x) : t 2". O et t = JxJ} sant 

canvalutifs (voir chapitre 6, exemple 6.2 e)), la canvalution E* F est bien 
définie. Posans 

(2.6) V= E* F E 1)'(JR4 ). 

On a alars le lemme suivant. 

Lemme 2.10 

(i) Dv = F dans V'(IRt), 

(ii) V E C00(~), 

(iii) v(O, ·) = t~ (O,·) = O. 
Démonstration 

(i) Soit 1/1 E C0 (IRt). On a Dv = (DE) * F = F d'au (Ov, 7/J) = (F, 7/J) = 
(F, 'lj;) car F = F paur t > O. 

(ii) et (iii) résulterant du lemme suivant. 
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dans C(to,xo) et par cantinuité dans C(to,xo) i.e. u(to,xo) = O. 

(taxa 

figure 2 

li 
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3 

ouJV·J 2 =L\J,;\ 2
. 

i=l t 
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2.3. Le probleme inhomogene 
-4· -4 
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Lemme 2.10 
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(ii) V E C00(~), 

(iii) v(O, ·) = t~ (O,·) = O. 
Démonstration 

(i) Soit 1/1 E C0 (IRt). On a Dv = (DE) * F = F d'au (Ov, 7/J) = (F, 7/J) = 
(F, 'lj;) car F = F paur t > O. 

(ii) et (iii) résulterant du lemme suivant. 
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Lemme 2.11. Pour t ?: O, on a 

(2.7) (E*F)(t,x)= t ( 4S F(t-s,x-sw)dwds. lo ls2 7í 

Admettons un instant ce résultat et montrons (ii) et (iii). Rappelons 

que F E C00 (iR!), c'est-à-dire qu'il existe G E C00 (JR4 ) telle que F = G 

pour t > O. Considérons pour (t,x) E lR x JR3 , la fonction H(t,x) = 
J; Ís• 4':, G(t - s, X - sw)dwds. Jl est facile de voir que H E C00 (.IR4) et 

- - =4 
que H = E*F pour t > O. Donc E*F E C00 (1R+)- Comme li (E*F)(t, x) = 
4~ Ís• F(O, x- tw)dw + J; fs2 li[·· ·Jdwds, il est évident que (E *F)(O, x) = 
li (E* F)(O, x) = O, ce qui prouve le lemme 2.10, la proposition 2.9 et le 
théoreme 2.8. a 

Démonstration du lemme 2.11. La difficulté dans la preuve de (2. 7) réside 

dans le fait que P n'est pas une fonction C00 au voisinage de t = O. On 
commence clone par la tronquer au voisinage de ce point. Soit X E C00 (JR), 

x(t) = 1 si t ?: 1, x(t) = O si t :S O et J x(t)dt = 1. Posons Fe(t,x) = 
x(~) F(t, x). Alors Fe E C 00 (1R4). Nous allons montrer que, 

(2.8) (E*Fe)(t,x)= t ( 4S Fe(t-s,x-sw)dwds. 
lo ls• 7í 

Si E était à support compact, cette formule résulterait immédiatement de 

la proposition 2.3, (i) du chapitre 6. Mais ici les supports sont seulement 
convolutifs et clone d'apres le théoreme 6.4, chapitre 6 on a, 

E* Fe =(BE)* (BFe) pour l(t,x)I :SR 

ou BE C 00 (JR.4) est égale à 1 dans un voisinage de la boule {l(t, x)I ::; p(R)}. 

On peut évidemment supposer p(R)?: 3R. Comme BFE C8° on a, 

(E* Fe)(t, x) = (BE, (BFe)(t - ·, x - ·)) = (E, B(·)(BFe)(t - ·, x - ·)) 

= 1t 4: fs
2 
B(s,sw)B(t-s,x-sw)xC:s) 

F(t- s,x - sw)dwds. 

Comme O :S s :S t, on a l(s, sw)l 2 = jsj2 + lsl2 = 2s2 ::; 2t2 ::; 2R2, puis 

l(t-s,x-sw)l 2 = lt-sl2 +lx-swl2 :S 8R2 , si l(t,x)I :SR. Alors, l(s,w)I::; 3R, 

l(t - s,x - swl :S 3R et B(s, sw) = B(t- s,x - sw) = 1, ce qui prouve (2.8). 

Ensuite x(~) P converge vers .F dans Lfoc(JR4), clone dans 1J'(JR4). Alors 

E* Fe converge vers E* P dans 1J'(JR4) clone dans 1Y(JRt). D'autre part, 
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le second membre de (2.8) converge uniformément sur tout compact de IR.4 

t . 
vers J0 fs• 4':, F(t .- x, x - sw) dwds (clone dans V'). En effet supposons 

(t,x) E (O,M] x B(O,R) et considérons 

Ie(t,x) = it fs, 4: (xC: 8 ) - 1) F(t - s, x - sw)dwds. 

Alors O :S t - s < t :S M et lx - swl :S lxl + lsl :::; R + M. II existe clone 
A > O tel que, IF(t - s, x - sw)I :::; A. Ensuite x = l pour t ?: 1 donc 

I (t x) = J,t J ...!!.... (· • ·) F(· · ·) dwds d'ou 
E ' t-E S2 4,r 1 

llel :::'. fLe fs2 4':, 2Adwds :::'. 2Att: :::'. 2AM é. 

On peut passer à la limite dans l'égalité (2.8) et on obtient l'égalité (2.7) 
dans V'(Rt)- Mais les deux membres de (2.7) étant des fonctions continues 

sur Rt, on a l'égalité ponctuelle. • 

2.4. Unicité de la solution 

Théoreme 2.12. Soit ( ut) E C 00 (1Ri, V' (JR.3)) une solution de Ou = O pour 

t > O, telle que uo = u~1) = O. Alors (ui) = O. 

Ce résultat implique évidemment l'unicité de la solution du probleme de 

Cauchy (2.4). 

Démonstration. Posons pour t E lR, Üt = . On a alors (üt , <p) = { 
Ut t?: Ü (k) 

o t < o 
H(t)(utl,<p), pour O::; k::; 2. Le cas k = O est évident. Pour k = l soit 

<p E C8° (JR.3) ; on a, 

car (ui, <p)ôt=O = (uo, <p) ôt=O = O. Le cas k = 2 est analogue puisque u~1) = O. 

D'autre part (i::iiii,<p) = (iii,6.tp} = H(t)(ui,6.<p) = H(t)(i::iui,<p). Donc 
(ü?) - 6.iit,9') = H(t)(ui - i::iui,tp). Soit alors ü la distribution associée à 

(ui) i.e. 

(ü, 1") = L (üt, 1/J(t, ·)} dt. 

Alors, (cf. (2.3)), pour 1/J E C8°(R4), 

(Oü,7/J} = L (u~2)-i::iüi,7/J(t,·))dt= i+oo (u~2l-t:iui,'l/J(t,·))dt = (Ou,1/J). 

Donc Oü = O dans V' (IR.4) et le théoreme résultera du lemme suivant. 
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Lemme 2.13. Soit ü E V'(IR4 ) telle que suppü e { (t, x) : t 2: O} et Oü = O. 
Alors ü = O. 

Démonstration. Les supports de ü et de la solution élémentaire E de O sont 

convolutifs. On peut clone former E* ü. On a D(E * ü) =OE* ü =E* Oü; 

d'ou J0 * ü =E* O= O, i.e ü = O. • 

Corollaire 2.14. E est l'unique solution fondamentaJe de O à support dans 
=4 
IR+· 

Chapitre 10 

La transformation de Fourier 

C'est une transformation d'une importance capitale en Analyse et plus 

particulierement en équations aux dérivées partielles. Elle permet, entre 
autre, de convertir des problemes de nature différentielle en des problemes 

algébriques, souvent plus faciles à résoudre. Les distributions !ui fournissent 
un cadre tres général et particulierement bien adapté. 

1 • L'espace S(lRn). La transformation de Fourier dans 
S(lRn) 

1.1. L'espace de Schwartz S(IRn) 

Toutes les opérations sur V' que nous avons étudiées ont été définies par 

dualité à partir de C8° ; il était important pour cela que C8° soit invariant 
par ces opérations. Or, comme nous !e verrons plus loin, la transformée de 

Fourier d'un élément (non identiquement nul) de C8° n'est jamais à support 

compact. Il faut clone commencer par trouver un espace qui soit invariant par 
la transformation de Fourier. L'espace de Schwartz S(lRn) conviendra. 

Définition 1.1. L'espace S = S(lRn) est constitué des f<;_mctions u appar
tenant à C00 (lRn) telles que 

Toutes les dérivées d 'un élément de S tendent vers zéro à l'infini « plus 
vite» que tout polynôme. Voici des exemples. 

Exemples 1.2 

(i) C8°(lRn) E S. 

(ii) La fonction u(x) = e-lx12, x E lRn, appartient à S. 

(iii) Plus généralement, pour z E C tel que Re z > O, la fonction sur ]Rn, 

u(x) = e-zlxl2 appartient à S. 
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Remarquons que l'on aurait pu, dans la définition 1.1, remplacer la 

condition (1.1) par lxlk 1afJu(x)I :S ckfJ, pour tous k EN, (3 E Nn, X E ]Rn ou 

par lim lx°' ao u( x) 1 = O, pour tons a, (3 E N. 
lxl-•+oo 

Vaiei quelques propriétés élémentaires dont nous laissons les preuves au 

lecteur. 

(1.2) Muni des semi-normes p0 i3(u) = sup lx"8f3u(x)I, a,(3 E Nn, S est un 
xEJRn 

espace vectoriel métrisable et complet. 

Soit I un intervalle de lR et <.p : I x lRn -+ C. On <lira que <.p E Cº(I, S) si, 

pour tout .,\ E I, on a <.p(À, .) E S et, pour tout .,\0 E I, toute suite (Àj) 

de I convergeant vers Ào on a Hm Pa13(<.p(Àj, ·) - <.p(Ào, ·)) = O, pour tous 
1-+= 

a, /3 E Nn. On définit de maniere analogue C 1(I, S) puis Ck(I, S) pour k 2'. 2. 

Par exemple S (JR x lRn) C Ck (JR, S), pour tout k E N. 

(1.3) Pour tout a E Nn, les applications u r-t x°'u et u r-t 8"u sont continues 

de S dans S. 

(1.4) Le produit de deux éléments de S appartient à S. 

(1.5) C0 (lRn) est dense dans S. 

(1.6) Pour tout 1 :S p :S +oo, Se LP(JRn). 

1.2. Transformation de Fourier dans S 

Définition 1.3. Pour u E S, la transformée de Fourier de u, que l'on note u 
ou Fu, est la fonction sur lRn définie par, 

(1.7) 

OU. X· Ç = X1 Ç1 + ... + XnÇn· 

Cette définition a bien un sens puisque, d'apres (1.6), e-ix·t;u E L 1 (JRn). 

Remarque 1.4. On peut trouver, chez certains auteurs, une autre définition 

de íl dans laquelle x · ç et dx sont remplacés par 21r(x · ç) et (21rtdx. Les 

deux théories sont, bien entendu, tout à fait paralleles; seules les formules 

difíerent de puissances de 21r. 

Exemple 1.5. Soit z E C tel que Re z > O. Soit u(::c) = e-zlxl 2
• On a, 

(1.8) '(C) ( vir) n .::.ili.: 
U ', = .,/z € 4z • 
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1) On commence par -!e cas n = 1 et z = À > O. Par définition, u(ç) = 
J e-,xt; e-.\x 2 dx. Le . théoreme de dérivation de Lebesgue montre que ü 

est dans C 1 (JR) et ~t (<';) = J -ixe-ixi; e-.\x 2 dx. II suffit pour cela de 
-.\· 2 L1(m,) e -.\ 2 i d -Àx2 remarquer que xe x E 11'.. omme xe x = - 2 .\ dx e , on a 

~t (ç) = 2\ J e-íx( d~ e-.\x2 dx et une intégration par parties montre que 

~t = -fx J e-íxi; e-.\x2 dx, de sorte que u est solution de ~~ = --fx ú, avec 

u(O) = J e-.\x2 dx = ~' dont l'unique solution est, u(O = ~e:::;;. 

2) Cas n 2 1 et z = À > O. On peut écrire, en utilisant !e théorême de Fnhini 

'( ) (:E)n .::.ili.: de sorte que u ç = ,/>, e •" . 

3) Enfin, pour n 2 1 et z E rl = {z E C: Rez > O} considérons à ( fixé la 

fonction, 

<I>(z) = / e-ixçe-zlxl2 dx. 

C'est une fonction holomorphe de z dans O. En effet, l'intégrant est holo

morphe et, si z est dans un compact de n, on a en particulier Re z ~ E, d'ou 
1e-ix·çe-zlxl2 1 :S e-élxl2 E L 1 (JRn). Pour z =.,\E IR+ on a, d'apres l'étape 

précédente, 

(1.9) 

Le membre de droite de (1.9) se prolonge en une fonction holomorphe sur 

l'ensemble n. Ces deux fonctions holomorphes coYncident, d'apres (1.9), sur 

l'axe réel positif. Le príncipe du prolongement analytique implique qu'elles 

cofocident dans n, ce qui prouve (1.8). 

Théoreme 1.6. La transformation de Fourier F est une application linéaire 

bijective bicontinue de S sur S. Si on pose pour v E S, 

(1.10) 

alars F envoie S dans S et on a FF = F F = identité de S, i.e. F- 1 = F. 

Démonstration. Montrons tout d'abord que F et F envoient S dans S. 
Comme Fv(x) = (21r)-n.Fv(-x), il suffit dele faire pour F. Tout d'abord 

on a .Fu E C 00 si u E S. En effet pour x fixé la fonction ç 1-t e-ix·ç u(x) est 
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e= et Jaf(e-ixçu(x))I 

:Fu E C00 et, 

(1.11) af :Fu(ç) = J e-,xl;(-ix)f3u(x)dx. 

On montre ensuite, par intégrations par parties successives, que pour 
a,{3 E Nn, 

(1.12) 
f.°'8f :Fu(ç) = j[(-Dx)ªe-ixç]((-ix)f3u(x))dx 

= j e-ixç D~((-íx)f3 u(x))dx. 

On déduit de (1.12) que, 

lf.°'àf :Fu(ç)I::; / ID~(x13 u(x))ldx < +oo, Vç E nr' 

ce qui prouve que :Fu E S(JRn) et que l'application u >-> :Fu est continue de 

S dans S d'apres la formule de Leibniz. 

Prouvons que :F :Fu = u pour u E S. I1 nous faut considérer l'intégrale 
J eix ç ( J e-iy ç u(y) dy) dç. Mais la fonction (y, ç) >-> eix ç e-iy ç u(y) n'appar

tenant pas à L1 (JR; x lRf ), on ne peut intervertir les intégrales. On remarque 

alors que, d'apres le théoreme de convergence dominée, 

lim / eix·ç e-el-El 2 u(ç)dç = lim Ie = J eÍX·ç u(ç)dç. 
E-0 é--+Ü 
e>O 

Comme la fonction (y, ç) >-> eix-{ e-el.El 2 e-iy·{ u(y) appartient à L1 (R; x Rf), 

pour é > O, on peut utiliser le théoreme de Fubini et en déduire que, 

D'apres (1.8) on a 

Ie = (~r / e -tx.-:1"
2 u(y)dy = 1r~ 2n J e-lzf u(x - 2./iz)dz. 

D'apres le théoreme de convergence dominée, lim Ie = 1r~ 2n u(x) J e-lzl 2 dz = 
e-o 

(21rtu(x), d'ou, f eix•ç u(ç)dç = (21rtu(x). 

L'égalité :F :Fu = u a une preuve identique. B 

Remarque 1.7. II résulte de l'égalité Fv(x) = (21r)-n:Fv(-x) que l'on a 

:F:Fu = (21r)nu, ou u(x) = u(-x). 
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2 .. Propriétés' de la transformation de Fourier dans s 
Elles sont résumées dans le théoreme suivant. 

Théoreme 2.1. Pour u, v E S on a, 

(i) J u(ç)v(ç)dç = J u.(x)v(x)dx, 

(ii) f u(x)v(x) dx = (21r)-n f ü(ç)v(ç)dç. 
En particulier, J ju(x)l2dx = (21r)-n J ju(ç)J 2 dç, 

(íií) U * V E S et :F( U *V) = Ü · v, 
{iv) U-V = (21r)-nü *V 

(v) Diu= ÇjÜ, ou Di = t 8~ , 
J 

( .)~· D- 'D ia 
VI XjU = - j U, OU j = i àf;i · 

Démonstration 

(i) Le membre de ganche vaut J (J e-ix ç u(x) dx) v(ç) dç. Comme l'intégrale 

double est absolument convergente, elle s'écrit, par !e théoreme de Fubini, 
J ( J e-ix( v(ç) dç) u(x)dx = J v(x)u(x)dx. 

(ii) Appliquons (i) à u et w = (21r)-n"õ. On a J ü(ç)w(ç)dç = J u(x)w(x)dx. 
D'autre part w(x) = (21r)-n J e-ixçf5(ç)dç = (2n)-n J eixçfJ(ç)dç = 
Fv(x) = v(x), d'ou !e résultat. 

(iii) Tout d'abord u * v est bien définie par J u(y)v(x - y)dy car v E L00 , 

u E L 1 et donc l'intégrale converge absolument. Ensuite, à y fixé, la fonction 

x ,_.. u(y)v(x - y) est e= et 1ag(u(y)v(x - y))I = ju(y)(al>v)(x - y)I ::; 
M13lu(y)j E L1, donc u * v E C00 et af3(u * v) = u * é)f3v. Enfin, comme 

x°' = (x - y + y)ª = I: (ª) (x - y)'Yy°'-'Y on peut écrire, 
"ISª 'Y 

x"'ai>(u * v)(x) = xª(u * a13 v)(x) = L ( ~) (xª-'Yu) * (x'Y af3v) E L00 (JRn), 
"IS°' . 

donc u * v E S. Ensuite, comme d'aprês le théoreme de Fubini-Tonelli la 
fonction (x, y) >-> u(y)v(x - y) est dans L1(R2n) on a 

(U*V)(ç) = jj e-ix·çu(y)v(x -y)dydx 

= j e-iy·(;u(y)(j e-i(x-y)·çv(x -y)dx)dy = ü(ç)v(ç). 

(iv) Appliquons (iii) à 'P = ft, 'lj; = v. On a <j; = (21r)nu, ,,j; = (21rrv et 

:F(cp'I/;) = :F(ü · v) = :F(:F(u * v)) = (21r)nu*v. Ensuite, 

(u*v)(ç) = (u * v)(-ç) = j u(77)v(-ç - 77)d77 = (21r)-2n j <j;(-77'),,i;(ç + 77)d77 

= (21r)-2n J <j;(77),,i;(ç - 77)d77 = (21r)-2n (<j; * ,,j;)(ç). 
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( v) Par intégration par parties on peut écrire, 

et 

J ' 1 8 118 _, A e-,x·(-:--u(x)dx=--:- -8 (e ,x()u(x)dx=çju(ç) 
i 8Xj l Xj 

(Xjii)(ç) = J e-ix·( Xju(x)dx = J -i 8~j (e-ix·l)u(x)dx 

= -~ ~ Je-ix·lu(x)dx = -Djú(ç), 
i 8.;j 

par le théoreme de dérivation de Lebesgue. • 
J. L' espace S' et la transformation de Fourier dans S' 

3.1. L'espace S' des distributions tempérées 
Définition 3.1. S'(IRn) = S' est le dual topologique de S, i.e. !'espace 

vectoriel des formes linéaires continues .de S dans C. 
Donc une application linéaire, T : S -> C appartient à S' si et seulement si, 

:Jk, l EN) :JC >o: l(T, cp)I ::::; e L sup lx"' a.B cp(x)I, \/cp E s. 
lol~k xERn 
1/319 

Remarques et exemples 3.2 

(i) S' s'injecte dans V'(IRn) par application T >--> Tlcõ(Rn)· En effet si 
K est un compact de lRn on a sup lx"'8.Bcp(x)I::::; CK,asupjô.Bcpj, pour 

xERn K 

cp E C0 (K), de sorte que, l(T, cp)I ::::; C( I: CK,o) I: sup jô.Bcpj; clone 
l<>I :<;k l/31 :",l K 

Tlcõ E V'. Ensuite si Tlcõ = O, alors T = O sur S, car C0 est dense dans 
S; l' application est clone injective. 

(ii) On a E' e S', car si T E E' elle est définie sur C 00 clone sur S et il 
existe Kcc IRn, l EN et C > O tels que l(T,cp)I::::; C I: sup jô.Bcpj pour tout 

l/3l~l K 
cp E S. 

(iii) Si T E S' alors g;, et Xi T sont dans S', i = 1, ... , n. Cela résulte 
immédiatement de la définition. Donc si P est un polynôme sur lRn et a E r:,in, 

PôªT E S'. 

(iv) Soit f E C 00 {1Rn) vérifiant la condition suivante : 

Alors, pour TE S', JT E S', ou (JT,cp) = (T,fcp}, \/cp E S. En effet pour 
cp E Sona Jcp E S et l'application cp >--> fcp est continue de S dans S. 

,. 
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(v) Pour 1 ::::; p ::::; +oo, LP(JR.n) e S'(JRn). En effet, tout élément f de LP 
définit une forme linéaire continue sur S par cp >--> J J ( x) cp( x) dx. On écrit 

pour cela, IJ f(x)cp(x)dxj ::=; IIJIIL•Jl'PJIL•, ou l + l = 1. Si q = +oo c'est p q 
terminé et si q < +oo on écrit, pour un entier N > n, 

J jcp(xWdx = /(1 + jxl)-N (1 + lxl)N jcp(xWdx 

::=; (/ (l +d;l)N) s:p(l + jxl)N lcp(xW se[ s:p(I + lxl)~ jcp(x)f. 

(vi) Comme la fonction x >--> 1 est dans L00 , si P est un polynôme P(x) -1 = 
P(x) E S'. Plus généralement, si f : IRn -> C est une fonction mesurable 
telle que !f(x)j ::::; IP(x)I, x E lRn, ou P est un polynôme, on a f E S'. En 
effet, soit N > n + dº P. On a, 1 J f(x)cp(x)dxj ::::; J(l + jxl)-N IP(x)J · (1 + 
Jxl)N Jcp(x)jdx::::; {J(l + lxl)-NIP(x)jdx) sup(l + jxl)Njcp(x)j. 

Rn 

(vii) Mais pour appartenir à S', il n'est pas nécessaire d'être majoré par un 
polynôme. En effet, soit, pour x E R.n, f (x) = ex ei ez. Alors IJ ( x) j = ex, mais 
f (x) = t l,,, eiez E S' car eiez E L00 (JR). 

(viii) Par contre, la fonction f(x) = ex2 n'appartient pas à S(R.). En effet 
soit '1/; E Cõ(IR), supptp e (0,2], '1/; = 1 sur [t,1]. Considérons pour j 2: 1, 
'Pi(x) = e-x1P(y) E C0 e S. Pour tous a,/3 EN on a, 

Mais (J,cpj) = f0
2j ex' e-x'l/;(y)dx 2: Jj ex2 -xdx 2: ief..:.j -> +oo si 

j-> +oo. De même, pour tout é> O, eelxl (/. S'(JRn). 

(ix) Soit TE S' et <p E Ck(J, S), ou k EN et I est un ouvert de R.n. On pose 
F(.>.) = (T, cp(.>., · )). Alors F E Ck(J). Ce résultat est l'analogue pour !'espace 
S', du lemme 6.1, chapitre 2. 

(x) On peut aussi définir la convergence des suites dans S'. Soit (Tj)jEN une 
suite de S' et TE S'. On <lira que _lim Ti= T dans S', si ,lim (T·,cp) = 

J-++oo J-++oo 3 

(T, cp), pour tout cp E S. Le théoreme 1.4, chapitre 4, est encore vrai dans ce 
contexte. 

(xi) Soit I un intervalle de IR. On peut définir l 'espace Ck ( J, S') en disant que 
(Tt) E Ck(J, S') si, pour tout cp E S, l'application de J dans C, t ....... {Tt, cp) 
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Rn 
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contexte. 

(xi) Soit I un intervalle de IR. On peut définir l 'espace Ck ( J, S') en disant que 
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appartient à Ck(J). Les résultats du § 3, chapitre 4 restent vrais lorsqu'on 

remplace D' par S' et C!f par S. 

3.2. Transformation de Fourier dans S' 

Théoreme-Définition 3.3. Si T E S', la transformée de Fourier de T, 
notée FT ou T, est la forme linéaire sur S définie par 

(3.2) (FT, rp) = (T, Frp), \/t.p E S 

etFTES'. 

En effet FT E S' car l(T,Frp)I::; C I: Pa13(Frp) (ou les Pa/3 sont des 
lo.l:s• 
1/319 

semi-normes de S) puisque T E S'; mais comme F est continue de S dans 

S, Pa,13(Frp) est majoré par des semi-normes de rp dans S. • 

On définit FT par une formule analogue à (3.2). 

Théoreme 3.4. La transformation de Fourier est une application linéaire, 
bijective et bicontinue sur les suites de S' dans S' et F- 1 = F. 

Démonstration. Cela résulte du théoreme 1.6. En effet, on a F FT 

FFT = T pour tout TE S' car (:FFT,rp) = (FT,Frp) = (T,FFrp) 
(T, rp) pour <p E S. Donc :F est bijective et F-1 = F. Ensuite, si Ti -> T 

dans S' on a (FTi,'P) = (Tj,:Frp) -t (T,Frp) = (FT,rp), clone FTi-> FT. 

De même pour :F. • 

3.3. Propriétés de la transformation de Fourier dans S' 

Théorême 3.5 

(i) La transíormation de Fourier dans S' coincide avec la transformation de 

Fourier dans S (définie en (1.7)) si TE S. 
Pour T E S' on a, 

(ii) F:FT = (21rrt, ou (T,rp) = (TJp) et <j>(x) = t.p(-x). 

(iii) F(DjT) =/:,j:FT, Di = f8i, 

(iv) F(xiT) = -D;FT. 

Démonstration 

(i) résulte du théoreme 2.1, (i); (ii), (iii), (iv) résultent tres facilement de la 

remarque :1.7 et du théoreme 2.1, (v), (vi). • 
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Exemples et rem;írques 3.6 

1) F80 = 1. En effêt (Fóo,'P) = (80,Ft.p) = (Frp)(O) = J t.p(x)dx = (l,rp). 

2) Fl = (21rt óo, car Fl = F F bo = (21rt bo = (21rr 80. 

3) Soit À E lR \ O et T = ei.\lxl 2 E S'(JRn). Nous allons montrer que, 

(3.3) 

ou sgn À désigne le signe de À. 

En effet pour E > O, posons T" = e-Elxl 2 ei.\lxl 2 E S(!Rn). On a 

T,: -t T dans S', car (T,:,rp) = J e-Elxl2 ei.\lxl 2 rp(x)dx converge, d'apres le 

théoreme de convergence dominée, vers J ei.\lxl2 rp(x)dx = (T, rp). On en 

déduit que FT,:-> FT dans S'. Ensuite, FT,: = Fe-z,lxl 2 ou Ze: = t: - i>.. 

D, , ( ) (J,r)n -1~1 2 • ·w apres 1.8 , FT,: = ,;z; e 4 ,, • S1 À > O, Z,: tend vers >.e-'•, clone 

.Jz; -> J:\e-if et si À < O, Z,: -> l>-1 e; i, donc .Jz; -> M ei i. 

En résumé .Jz; -> Jµfe-isgn.\·f. D'autre part e-~~;; converge vers 
. 1~,2 J ~ J _ 1~,2~<+iÃ) 

e-'....-x- dans S'(JRn). En effet e-*=,XJ rp(ç)dç = e •<• +"2> rp(ç)dx et 

-lçl2(€ + i>.) t:lçl2 
1 exp ( 4(t:2 + >,2) ) l lrp(ç)j = exp ( - 4(€2 + >,2)) lrp(ç)j :S jrp(ç)I E L1(JRn); 

clone le théoreme de convergence dominée fournit la conclusion. On en déduit 

( l7i · À w) n · IEl2 
queFT= _V_"eisgn ·, e-'.r. 

M 
4) Soit, pour j = 1, ... ,k, T; E S'(JRn;) et T = T1 ® ... © Tk. Alors 

FT = (FT1) ® ... © (FTk)- Il suffit de le prouver pour k = 2. On a 

(F(T1 ©T2), rp) = (T1 ®T2, Ft.p) = (Ti, (T2, Ft.p(y1 + ·))). Or (Frp)(y1 +y2) = 
Jf e-i(6 ·Y, +frY2) rp(6 + 6) d6 d6 = Ft;, ( J e-iy, ·6 cp(y1 + ·) dçi), d'ou, 

(T2,Ft.p(Y1 + ·)) = (Ft;, T2, f e-iy,·{, cp(6 + ·)) 

= J e-íy,·ç, (:F6 T2, 'P(6 + ·))dç1 = Fçi (:F6 T2, rp(çi + ·)) 

d'apres l'analogue du corollaire 6.4, chapitre 2. Donc 

5) Soit D une matrice réelle, diagonale, inversible, D= diag(>.;). Alars 

(3.4) 
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ou sgn D est la signature de D qui est égale à n+ - n_, ou n+ (resp. n_) est 

le nombre de Àj > O (resp. Àj < O). 

En effet ei(Dx,x) = T1 0 ... 0 Tn ou Tj = é\j x~. 11 suffit alars d'appliquer 4) 

et 3) ci-dessus. 

6) Soit A E GL(n,R). Si TE S' on a To A E S' et 

(3.5) F(ToA) = ldetAr1 (FT)o 1A- 1 . 

En effet, 

l(ToA,<p)I = ldetAr1 1(T,<poA-1)1 :Se L sup lxª8/3(<poA-1 (x))I 
ial:5k xERn 
1/ll:5' 

Dane T o A E S'. Ensuite on peut écrire 

(F(ToA),<p) = (ToA,<p) = ldetAl- 1 (T,c,ôoA-1 ) 

<p(A-l~") = J e-i(x,r'{) <p(x)dx = J ei('A-'x,{) <p(x)dx 

= 1 detAI / e-iy·{<p(1 Ay)dy = 1 det AIF(<p o t A)(ç). 

Alars, 

7) Soit B une matrice n x n réelle, symétrique et inversible. Alors, 

'(B ) 7rn/2 . ~ B • (B-'" ") Fe' x,x = e'•sgn e-• ,,, 
JldetBI 

(3.6) 

ou sgn B est la signature de la matrice B. 

En effet, il existe une matrice orthogonale A et une matrice diagonale D 
telles que B = ADA-1 . Notons S = ei(Dx,x). Comme (DA- 1x,A-1x) = 

(ADA- 1x,x) = (Bx,x) on a ei(Bx,x) = S o A-1. Utilisant (3.5), on peut 

écrire F(ei(Bx,x)) = F SoA- 1 car I det AI= 1 et t A= A-1. Or, d'apres (3.4), 
FS = (jd~Dl)n/2 ei'tsgnDe-!<D-'U). Comme detD = detB, sgnD = 

sgnB et (D-1 A-1ç,A-1ç) = (AD- 1 A-1ç,ç) = (B-1ç,ç), on déduit (3.6). 

8) Si TE S' est invariante par rotation (i.e. To A= T pour toute matrice 

A orthogonale), 'Í' est aussi invariante par rotation. En effet, on a alors 

FT = F(To A) =:FTo A car ldetAI = 1 et 1A-1 = A. 
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9) Si T est homogene _de degré m, alars 'Í' est homogene de degré -n - m. 

En effet To A>. = >."'!.T ou A>.= >.Id, >.>O; alars 'Í' = >,,-m F(T o A>.) = 
>,.-m >,.-n 'Í' o A;: 1 ou A.x" 1 = t Id. Posant Í = µ il vient, 'Í' o Aµ = µ-m-n T. 
10) Si TE S' est paire (resp. impaire), il en est de même de 'Í'. T paire veut 

dire To A= T ou A= -Id; alors FT = F(ToA) = FToA, car I detAI = 1 
et A- 1 = A. Même raisonnement si T est impaire. 

11) Soit T = vpi. Alors TE S'(R) et 'Í' = -2i1r H + i7r, ou H est la fonction 

de Heaviside. En effet, pour <p E S, (vpl, cp) = lim J;1 i> ,p(x) dx = lim l,:. 
X E-tO X _€ X E--+0 

On a le = Íe-:;lxlSI ,p~x) dx + Íixl;:::l ,p~x) dx = Je + K. On écrit <p(x) = 
cp(O) + x'ljJ(x), ou j'ljJ(x)I :S s~pl<p'(x)I. Comme J<:SlxlSl ~dx = O, on a 

le = Íeslxl-5 1 1P(x)dx + ÍixJ;:::i ~dx. D'apres le théoreme de convergence 

dominée, J~ I" = ÍixJ$1 'ljJ(x)dx + Íixl;:::I ~ dx. On en déduit que, 

1 \ vp!, 'P) 1 :S Csup l'P'(x)I + ( { d:) sup lx<p(x)I. 
X R ljxj;:::1 X xEIR 

Donc vp ~ E S'. Calculons 'Í'. On part de l'égalité, xvp ~ = 1. On en déduit 

F(xT) = 2m5o d'ou -f fl.'Í' = 21róo. II en résulte que, 'Í' = -2i7rH +: C. 

Comme T est impaire, T l'est aussi; donc -2i1r + C = -C, d'ou C = i1r. 

D'autre part FFT = 21ri' = -21rvpl, donc -2i1r :F H +i1r·27l'Óo = -21rvpl 
par conséquent F H = -i vp i + 1róo.x x' 

4 • Transformée de Fourier des distributions à 
support compact 

Théoreme 4.1. Si TE l''(Rn), 'Í' est une fonction C 00 sur JR.n donrn:e Jk•l' 

'Í'(ç) = (Tx, e-ix·{). De plus, il existe k EN tel que l8f 'Í'(ç)I :'.S_ Co:(1 + IW\ 
pour tout a E Nn et tout ç E lRn. 

Démonstration. Posons v(O = (Tx, e-ix·{); d'apres le lemme 6.2, chapitre 2, 

on a, v E C 00 (1Rn) et 8fv(ç) = (T, (-ix)ªe-ix·{); il existe donc k EN, C > O 
et K compact de lRn tels que 

l8fv(ç)I :Se L sup 1a~(xª e-Íx·{)I :S C' (1 + IWk. 
J/31-Sk xEK 

Il reste à prouver que v = 'Í'. Pour <p E Có"' (!Rn) on peut écrire, 

('Í', <p) = (T, c,ô) = \ Tx, J e-ix·{ <p(ç)df..) = (Tx, (<p{, e-ix·{)) 

= (Tx © <p{, e-ix·{)' 
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('Í', <p) = (T, c,ô) = \ Tx, J e-ix·{ <p(ç)df..) = (Tx, (<p{, e-ix·{)) 

= (Tx © <p{, e-ix·{)' 
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ce qui a un sens puisque Tx ® 'PI;. E E'(JR~ x lRJ) et (x,ç) >-+ e-irç est C00 • 

Par conséquent on a également, 

(T', <p) = (<pç, (Tx, e-ix f.)) = j <p(ç) v(ç) dç = (v, <p). 

On en déduit que f = v sur C0 (JR.n) qui est dense dans S(JRn). Donc T = v 

sur S. 1111 

Exemple 4.2. Nous allons calculer la transformée de Fourier de la mesure 

de surface da-R portée par la sphere de JR.3 de centre O et de rayon R. Comme 

cette mesure est à support compact on peut appliquer le théoreme 4.1 et 

écrire, 

da-R(ç) = (da-R, e-ix f.) = 1 e-ix-f. da-R. 
lxl=R 

La mesure da-R est invariante par rotation. En effet, soit A une matrice 

orthogonale. On a (da-R o A, <p) = (da-n, <p o A- 1 ). D'autre part, en posant 

x = Ay, on voit que pour r > O, fixl<rrp(A- 1x)dx = Jiyl<r<p(y)dy, puisque 
JAyl = IYI et I det AI = L En passant en coordonnées polaires, cettc égalité 

s'écrit, J; ÍixJ=t<p(A- 1x)da-tdt = J; Íixl=t<p(y)da-tdt. En dérivant cette 
égalité par rapport à r, puis en faisant r = R, on déduit que (da-R, <poA- 1 ) = 
(da-R, rp). 

Il résulte du théoreme 4. 1 et de !'exemple 3.6, 8), que a:;;;, est une fonction 

e= invariante par rotation. Par conséquent a:;;;,(f,) = a:;;;,(o, O, jçl) = 
ÍixJ=Re-ix3 lf.lda-R. En coordonnées polaires on a, x 1 = RsinlJcos<p, x2 = 
R sinlJ sin rp, x 3 = R cose, ou O< rp < 21r, O< IJ < 1r, et da-R = R2 sin IJdlJdrp. 

On a alors, 

Posons t =cose. Il vient, 

da-R ( ç) = 27r R2 e-íRlf.it dt = 21r R2 _e -- = 41r R2 _i_n-'--''-'-'-/
1 [ -iRlf.it] 1 8· (RjçJ) 

-1 -iRlçj -1 RJçl 

d'ou, 

(4.1) 
sin(Rjçj) 

jçJ 
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5 • Transformation de Fourier dans L 1 et L 2 

On sait que I} (JR.n) et L2 (JR.") sont contenus dans S' (JRn ). Nous allons étudier 

la restriction à ces espaces de la transformation de Fourier. 

Théoreme 5.1 

1) Si T E L 1, T est donnée par la. fonction continue T(ç) = J e-ix f. T(x) dx. 
De plus T tend vers zéro à l 'infini. 

2) Si T E L1 et T E L 1 , on a :FT = (27r t t presque partout. 

3) L'application T >-+ (27r)-? T esl une isométrie bijective de L2 sur lui

même. 

Démonstration 

1) Pour tp E S, on a 

(T,<p) = (T,(p) = j T(x)cj;(x)dx = J T(x)(j e-ixf.rp(ç)dç)dx 

= j rp(ç)(j e-ixf.T(x)dx)dç, 

la derniere égalité étant justifiée par !e théoreme de Fubini, applicable ici 
puisque T(x)<p(ç) E L 1 (JR.2n). On a clone 

(T,rp) = (v,<p), ou v(ç) = J e-ixf.T(x)dx E L00 (1Rn). 

II résulte facilement du théoreme de convergence dominée que v est continue 

sur !Rn et et du théoreme de Riemann-Lebesgue que v tend vers zéro à l'infini. 

2) On a, dans S', :FT = (21rrt. Comme TE L 1 , les deux membres sont des 

fonctions de Lfoc· L'égalité a donc aussi lieu presque par,tout. 

3) On a vu au théoreme 2.1, (ii) que pour <p E Sona, ll'PIJL2 = (21r )-? ll'Pl!L2. 
D'autre part S est dense dans L2 (en fait C0 est dense dans L2 ). Soit alors 

TE L 2 et (T1) e S telle que Ti -> T dans L 2 • Comme (Tj) est de Cauchy 

dans L2, il résulte de l'égalité précédente, que (Y'j) est de Cauchy dans L2 . 

On en déduit que T1 -> T dans S', d'ou T = g dans S'. Donc T E L2 . 

Ensuite, en passant à la limite dans l'égalité 11TíllL2 = (27r)-~ l1Tíl!L2, on 

obtient IJTIIL2 = (21r)-? IJT!lp. On en déduit que T t--t T · (27r)-i est une 

isométrie. Elle est bijective car elle est inversible ( utiliser :F). • 
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6 • Transformation de Fourier et convolution 

Théoreme 6.1. Si TE S' et SE E', on a T *SES' et F(T * S) = 'Í' S. 

Démonstration. Remarquans taut d'abord que l'expressian 'Í' S est bien 

définie, car S est une fonction C00 sur Rn telle que Jâf S(ç)J S Ca(l + Jçj)k 
et 'Í' E S' (cf. remarques et exemples 3.2, (iv)). Suppasons tout d'abard 
T, S E E'. On sait alars que T * S E E' et 'Í', S sant C 00 • D'autre part, en 
désignant par (·, ·) le produit scalaire de JRn, on a 

F(T * S)(ç) = (T * S, e-i(·,O) = (Ty © Sz, e-i(y+z,ç)) 

= (Ty, (Sz, e-i(z,(.) e-i(y,f.))) = (Ty, e-i(Y,Ü)(Sz, e-i(z,ç)) = 'Í'(ç) S(ç). 

Soit maintenant TE S', SE E'. On utilise le lemme suivant. 

Lemme 6.2. II existe (Ti) CE' telle que Ti---+ T dans S'. 

Démonstration. Sait (} E C0 (JRn), (} = 1 si Jxl S 1, (} = O si lxl 2: 2. 

Posans Ti= B(J) T. Alars, pour <p E S, l(Ti -T, cp)J = l(T, (B(f) - 1) cp)J S 
C L sup lxºâ13 ((B(J) - l)cp(x))I S ~' Pk',d'P)---+ O. • 

IQl$k xERn 
llll$l 

On déduit du lemme que Ti ---+ 'Í' dans S' . Ensuite, comme Ti, 
S E E', il résulte du premier cas que F(Ti * S) = Ti S et, comme S est 
à croissance lente, 'Í'i S ---+ 'Í' S dans S'. Posons U = F('Í' S) E S' ; on a 
alors, Ti * S = F('Í'iS) ---+ F('Í'S) = U dans S', dane dans V'. D'autre 

part Ti * S ---+ T * S dans V'. On en déduit que T * S = U E S' et 
:F(T * S) = FU = 'Í' S, ce qui prouve le résultat cherché. • 

Vaiei un autre cas nan cauvert par le théareme précédent. Si T E S' et 

<p E S, on peut définir T * <p par, 

(6.1) (T* cp)(x) = (T,cp(x - ·)). 

La remarque 3.2, (ix) mantre que T * <p est une fonction C 00 et que 

â~(T*<p)(x) = (T,â°cp(x-·)). D'autrepart, si 'Pe---+ <p dans S, T*'Pe---+ T*<p 
dans S'. 

Théoreme 6.3. Soit T E S' et cp E S, alars T * cp E C 00 n S' et 

(6.2) F(T * cp) = (p'Í'. 
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Démonstration. SQít 1/; E Cõ; an a (T * cp,1/;) = ((Ty,<p(x - y)),1/Jx) = 
(Ty © 1/Jx, cp(x - y)) = (Ty, (cp(x - y), 1/Jx)) = (Ty, <p * 1/J). On en déduit que 

l(T * 'P, 1/J)I s C L sup Jyª(<p * 8131/;)(y))I. 
ial$k yERn 
llll$i 

Or, Jyª(<p * a/31/; )(y)I = 1 / (y - z + z)° <p(z) â/31/;(y - z) dzl 

= 1 L ( ~) / z'Y <p(z)(y - z)º--r â/31/;(y - z)dzl 
-y$o 

S c( L j jz'Y <p(z)Jdz · s:p lxª--r â/31/;(x)I). 
. -y$a 

Donc T * <p E S' puisque Cõ est dense dans S. Montrons la formule (6.2). Si 
cp E C0 , il résulte du théareme 6.1 que, F(T * cp) = 'Í'(p. Ensuite si <p E S, il 

existe (i.pi) e C0 telle que 'Pi---+ <p dans S. Alors F(T *'Pi)= 'Í'cpi. D'autre 
part 'Í'cpi ---+ 'Í'cp dans S' et T * 'Pi ---+ T * cp dans S'. On en déduit que 

F(T *'Pi)---+ F(T * cp) dans S' et clone :F(T * cp) = cp'Í'. • 

7. Transformation de Fourier partielle et applications 
Dans JRP x JR.n, naus noterons ( t, x ), ou t E JRP et x E JRn, la variable. Pour 
cp E S(JRP x JR.n), on définit la transformation de Fourier partielle en x par la 

formule 

(7.1) Fcp(t,ç) = <jí(t,ç) = 1 e-ix·çcp(t,x)dx. 
Rn 

Alors J: est bijective de S(JRP x JRn) dans lui même, d'inverse 

Cela permet de définir f: sur S' (JRP x ]Rn) par 

(7.3) (J:r, cp) = (T, F<p), <p E s(JRP x 1r). 

Alors J: est un isamorphisme bicontinu (sur les suites) de S'(JRP x JRn) dans 
lui-même. 11 est ensuite facile de vérifier que l'on a les formules, 

(7.4) { 
~(D':T) = ç0 f:T ~u. D':= DC:: ... D':;, 

F(xªT) = (-Dç)ªFT, 
- /3 13-F(Dt u) = Dt Fu. 

1 a 
Dx; =-:--8 , 

i Xi 
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Exemple 7.1. Calculons f:bo. On a (f:bo, cp) = (bo, J:b) = J:cp(O, O) = 
J cp(O, ç)df;, = (ôt=O © lç, cp); c'est une mesure portée par l'ensemble 

{(t,f;,):t=O}. 

7 .1. Application à la recherche de solutions élémentaires 

1) On cherche E E S'(Rt x R~) à support dans l'ensemble {(t,x): t 2 O}, 

telle que OE = ôo, ou O = 8; - i'..x est le d'Alembertien dans Rt x R~. Il est 

équivalent de résoudre l'équation, f:DE = J:b. D'apres les formules (7.4) et 

!'exemple 7.1, cette équation est équivalente à, 

(7.5) 

Hors de t = O, la distribution E est solution de l'équation (8; + jf;,J 2 )E = O. 
C'est une équation différentielle en t qui admet des solutions de la forme 

a(f;,) cos(tjf;,j) + b(f;,) sin(tjf;,1). Comme on souhaite que E soit à support dans 

t 2 O on tente de prendre E de la forme, 

E(t,f;,) = H(t)(a(ç) cos(tjf;,I) + b(f;,) sin(tjf;,I)) 

en espérant trouver a et b telles que Ê appartienne à S' (Ri x R~) et soit 

solution de (7.5). On a alors, 8iÊ = ôt=o(a(f;,) cos(tJf;,1) + b(f;,) sin(tjf;,I)) + 

H(t)(-jf;,ja(f;,) sin(tjf;,I) + jf;,jb(ç) cos(tjf;,I)) H(t)(-jf;,Ja(ç) sin(tlW+ 

Jf;,j b(f;,) cos( tjf;,I)) + ôt=O 0 a(f;,). De la même façon, 

8; E= H(t)(-Jf;,j2(a(f;,) cos(tjf;,j)+b(f;,) sin(tjf;,J)))+bt=o®lf;,Jb(f;,)+b;=0 ®a(ç), 

de sorte que, (8; + Jf;,j 2 ) E= ôt=O ® jf;,j b(f;,) + ôi=o 0 a(f;,). 
Pour que E soit solution de (7.5), il suffit clone de prendre a= O et b(f;,) = 1J1 
c'est-à-dire de poser, 

(7.6) 

On définit ainsi une fonction C00 en f;, telle que J.Ê(t,f;,)j::; max(t,0). Donc 

on obtient un élément Ê de S'(Rt x R~) solution de (7.5) et par conséquent 

une solution élémentaire E de O définie par, 

- - r 00 
( / sin( tJf;,I) ) (7.7) (E,,p) = (FE,,p) = Jo jf;,j cp(t,f;,)df;, dt. 

Pour n = 3, nous allons retrouver la solution élémentaire donnée au 

chapitre 9. En effet, nous avons vu au § 4, exemple 4.2 que pour t > O, 

(7.8) 
sin(tjf;,j) dcrt 

JçJ 41rt 
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Donc (E,0) = Jtxo('i';t,cp(t,·))dt. Comme ('i';t,cp(t,·)) (*1,0(t,·)), 
on obtient (E,0) ~ Jt)O 4; 1 (dcrt,0(t,·))dt, pour tout <p E S(Rt x R~)- En 

posant 0 = 7/J, on obtient, 

1+00 1 1 1+= t 1 (E,v1) = -4 v,(t,x)dcrtdt= ·- 4,(t,tw)clwdt. 
O 7íl lxJ=t O 47r Jwl=l 

On retrouve la formule (1.9), chapitre 9. 

2) Exarninons le cas de l'opérateur de la chaleur, P = ft - i'..x. Résoudrc 

P E = 80 est équivalent à résoudre ( Ôt + Jf;,1 2 ) Ê = ôt=O © lç. En dehors 

de t = O, Ê est solution de ( 8t + Jf;,J 2 ) Ê = O. Cette équation admet des 
solutions de la forme a(f;,)e-tlçl 2

• On tente donc de trouver une fonction a 

telle que E(t,f;,) = H(t)a(f;,)e-tl(l 2 soit solution de notre probleme. Comme 

8i.Ê = -jf;,j 2 H(t)a(ç)e-tlçl 2 + ôt=O © a(ç), on voit qu'il suffit de prendre 

a(ç) = 1, i.e. E(t,f;,) = H(t)ctl(l 2
• Cette formule définit bien un élément de 

S'(Ri©R~) qui appartient à S(Rn) pour tout t > O. Cornme j: J:T = (21rt T 
on obtient (21r)n E= H(t)J-e-tl1;l 2

• En utilisant !'exemple 1.5, on en déduit 

( ) 
- ( ) ( ) !! -lxj2 _ _.!!_iil_ -jxj2 

21r n E = H t 1f 2 e •• , alors E = E et E = (4,rt)n/ 2 e-4,-. 

3) L'opérateur de Schrõdinger, P = 81 - ii'..x. Un raisonnement identique 

conduit à prcndre .E(t,ç) = H(t)e-itl(l 2 E S'(Rt x R~). L'exemple 3.6, 3) 
H(t) (y?f)n · ~ -lxl 2 H(t) . ~ -~ montre que E= -- - e-in, e'-..-- = e-in, e' ., est une 

(21r )n Jt ( 47rt)n/2 
solution élémentaire de P, à support dans t 2 O. 

8 .. Le théoreme de Paley-Wiener-Schwartz 
Il s'agit d'un résultat permettant de caractériser, à l'aide de la transformée 

de Fourier, le fait qu'une fonction (puis une distribution) ait un support 

compact. 

8.1. Le cas des fonctions 

Théoreme 8.1 (Paley-Wiener) 

1) Soit <p E C0 (Rn) avec supp <p C { t E Rn : jtj ::; r }. II existe une Eonction 
F: cn -+ C, holomorphe sur cn telle que F(f;,) = cp(f;,) si f;, E Rn et 

(8.1) V N EN, :3CN >O: IF(z)J ::; CN (1 + Jzl)-N erl Imzl, V z E cn. 

2) Réciproquement, soit F : cn -+ C une Eonction holomorphe sur cn 
vérifiant (8.1). II existe <p E C0 (Rn) telle que supp tp e { t E lRn : JtJ < r} 
et cp(ç) = F(f;,) si f;, E Rn. 
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(7.5) 
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- - r 00 
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JçJ 41rt 
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Rappelons ce que signifie «F holomorphe sur cn )>. Un point z de cn 

est repéré par ses coordonnées, z = (z1, ... , zn), ou Zj = Xj + iy1 E C, 
j = I, ... , n. Une fonction F: C" ---+ C est holornorphe sur cn si l'application 

de IR2n dans e, (x1,Y1, ... ,Xn,Yn) f----+ F(x1 +iy1,- .. ,Xn + iyn) est de classe 
C l . . . 1 EJF l ( EJF + . EJF) Q t t . t d et s1 pour tout J = , ... , n, a,, = 2 ax, i ay, = en ou pom . e 
cn. 
Re1narque 8.2. Le résultat ci-dessus montre en particulier qu'il n'existe 

pas, en dehors de la fonction nulle, d'élément <p E C0 (JR.n) tel que (p soit à 

support compact. En effet, d'apres 1), (p est la restriction à !Rn d'une fonction 

holomorphe. C'est donc une fonction analytique sur l!P et une telle fonction, 

nulle sur un ouvert non vide, est identiquement nulle sur !Rn. 

Démonstration du théoreme 8.1 

1) Posons pour z E cn, F(z) = ÍRn e-itzcp(t)dt ou t · z = t tjZj. Notons 
j=l 

f(t,z) = e-itzcp(t). On a trivialement ~=O, j = 1, ... ,n. D'autre part, 
J 

si JzJ :S R, jtf (t,z)I = ji[-(t,z)j = Jtje-itz<p(t)J = Jtjélmz<p(t)j :S 
rerRJ<p(t)I, car (tJ :Sr sur !e s~pport de <p. On en déduit qu'on peut dériver 

l'intégrale sous !e signe somme; il résulte que fJ: = O pour Jzj < R, pour tout 
J 

R > O. On a d'autre part, F(f,) = <jj(ç) si ç E lRn. Reste à prouver (8.1). On a 
n 112 n N 

Jzl = ( I; lzjl 2 ) :S L Jz11, d'ou JzlN :S CN L JzjjN, pour N EN. Ensuite 
j=l j=l j=l 

zf F(z) = f(-Di,)N(e-it-z)<p(t)dt, ouDtJ = ta~,- Comme <p E C0 (JR"), 
on peut intégrer par parties et on obtient zf F(z) = J e-it-z D{; 1.p(t)dt, d'ou 

Jzf F(z)I :S J e1 1 Im zlJDf, <p(t)J dt :S erl Im zl J JD{; <p(t)j dt, puisque Jtj :S r sur 

supp<p. II en résulte que pour tout N EN on a, JzJNJF(z)j :S C~erllmzl, ce 

qui prouve (8.1). 

2) Posons <p(t) = (21r)-n ÍRn eit-x F(x)dx. Comme, d'apres l'inégalité (8.1), 

(1 + !xl)N F E L1(lRn), pour tout N E N, l'intégrale est bien définie et 

<p E C 00 (JRn). Nous allons montrer que supp<p e {t: Jtl::; r}; on aura alors 

<p E C0 et l'égalité <p = F résultera du fait que <p = :F F. La premiere étape 

consiste à montrer que pour tout y E JR-rl on a, 

(8.2) <p(t) = (21r)-n { eit-(r+iy) F(x + iy)dx. 
ÍRn 

Cette égalité sera une conséquence de l'a.ffirmation suivante : 

{ 

pour tous nombres complexes z2, ... , Zn fixés, l'intégrale 

(8 3) I -J+oo it1(x1+iy1)+it'-z' F( · )d · - -= e x1+iy1,z2, ... ,zn xi, est 

indépendante de Y1 E lR; ici t' = (t2, ... , tn), z' = (z2, ... , zn). 
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Soit r R le contour de' e décrit dans la figure 1. 

j '"" 

-R o R Rez 

figure 1 

La fonction g( z) = eit, z+it' ·z' F( z, z2, ... , zn) étant holomorphe sur C, on a 

Írn g(z)dz = O, ce qui s'écrit 

JR 1Y1 1-R g(x 1)dx1 + g(R+ iy)idy + g(x1 + iy1)dx1 
-R O R 

+ jº g(-R+ iy)idy = O. 
Y1 

Lorsque R ---+ +oo, les deuxieme et quatrieme intégrales tendent vers zéro. 

En effet, on peut écrire 

n n 

r(IYI+ L jlmz;I) 

jg(R + iy)j S CN(l + R + jyl)-N e 1=2 

-t1y- L t1 Imz1 

e j=2 

et par conséquent, 

si R-> +oo. 

Le raisonnement est !e même pour g(-R + iy). Comme d'apres (8.1), 
· ' ' N fR f +oo ( ) Jg(xi)\ :S CNle'1 z 1(1 + \x11)- , on a Rlim -Rg(x1)dx1 = _00 g X1 dx; 

-+oo 
il en est de même pour la troisieme intégrale. Donc (8.3) est prouvé et (8.2) 

également. 

Soit t E ]Rn \ O. Prenons dans (8.2}, y = >. W ou ..\ > O. Alors t · y = >. itl et 

IYI = ..\. Soit N > n + 1. On a d'aprt:s (8.1), 

d'ou, j<p(t)J S CNe(r-ltl).\ JRn(l + \xl)-N dx. En faisant tendre ..\ vers +oo, 

on en déduit que 1.p(t) = O si r - ltl <O.Dane supp<p C {t: Jtj Sr}. • 
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8.2. le cas des distributions 

Théoreme 8.3 (Paley-Wiener-Schwartz) 

1) Soit TE ['(Rn), d'ordre No, telle que suppT C {t E Rn : !ti :Sr}. Il 

existe alors une fonction F: icn -> C, holomorphe, telle que F(ç) = 'Í'(ç) 
si ç E Rn et, 

2) Réciproquement, soit F : cn -> C holomorphe vérifiant (8.4). Il existe 

alars TE ['(]Ir) telle que suppT e {t: Jtl :Sr} et 'Í'(ç) = F(ç) pour 
ç E Rn. 

Démonstration 

1) Posons F(z) = (T,e-i(·,z>), z E icn. II résulte facilement du lemme 6.2, 

chapitre 2, que la fonction (x1,YI,···,Xn,Yn) >-> F(x1 +iyl,···,Xn + iyn) 
est de classe C 1 sur R2n et que 8!' (z) = (T ..JL e-i(·,z)) = O. Donc F est 

8z; ' ÕZj 

holomorphe sur icn. D'autre part, comme T E [' est d'ordre N0 , il existe 

C > O et K compact, voisinage arbitrairement petit de suppT, tels que 
IF(z)I :S C I: sup j8~e-ix·z1. Comme K e {x : lxl ::; r + t:}, on a 

lol$N0 xEK 

IF(z)I ::; e L izºie<r+E)!Imzl ::; C'(l + lzl)N°e(r+E)1Imz1. La constante 
lol$No 

C' étant indépendante de E, on peut faire tendre E vers zéro et on obtient 
l'inégalité (8.4). 

2) Pour x E Rn on a, d'apres (8.4), jF(x) 1 :S C (1 + lxl)No. Donc la restriction 
de F à Rn appartient à S'; il existe donc T E S' telle que FIRn = 'Í'. II reste 

à montrer que T E [' avec suppT C {x : lxl :S r}. Soit p E Có"'(!Rn) telle 
que suppp e {x: !xi :S 1}, p 2: O et J p(x)dx = 1. Posons p,;:(x) = cnp(f). 
D'apres le théoreme 8.1, f1,;: se prolonge en une fonction holomorphe sur icn 
(que nous noterons A(z)) telle que IPe(z)I :S CN,e{l + lzl)-N ee1Imzl, pour 

tout z E cn et N EN. Posons Fe(z) = F(z) JJ,a(z). D'apres (8.4) on a, 

IFe(z)I ::; CNo(l + lzl)No CN,e(l + lzl)-N e<r+E)llmzl' V z E cn' V N EN. 

Le théoreme 8.1, 2) implique alors qu'il existe </>e E Có"'(!Rn) telle que 

J,;:(ç) = Fe(ç) pour ç E !Rn et supp<f>., C {x: lxl :Sr +t:}. 

Soit '1/J E Có"'(Rn) telle que supp'I/J C {x: !xi> r}. Nous allons montrer que 

(T, '1/J) = O, ce qui prouvera que suppT C {x: lxl :Sr}. Tout d'abord, comme 
supp 'ljJ est compact, il existe Eo > O tel que supp 'ljJ e { x : lxl 2: r + Eo}. Don e, 

(8.5) '1/J(x)if>,,(x) = O pour tout é< t:o. 
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On a 

la derniere égalité étant justifiée par le théoreme de convergence dominée 
puisque F,a(ç) = F(ç)p(t:ç) -> F(ç) si E -> O et jF,a(ç).F'I/J(ç)I ::; CjF(ç)j. 

IF'I/J(/;,)I E L1, car IF(t;,)I :S C(l + IONº et .r'I/J E S. Alors, 

(T,'1/J) = lim/J"(ç).r1/J(ç)dç= Iimf</J"(x)'I/J(x) =O 
ê-O E-O 

d'apres (8.5). • 
8.3. Application 

Pour t > O fixé, considérons la distribution Tt E S'(Rn) donnée par, 

{8.6) (T, ) = (J:(sin(tjçj)) ) 
t' cp 11;,1 'cp ' 

Lorsque n = 3, nous avons calculé explicitement Tt {cf. (4.1)) et nous avions, 
en particulier, suppTt e {x E IR.3 : lxl = t}. Nous allons montrer, dans le cas 
général, le résultat suivant. 

Proposition 8.4. suppTt e {x E Rn: !xi::; t}. 

Démonstration. Nous allons utiliser le théoreme 8.3. On a 'Í't(ç) = sinf;jrn. 
Considérons la fonction F sur cn définie par, 

{8.7) 

Remarquons que, 

(8.8) h(z) = l/;,1 2 -1771 2 + 2i (ç, 77) · 

L e • d "' d { +oo (-1)'(' 1••+1 a 1onct1on e IL, ans C, ( >-> G Ç) = I: (2k+i)! est holomorphe sur 
k=O 

C, car la série converge normalement sur tout disque {(: 1(1 ::; R}, R > O. 
La fonction cn -> C, z >-> h(z) est trivialement holomorphe sur cn. Donc 

la fonction z >-> F(z) = G(h(z)) est holomorphe sur cn. D'autre part, si 
_ n _ ~ (-l}'J{J"12•+1 _ sin(tl{J). A z - ç E R , on a F(ç) - 0 (2k+l)! - I{ , donc F prolonge T1 

k=O 
à icn. II reste à prouver que IF{z)I::; C(l + lzl)N° etl Imzl. Si lh(z)I ::; 1 on a 
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8.2. le cas des distributions 
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On a 
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!F(z)I s I: (2t::~)! = C(t). Si !h(z)! > 1, soit Zune racine carrée de h(z), i.e. 
k=O 

2 _ += (-l)kz2kt2k+1 _ 1 += (-l)k(tZ)2k+1 _ 
Z = h(z). Alors IZI > 1 et F(z) - L (2k+l)! - z L (2k+l)! -

k=O k=O 

sin~Z) d'ou, F(z) = 2iz(eitZ - e-itZ) et jF(z)I s .,11;t s etllmZI. Si 

Z = a+ ib on a, IZl 2 = lal 2 + IW = lh(z)I = [(lçl 2 -1111 2) 2 + 4 (ç, 77)2) 112, 
d'apres (8.8); clone, lal2 + IW S [ (lçl 2 - ITJ!2) 2 + 4 lçl2 l771 2] 112 = lçl 2 + ITJl 2 . 

D'autre part Z 2 = lal 2 - IW + 2i (a, b), d'ou lal 2 - lbJ2 = Re h(z) = lçl2 -11112 • 

On en déduit que, 21w s 2ITJ!2. i.e. !ImZI s llmzl. Il s'en suit que 
jF(z)! S etl!mzl_ En résumé, jF(z)! S (C(t) + l)etllmzl. • 

En utilisant la distribution définie par (8.6), on peut développer, en dimension 
n quelconque, la théorie sur l'équation des ondes décrite au chapitre 9. 

9 • La méthode de la phase stationnaire 
Il s'agit d'une méhode qui permet de décrire le comportement lorsque 

.À --> +oo d'intégrales de la forme, 

(9.1) 

ou <p est une fonction e= sur JR.n à valeurs réelles et a E C0 (JR.n). 

L'asymptotique de J(>.) va dépendre du comportement de <p sur le support 

de a. 

ler cas. Si ip'(x) c/ O pour tout x E suppa, alors, pour tout N EN, il existe 

CN > O telle que, 

(9.2) 

En effet, considérons, pour x E supp a, l'opérateur différentiel, 

(9.3) L= ~ n l 8<p ~, 
i ?; ll<p'(x)ll 2 8xj 8xi 

ou ll'P'(x)ll 2 = I: (;f )2. On a alors, Lei>.<p = >.ei>.<p et clone 
j=l , 

(9.4) À~ LN ( ei>.<p) = ei>.<p, pour tout N E N, 

ou LN = L o ... o L. 
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· t _'1~8( 1 !!:e..) S1 on note Lu -_-- 1 /;:1 Bx; l!<f''(x)ll 2 Bx; u le transposé de L, comme 

a E C0 (JR.n), des intégrations par parties successives montrent que, pour 
NEN, 

d'ou, 

2eme cas. Il existe xo E suppa tel que <p'(x0 ) = O. Un tel point est appelé 
un point stationnaire ( ou critique) de <p, ce qui donne son nom à la méthode. 
Dans ce cas, il faut affiner la discussion. Le cas suivant intéressant est celui ou 
<p11 (x0 ) (la dérivée seconde) est non dégénérée. On fera l'hypothese suivante. 

(9.5) { II existe un unique xo E su~pa tel que 

ip'(xo) = O; <p11 (xo) est non dégénérée . 

Dans ce cas, le comportement de J(>.) est fourni par la proposition suivante. 

Proposition 9.1. Pour tout N E N, il existe a0 , ••• , aN dans C ( dépendant 
de a et de <p) une Eonction RN et une constante CN > O tels que, pour tout 
.À~ 1 on ait, 

(9.6) { 
J(>.) = ei>.<p(xo) takrJ;}-k + RN(>.) 

k=O 

IRN(>.)I S CN >,-J;}-N-l · 

(2,r)n/2 . ~ "( ) : De plus, a0 = -J e•,sgn<p xo a0 (xo), ou sgn désigne la signature. 
1 det<p"(xo)I 

Démonstration. On commence par traiter le cas particulier ou xo = O et 

(9.7) 
1 

<p(x) = 2(Bx,x), 

ou B est une matrice symétrique de GL(n, JR.). Le cas général se ramenera 
à celui-là. On a alors J(>.) = J éj(Bx,xla(x)dx = (é~(Bx,x),a), ou on a 
considéré eij(Bx,x) comme élément de S'(JR.n). Comme :F :F = Id, on peut 
écrire, J(>.) = (:F ij(Bx,x), F a). En utilisant l'exemple 3.6, 7), on en déduit 

(9.8) 
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La formule de Taylor avee reste intégral montre que, pour (} E R, on a, 

N ( ·(J)k (JN+I 11 
eiB = ~ _i_ + -- (1 - t)N ÍN+I eitB dt. 

L k! N! 0 
k=O 

On en déduit, 

(9.9) 

En particulier, le terme eorrespondant à k = O vaut L 

En utilisant (9.8) et (9.9), on peut éerire, 

(2 )n/2.>,-n/2 N >,-k J · k 
J(..X)= 7f eifsgnB[L- (-!:..(B-lç,ç)) Fa(ç)dç 

y'jdetBI k=O k! 2 

+..x-(N+I) J FN(..X,ç).ra(ç)dç]. 

On trouve clone la formule (9.6) avee, 

a = (21rrl2 eifsgnB (-il j(B-lç çl .ra(ç)dç 
k y'jdetBI 2kk! ' 

RN(À) = Zi..x-i-N-leifsgnB J FN(Ã,ç).ra(ç)dç. 

Lorsque k = O appara'it dans a0 la quantité J Fa(ç)dç = [F(Fa)J(O) = a(O). 
Pour traiter le eas général on utilise le résultat suivant. 

Lemme 9.2 (Morse) Soit 'P E C2 (Rn), Xo E Rn tels que, dtp(xo) = o 
et det ( 8 ~ 2a"'x, (x0 )) f O. II existe alors un voisinage V de xo et un 
dífféomorphisme x de V sur un voisinage U de zéro tels que pour tout y E U 
on ait, 

(9.10) <p(x-1(y)) = <p(xo) + ~ (yf + · · · + Y~ - Y~+1 - · · · - Y!) 

ou sgn<p"(xo) = 2r - n. 

Admettons un instant ee lemme et terminons la preuve de la propo

sition 9.1. Soit (} E Co"(V), (} = l dans un voisinage de xo et écrivons 
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D'apres l'hypothes~; sur !e support de (1-B) a, <p n'a aueun point stationnaire, 

i.e. <p1 (x) cp O. On déduit du ler eas que, lh(..X)I :S CN ..x-N, pour tout N E N 
et À :::O: 1. Ce terme va entrer dans !e reste. 

Dans l'intégrale li posons, c(x) = O(x)a(x) puis, x = x- 1 (y). En utilisant !e 

lemme de Morse on peut éerire, 

ou B est la matrice diagonale (bii), avee b;i = 1, 1 :S i :S r, b;; = -1, 

r + 1 :S i :S n. En utilisant (9.6) obtenue dans le eas partieulier (9. 7) on en 

déduit (9.6) dans le eas général. Calculons a0 . Comme I det BI = l on obtient 
a0 = (21r)-lreifsgnBc(x-1(0))ldetJ([1)(0)I. D'autre part c(x-1 (0)) = 

c(x0 ) = B(xo)a(x0 ) = a(x0 ) et sgnB = sgn<p"(x0 ). Enfin, en dérivant deux 

fois l'égalité (9.10) qui s'éerit, <p(x-1 (y)) = <p(x0 ) + ! (By, y), on obtient 

tp"(x-1(y))(x-1)'(y)(X-1)'(y) + 'P'(x-1(y))(x-1)"(y) = B; si Y = o on a 

x- 1(0) = xo et <p'(xo) = O, d'ou <p"(xo)(x- 1)'(0)(x- 1)'(0) = B et clone 

1 det<p"(xo)II det J(x- 1)(0)12 = 1, ee qui donne la valeur eherehée de ao. • 

Démonstration du lemme de Morse. Faisons tout d'abord quelques 

réductions. En posant '!j;(x) = <p(x+x0 )-<p(x0 ), on obtient '!j;(O) = d'lj;(O) = O 

et det'lj;"(O) f O. Ensuite eomme 'lj;"(O) = <p"(x0 ) est réelle, symétrique et 
non dégénérée, il existe une matrice A telle que tA'lj;"(O)A = B = (b;i), avec 

b;; = 1 si 1 Si Sr, b;; = -1 si r + 1 Si S n. Posons 'lj;1(x) = 'lj;(Ax). Alars 

1P1 (O) = O, d'lj;1 (O) = d'lj;(O) · A = O et 'lj;" (O) = t A'lj;" (O) A = B, et il suffit de 
prouver le lemme pour 'lj;1 . D'apres la formule de Taylor avee reste intégral, 

on peut éerire, 

(9.11) 'lj;1 (x) = ~(x,Q(x)x), ou Q(O) = (8::::k (o))= B. 

Supposons que nous trouvions, pour x voisin de zéro, une matrice A(x) de 

Mn(R), à eoefficients C00 telle que A(O) = Id et, avee B définie ci-dessus, 

(9.12) tA(x)BA(x) = Q(x). 

Posons alars x(x) = A(x)x. On déduit de (9.11), (9.12) que, 

1 1 
1P1(x) = 2(x/ A(x)BA(x)x) = 2 (A(x)x, BA(x)x) 

1 = 2(x(x), Bx(x)). 
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1 1 
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On obtient clone, si x est inversible pres de zéro, 1P1(x-1(y)) = }(y,By) ce 

qui est exactement (9.10). II suffit donc de résoudre (9.12). 

Consídérons l'application F : Mn (IR) _, Symn (JR) ( ou !e deuxieme espace 

est celui des matrices réelles syrnétriques), F(A) = tABA. Calculons sa 

différentielle au point A= Id. On a, F(Id +.\A)-F(Id) = .\dF(Id) A+0(.\2). 

Or F(J +.\A)= (I + .\tA)B(I +.\A)= B + .\(BA + tAB) + 0(..\2 ) donc 

dF(Id)A = BA + tAB. L'applicatíon dF(Id) : Mn(lR) _, Symn(JR) est 

surjective. En effet soit C E Symn (JR). Posons A = ! 3-i C, ce qui a un 

sens puisque B est inversible. Alors BA = !C, t(BA) = tAB =}te= !C, 
d'ou B A+ t AB = C. On en déduit que F admet un inverse à droite G défini 

pres de Mo E Symn(JR) tel que G(Mo) = Id. Comme F(G(Mo)) = Mo et 

F(G(Mo)) = F(Id) = B, on a Mo= B = Q(O). Posons alors pour x voisin 

de zéro, A(x) = G(Q(x)). On a, 

F(A(x)) = t A(x) B A(x) = F(G(Q(x))) = Q(x) 

et A(O) = G(Q(O)) = G(B) = Id. Ceei résout (9.12) et termine la preuve du 

lemme de Morse. • 

Chapitre 11 

Les espaces de Sobolev 

Ce sont des espaces incontournables en équations aux dérivées partielles. 

Leurs avantages sont multiples. Tout d'abord ils possedent une structure 

d'espace de Hilbert, ce qui rend leur utilisation commode. Ensuite ils 

mesurent tres finement la régularité d'une distribution. Enfin ils constituent 

une chaíne d'espaces faisant le lien entre les distributions à support compact 

et les fonctions C 00 , permettant ainsi de passer des solutions faibles ( i. e. 

au sens des distributions) aux solutions classiques ( i. e. cm) d'équations aux 
dérivées partielles. 

1 • les espaces H•(JR.n) 

1.1. Définition 

Définition 1.1. Soit s E JR. lfS(lr) est ]'espace vectoriel des éléments 

u E S'(JR.n) tels que úsoit une fonction mesurable et (l+lçJ 2 )s/2 ú E L 2 (lr). 
On munit H 8 du produit scalaire, 

(1.1) (u,v)s = [ (1 + JçJ 2 ) 8 ú(ç)v(ç)dç, u,v EH" lri.n 
et on note, 

(1.2) 

la norme correspondante. 

Proposition 1.2 

(i) Si s1 2'. s2, on a H 81 e H"2 et l'injection est continue. 

(ii) Muni du produit scalaire (1.1), H 8 est un espace de Hilbert. 

(iii) Si s = k E N et S1 = llr, Hk(S1) et H•(JRn) coincident algébriquement 
et topologiquement (Hk(n) ayant été déflni au chapitre 8). 
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Démonstration 

(i) résulte de l'inégalité (1 + jçj2 )82 ::; (1 + jçj2 )"'. 

(ii) Soit (ui) une suite de Cauchy dans W. Alors ((1 + lçJ 2)"12 uj) est 

une suite de Cauchy dans L2 (lR.n), donc converge vers g E L2 (lR.n). 
Posons u = Y((l + JçJ2)-•l2 g) E S'. Alors u E H 8 et, 

lluj - ui!,= 11(1 + lçl2 )"12 uj - 9IIL2 --> O. 

(iii) La formule du binôme montre qu'il existe Ck > O telle que, pour tout 

lo:I ::; k, 
n n 

II 1Çj12"'j ::; <1 + 1ç12t::; ck :z= II 1Çjl2ªj. 

j=l l<>JSk j=l 

On utilise ensuite le fait que Y(D"'u) = çªu, puis que llvlli2 = (27r)-n llíilli2, 
pour v E L2 • • 

Exemples 1.3 

(i) L1 (lR.n) e H 8 (lR.n) pour s < -~. En effet on a alors, u E L00 (lR.n) d'ou 

(1 + jçj2 )•12 u E L2 , si s < -~. 

(ii) S(lR.n) est contenu dans H 8 (1Rn), pour tout s E R 

(iii) Óo E H 8 (lR.n) si et seulement si s < -%- En effet (1 + Jçj2)•/2 E L 2 (JRn) 
si et seulement si s < - ~. 

1.2. Oensité des fonctions régulieres 

Théoreme 1.4. S(IRn) est dense dans H"(IRn) pour tout s E lR. 

Démonstration 

1) S est dense dans L 2 • En effet, tout d'abord L2 nt:' est dense dans L2 • Soit 

v E L2 , soit BE C0 (1Rn), B(x) = 1 si !xi :5 1, O(x) = O si lxl 2: 2. Posons 

Vk = e(t) V E L 2 • Alors Vk--> V dans L 2 , d'apres le théoreme de convergence 

dominée. Ensuite soit v E L2 n E' et p E Cú" telle que supp p e { x : !xi :5 1} 
et J p(x)dx = 1. On pose p.,(x) = cn p(f) puis, v., = p., * v E C 00 • On a 
llvE - vlli2 = (27r)-n Jlíie - vlli2 = (27J")-n 11(,ô(t:ç) - l)vlli2 --> o, d'apreS le 

théoreme de convergence dominée. 

2) S est dense dans H". Soit u E H·, alors (1 + lçl2)ª12 u E L2 . D'apres 

le point 1) il existe Vj E S telle que Vj --> (1 + lçl2 )•/2 u dans L2 • Posons 

Uj = Y( (1 + lçl2 )-•l2 Vj) E S; alors Hui - ulls = llví - (1 + jçj2 )ª12 u1lL2 --> O. 

• 
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Corollaire 1.5. C:ú"(lR.n) est dense dans H"(IRn), pour tout s E lR.. 

Démonstration. 11 suffit de prouver, d'apres le théoreme 1.4, que Cú" est 

dense dans S pour la norme H". Soit (} E C0 , O(x) = 1 si !xi :5 1, O(x) = O si 

!xi 2: 2 et Ok(x) = O(t). Soit u E S. Soit so un entier te! que s :5 so. Posons 

Uk = Oku. Alors lluk - ui!; :5 lluk - ulJ;0 :5 C I:: IID"'(Bk - l)ulli2 (d'apres 
l<>IS•o 

la proposition 1.2 (iii)). II suffit d'utiliser la formule de Leibniz et le théoreme 

de convergence dominée pour montrer que lluk - ui!, --> O. • 

1.3. Opérations sur H8 

Théoreme 1.6 

(i) Si <p E S et u E Hª alors <pu E Hª et on a, 

(ii) Si o: E Nn et u EHª on a í:Pu E H•-1<>1 et llâ"'ulls-Jal :5 llulls· 
Démonstration 

1) Montrons l'inégalité (1.3) pour <p E S et u E S. On peut écrire, 

ipti.(ç) = (21r)-n (,p * u)(ç) = (21r)-n f ,p(ç - rJ)u(rJ)drJ E S. Alors, 

(1.4) ll'Pull; ::; (21r)-2n j (1 + lçl2 )8 [ j l,p(ç - rJ)i lu(rJ)I drJr dç. 

D'autre part nous allons montrer que pour tous ç, rJ E lRn on a, 

(1.5) 

En effet, si s 2: O on écrit, Jçl :S Jç - rJI + lrJI d'ou jçJ2 :5 2(Jç - rJl 2 + lrJl2 ) et 

(1 + jçj2 ) :S 2(1 + jç - rJl 2 + irJl2 ) :5 2(1 + l€-rJJ2)(1 + ITJJ 2), d'ou (1.5). Si s < O 
on écrit lrJI :5 jç - rJI + jçj, d'ou comme ci-dessus, (1 + lrJ!2),:5 2(1 + jç - rJl 2 ) 

(1 + Jçj 2 ) et (1 + irJ!2)-· :5 2-·(1 + Jç - rJl)2)-·(1 + jçj2)-•, d'ou (1.5). 

En utilisant (1.4) et (1.5) on obtient, 

ll'Pull~ :5 (21r)-2n2l•I j ( j (1 + jç - rJl 2)1fl J,p(ç - rJ)I! {l + jç - rJl 2 )1fl 

j,p(ç-77)1! (1 + lrJl2)! lu(rJ)ld7Jr dç. 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée à l'intégrale en rJ, fournit, 

ll'Pull: :5 (21r)-2n2l•I j (j(l + jç - rJl 2 )1;[ j,p(ç- rJ)Jd77)-

( j (1 + lç - rJl 2)1i1 J,p(ç -11)1 · (1 + l11l 2)8 lu(77)l2 d77) dç . 
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ll'Pull; :S (2n)- 2n2l•l(/(1 + 1771 2 )~ lcp(77)jd77)-

JJ (1 + 1( - r11 2 )~ l'P(ç -- 11)1 · (1 + \77[ 2 )8 [11(77)1 2 d17dç. 

En utilisant le théoreme de Fubini dans l'intégrale double il vient 

ce qui prouve (1.3). 

Si maintenant u E H 8 , soit (u1) C S telle que uJ -> u dans H 8 (donc dans S'). 
En écrivant (1.3) pour Uj - Uk, on voit que (<puj) est de Cauchy dans H 8 et 

donc rpuj-> v E H 8 , dans IP. Mais <pUj--> <pu dans S', donc tpu = v E H 8 • 

On écrit alors (1.3) pour Uj et on passe à la limite. On obtient (1.3) pour 

u EH•. 

(ii) Pour u E H 8 , on écrit (1 + l(l2 )!(s-Jol) l~u(ç)I = (1 + l(l2 )1(s-Jal}, 

lçªil(ç)I :S (1 + 11;1 2 )!(s-Jol} 1(11°1 lil(ç)[ :S (1 + l(l2 )!s [ú(ç)I E L2, d'ou (ii). 

• 
1.4~ Structure locale des distributions 

Démonstration. Nous avons vu au chapitre 6, théoreme 4.7, que toute 

distribution u E E' est d'ordre fini et s'écrit comme somme finie de dérivées de 

fonctions continues à supports compacts, i.e. u = L Dª !a, f 0 E C8(1Rn). 
JaJ:SNo 

En particulier fa E L2 (1Rn); alors ii(ç) = L çº Ía(ç) est mesurable et 
Ja-JSNo 

(1 + lçl2)-~ lú(ç)I '.S L JçJial;9- lf a(ç)I :S L \]o(ç)\ E L2 (JRn). 
JaJ:SNo (l+JçJ 2 ) Ja-J:SNo 

Donc u EH-No. • 

Théoreme 1.8. Soit k E N et s E lR tels que, s > } + k. Alors l'espace 

H" est inclus, avec injection continue, dans l'espace C~0 (1Rn) des fonctions 

u E Ck(JRn) telles que lim Dªu(x) = O, pour tout ia! ~ k, muni de la 
JxJ-+= 

norme lulk = L sup \D"u\. 
JaJSk R_n 

Démonstration. Nous allons utiliser !e fait que la transformation de Fourier 

envoie contim1ment l'espace L1(1Rn) dans l'espace C~0 (1Rn). Soit u EH• avec 
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s >} + k. Alors ii est mesurable et, pour tout Jal :S: k, on a ç°'ú E L 1 (1Rn). 
En effet on a 

Comme 2s - 2k > n, la fonction ç >--+ appartient à L2 et donc le 
(1+i(l2l-S-

membre de droite est !e produit de deux fonctions L2 ; il est donc dans L 1 et 

l[çªúllv :S CJlull,. Alors Dªu = F(ç'"ii) E C~0 et, 

IIDªu[!L= :S [lçª iillv :S CJlull H•. • 

Corollaire 1.9. On a n H-'(JRn) e C00 (lRn). 
sER -o 

Remarques 1.10 

(i) La conclusion du théoreme 1.8 est fausse pour s = } + k. Par exemple 

pour k = O, !'espace H~(JRn) n'est pas contenu dans L00 (JRn). Pour n = 2 

on a un exemple explicite. Soit e E C0 (1R 2 ), O= 1 si x2 + y2 :::; l, O= O si 

x2 +y2 2:'. ~. Soit a E ]o, H Alors la fonction u(x, y) = e(x, y)\ Log(x2 +y2 )1°' 
appartient à H 1 (1R2 ) mais évidemment u t/c L00 (JR2 ). Pour la preuve du cas 

général, on consultera le probleme 10, chapitre 14. 

(ii) À propos du corollaire 1.9, on notera que n H"(JRn) n'est pas contenue 
•EIR 

dans S(JRn ). En effet, par exemple, pour n = 1, la fonction u(x) = 1.;x2 
appartient à n H 8 (lR), car il(ç) = e-1{1, mais bien sur, u '1c S(JR). 

sEIR 

1.5. Dualité 

Soit s E lR et v E H-• (JRn ). Si u E H 8 , la fonction u(ç)-íi(-ç) appartient à 

L 1 (JRn ). En effet, ú(ç) v(-ç) = (1 + lç'\2) 1 ii(ç)(l + 1(1 2)-1 v(-1;) et le second 

membre est le produit de deux fonctions de L2 (JRn). D'autre part, on a d'apres 

l'inégalité de Hi:ilder, 

(1.6) 

Par conséquent, si v E H-•, l'application Lu définie par, 

(1.7) u o---t Lv(u) = (2n)-n J ii(ç)v(-ç)dç = J u(l;)Fv(ç)dl; 

est une forme linéaire continue sur H 8 (donc un élément de (H")') et 

l!Lvil(H')' :S: (2n)-n llvll-s· On a donc une application, 

(1.8) (H')', V 1---> Lv. 
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En écrivant (1.3) pour Uj - Uk, on voit que (<puj) est de Cauchy dans H 8 et 

donc rpuj-> v E H 8 , dans IP. Mais <pUj--> <pu dans S', donc tpu = v E H 8 • 

On écrit alors (1.3) pour Uj et on passe à la limite. On obtient (1.3) pour 

u EH•. 

(ii) Pour u E H 8 , on écrit (1 + l(l2 )!(s-Jol) l~u(ç)I = (1 + l(l2 )1(s-Jal}, 

lçªil(ç)I :S (1 + 11;1 2 )!(s-Jol} 1(11°1 lil(ç)[ :S (1 + l(l2 )!s [ú(ç)I E L2, d'ou (ii). 

• 
1.4~ Structure locale des distributions 

Démonstration. Nous avons vu au chapitre 6, théoreme 4.7, que toute 

distribution u E E' est d'ordre fini et s'écrit comme somme finie de dérivées de 

fonctions continues à supports compacts, i.e. u = L Dª !a, f 0 E C8(1Rn). 
JaJ:SNo 

En particulier fa E L2 (1Rn); alors ii(ç) = L çº Ía(ç) est mesurable et 
Ja-JSNo 

(1 + lçl2)-~ lú(ç)I '.S L JçJial;9- lf a(ç)I :S L \]o(ç)\ E L2 (JRn). 
JaJ:SNo (l+JçJ 2 ) Ja-J:SNo 

Donc u EH-No. • 

Théoreme 1.8. Soit k E N et s E lR tels que, s > } + k. Alors l'espace 

H" est inclus, avec injection continue, dans l'espace C~0 (1Rn) des fonctions 

u E Ck(JRn) telles que lim Dªu(x) = O, pour tout ia! ~ k, muni de la 
JxJ-+= 

norme lulk = L sup \D"u\. 
JaJSk R_n 

Démonstration. Nous allons utiliser !e fait que la transformation de Fourier 

envoie contim1ment l'espace L1(1Rn) dans l'espace C~0 (1Rn). Soit u EH• avec 
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s >} + k. Alors ii est mesurable et, pour tout Jal :S: k, on a ç°'ú E L 1 (1Rn). 
En effet on a 

Comme 2s - 2k > n, la fonction ç >--+ appartient à L2 et donc le 
(1+i(l2l-S-

membre de droite est !e produit de deux fonctions L2 ; il est donc dans L 1 et 

l[çªúllv :S CJlull,. Alors Dªu = F(ç'"ii) E C~0 et, 

IIDªu[!L= :S [lçª iillv :S CJlull H•. • 

Corollaire 1.9. On a n H-'(JRn) e C00 (lRn). 
sER -o 

Remarques 1.10 

(i) La conclusion du théoreme 1.8 est fausse pour s = } + k. Par exemple 

pour k = O, !'espace H~(JRn) n'est pas contenu dans L00 (JRn). Pour n = 2 

on a un exemple explicite. Soit e E C0 (1R 2 ), O= 1 si x2 + y2 :::; l, O= O si 

x2 +y2 2:'. ~. Soit a E ]o, H Alors la fonction u(x, y) = e(x, y)\ Log(x2 +y2 )1°' 
appartient à H 1 (1R2 ) mais évidemment u t/c L00 (JR2 ). Pour la preuve du cas 

général, on consultera le probleme 10, chapitre 14. 

(ii) À propos du corollaire 1.9, on notera que n H"(JRn) n'est pas contenue 
•EIR 

dans S(JRn ). En effet, par exemple, pour n = 1, la fonction u(x) = 1.;x2 
appartient à n H 8 (lR), car il(ç) = e-1{1, mais bien sur, u '1c S(JR). 

sEIR 

1.5. Dualité 

Soit s E lR et v E H-• (JRn ). Si u E H 8 , la fonction u(ç)-íi(-ç) appartient à 

L 1 (JRn ). En effet, ú(ç) v(-ç) = (1 + lç'\2) 1 ii(ç)(l + 1(1 2)-1 v(-1;) et le second 

membre est le produit de deux fonctions de L2 (JRn). D'autre part, on a d'apres 

l'inégalité de Hi:ilder, 

(1.6) 

Par conséquent, si v E H-•, l'application Lu définie par, 

(1.7) u o---t Lv(u) = (2n)-n J ii(ç)v(-ç)dç = J u(l;)Fv(ç)dl; 

est une forme linéaire continue sur H 8 (donc un élément de (H")') et 

l!Lvil(H')' :S: (2n)-n llvll-s· On a donc une application, 

(1.8) (H')', V 1---> Lv. 
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Théoreme 1.10. L'application L, définie en (1.8), est linéaire, bijective et 

bicontinue. Elle permct d'idcntifier !e dual de Hs à H··s. 

Remarque 1.11. Si v E L2 et u E I} on a L,/u) 

J u(x)v(x)dx. 

J u(ç)Fv(f.)df. = 

Démonstration du théoreme 1.10 

(i) L'application est évidemment linéaire. Sa contimúté résulte de l'inégalité 

l)Lvl)(H•)' ::=: (21rt·n llvJl-s démontrée ci-dessus. 

(ii) L est injective. Si Lv = O on a Lv('P) = J <p(ç)Fv(f;)df. = O, \:/<p E S. 
Donc Fv = O dans S', d'ou v = O, car FF = Id sur S'. 

(iii) L est surjective. Soit TE (H 8 )'. On a J(T, <p)I ::=: C ll'PII., \:/<p E S. D'autre 

part TE S' ( car la convergence dans S implique celle de H•). On peut écrire 

pour <p E S, 

l(T,<p)J = l(T,.F<p)I = 1((1 + lf.1 2)-fi', (1 + lf.l 2 )fF<p)I 

:::: e ll'Plls :::: C' 11(1 + lf.1 2 ) 1 F 'PIIL2. 

En posant 'lj;(ç) = (1 + lf.1 2 )1 F<p E S on obtient donc, 

(1.9) 

L'inégalité (1.9) montre que (1 + 1 · 12)-! T est une forme linéaire continue 

sur S muni de la norme L2 . Comme S est dense dans L2 , elle se prolonge en 

une forme Iinéaire continue sur L 2 • Donc il existe w E L2 telle que, 

((1 + l · 12 )-!T,'lj;) = ('lf;,w)L2 = j 1/J(f.)w(f.)df. = (w,'lj;), V'lj; E S. 

On en déduit que (1 + 1 · 12)-! T = w E L2 ce qui prouve que TE H-s. Enfin 

(T,<p) = (.FT,.F<p) = f cp(ç)FT(f.)dç = Lr(<p), donc T = Lr sur S et, par 

densité, sur H•. 

(iv) L'application inverse est continue d'apres le théoreme de Banach. • 
1.6. Compacité 

Rappelons que, si H 1 et H2 sont deux espaces de Hilbert, une application 

linéaire A : H 1 -, H 2 est dite compacte si elle vérifie l'une des conditions 

équivalentes suivantes (voir chapitre 13). 

(Cl) L'image par A de la boule unité fermée de H1 est un compact de H2. 

(C2) Si (xn) est une suite bornée dans H1, on peut exraire de la suite (A(xn)) 
une sous-suite convergente dans Hz. 
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(C3) Si (xn) cst un(', suite qui converge faiblement vers zéro dans H 1 , la suite 

( A ( Xn)) converge ves zéro dans H2 (pour la norme). 

Dans (C3), (xn) converge faiblement vcrs zéro se note (x11 )----' O et veut dire 

que (xn,Y)H, ~+ O, \:/y E Ili ou (-,·)u, désigne le produit scalaire de H 1 . 

Remarque 1.12. Une suite (xn) qui converge faiblement dans H1 est bornée 

í.e. ':JM >O: llxnllH, '.S M, \:ln EN. 
Cela résulte du théoreme de Banach-Steinhaus. En effet, soit Tn : H1 --+ IC 

l'application linéaire, y >--+ (y,xn)lf,. La norme de Tn est égale à l\xnl\H,· 

Si (xn) -' x dans H 1 on a Tn(Y) .-.-; cxy dans IC, pour tout y E H1. Le 

théoreme 2.1, chapitre 4, montre que IITnll = \\xnllH, :S M. 

Théoreme 1.13. Soit K un compact de !Rn et s, s' E IR tels que, s > s'. 

Notons Hk = {u E H 8 (1Rn): suppu C K}. Alars l'applicatíon H'k-> Hs', 
u >--+ u, est compacte. 

Démonstration. Soit ( uk) E Hk telle que, uk -'- O dans H•. On sait, d'apres 

la remarque 1.12, qu'il existe M > O telle que, 

(1.10) 

Soit E > O. On écrit pour R > O, 

Considérons le terme (1). On a 

(1) = r (l + lf.12)·' luk(f.)12 (1 + lf.12)3' -s dç 
Jl{l>R 

1 Jv[2 

::=: (1 + R2)s-s' lluk\l; :S (1 + R2)s-s' · 

O fi R 1 M2 5 2 . ( ) e2 n xe te que (1+R2 ),-• :S 2 , alors, 1 ::=: 2 . 

Pour traiter le terme (2), on utilise le théoreme de convergence dominée. Soit 

1/Jo E C0 (1R.n) telle que 'lf;o = 1 sur K. Alors, pour tout k, on a Uk = 'lf;ouk. 
Soit lf.l < R. Comme Uk E [', on a, Uk E C 00 et uk(ç) = (uk, e-i(·,€l) = 
(1Pouk,e-i(,€)) = (uk,1Poe-i(,f.l) = (uk,F(1/Joe-í(-,ü)) = fuk(TJ).Fv(TJ)d17, 
ou v(x) = 1j;0 (x) e-íx·( E S(Rn). D'apres les inégalités (1.6) et (1.10), on peut 

écrire 

(1.11) 
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Théoreme 1.10. L'application L, définie en (1.8), est linéaire, bijective et 
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(T,<p) = (.FT,.F<p) = f cp(ç)FT(f.)dç = Lr(<p), donc T = Lr sur S et, par 

densité, sur H•. 
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1.6. Compacité 

Rappelons que, si H 1 et H2 sont deux espaces de Hilbert, une application 

linéaire A : H 1 -, H 2 est dite compacte si elle vérifie l'une des conditions 

équivalentes suivantes (voir chapitre 13). 

(Cl) L'image par A de la boule unité fermée de H1 est un compact de H2. 

(C2) Si (xn) est une suite bornée dans H1, on peut exraire de la suite (A(xn)) 
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Si -s :S O, on majore llvll-, par l\vllL2 et on obtient luk(ç)I :S C Mll'l/10IIL2. 
Si -s 2_ O, on considere un entier m tel que -s :S m et on écrit, 

) 1/2 
llvll-s S llvllm S C1 ( L IID~('l/1oe-i(·,ç))lli2 S C2 (1 + lçlr · 

lal<;m 

Comme Jçl < R, on déduit de (1.11) que, luk(ç)I :S CMC2(l + Rr. Donc, 

dans tous les cas, on a, 

(1.12) 

Ensuite, pour ç fixé, \çl < R, on a, d'apres ci-dessus, Uk(ç) = J Uk(TJ)Fv(TJ)dTJ 
= J(l + ITJl2)'uk(TJ)(l + ITJ\ 2 )-•Fv(TJ)dTJ = (uk,w),, ou on a posé 
w(77) = (1 + ITJ!2)-• Fv(TJ) E S. Comme Uk -' O dans H8, on a, uk(ç) ---> O. 
11 résulte du théoreme de convergence dominée qu'il existe ko tel que pour 

k 2_ ko on ait, (2) :S ! c2 et donc llukll;, :S c2. • 

Remarque 1.14. La condition suppu e K est importante dans l'énoncé du 
théoreme 1.13. Par exemple, l'injection H 1(1Rn) --+ L2(1Rn) (sans condition 

de support) n'est pas compacte. Voici un contre-exemple. Soit p E Cõ(Rn) 

telle que IIPIIP = 1. Pour E EjO, l], posons u,,(x) = â p(Ex). 11 est facile de 

voir que llu,,l!L2 = 1 et l!uel!H1 :S l1PIIH1. D'autre part u,, -' O dans H 1(Rn). 
En effet, tout d'abord pour <p E Cõ(lRn), 

l(u.,, 'Phl = 1 J (1 + \çl 2)ct é-n P(~) cp(ç)dçl 

:S Ej j (1 + E2 l171 2) IP(TJ)l l0(E17)ld11 

:S Et sup 101 j(1 + 11112) IJ3(11)ldTJ------> O. 
Rn E--+Ü 

Ensuite, si v E H 1 (1Rn), il existe (<pj) C Cõ telle que ('Pi)---> v dans H 1. On 

a, l(u,,,v- 'Pihl :S llu,,i1H1 llv - 'PillH' :S i1PIIH1 llv - 'PillH• et donc, 

l(u,,, v)il :S l(u,,, v - 'Pi)I + l(u,,, 'Pi)I :S IIPIIH1 llv - 'PillH1 + l(u,,, 'Pi)I. 

Alars, 8 > O étant donné, on fixe jo tel que IIPIIH1 llv - 'Pio i1H1 :S f Puis, 
d'apres ci-dessus, il existe Eo tel que pour E :S Eo, l(u,,,'Pio)I :S f En résumé 
u,, __,, O dans H 1 mais l!u,,l!L2 = 1. 

1.7. Traces 
Dans lRn, considérons l'hyperplan Rn-l = {x = (x',xn): x' E Rn-l, Xn = O}. 

Pour une fonction u E C 00 (Rn), la fonction u(x',O) s'appelle la trace deu 

sur l'hyperplan Xn = O; évidemment, la fonction x' >--+ u(x',O) appartient à 

C 00 (Rn-l). La question que l'on se pose ici est la suivante: peut-on définir 

la trace d'un élément de H•? Si oui, à quel espace appartient cette trace? 

Voici la réponse. 
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Théoreme 1.15. Po_ó.r tout s > ~' l'application u >--+ u(x',0) de Cõ(Rn) 
dans C 00 (llr-1) se pr-olonge de maniere unique en une application 1, linéaire, 

continue, surjective de H•(JRn) dans H•-!(JRn- 1). 

Démonstration. Le point de départ est d'écrire l'opérateur trace en Fourier. 
Pour <p E Cõ(lRn) on à <p(x) = (21r)-n J eix·€,p(ç)dç; en notant ç = (ç',çn), 
ç' E Rn-l, Çn E lR, on en déduit, 

<p(x',O) = (21r)-n JJ eix'ç' rp(ç1,çn)dç'dçn 

= (21r)-(n-l) j eix'-ç' e~ j 0((,çn)dçn) d( 

=FeC~ J ,p((,çn)dçn)· 

Nous allons montrer que la derniere expression fournit le prolongement 
recherché. 

Lemme 1.16. Soit u E H·(JRn) avec s > !· Alors, 

(i) presque partout en ç', 1a fonction t;n >--+ u(ç',çn) appartient à L 1 (Rn). 

(ii) La fonction ( >--+ 2~ J u(ç', <;n) dçn appartient à S'(JRn-l ). 

(iii) Fe( 2~ f u(ç',çn)dçn) E H•-!(Rn-1) et, en posant 

""fU = F€'{ 2~ f u(ç',çn)d<;n), on a li"Yullw-!(Rn-l) :S Csllul!H•(Rn)

Démonstration 

i) Si u E H 8 , u est mesurable et, JJ(l + lçl2)"1u(ç)l2dç'dçn < +ao. Donc 

presque partout en ç' on a, J(l + lç\2)" lu(ç)l2 dçn < +oo. On écrit alors, 
lu(ç',çn)I = lu(ç)J(l + lçl2)Í · (1 + lçl2)-!.Pour ç' fixé, puisque 2s > 1, 
la fonction Çn >--+ (1 + lçl2)-! appartient à L2 (R) et, en posant <;n = 
(1 + lel2)112 17n on a, J (l:l~l2)• = (1 + 1<;'12)!-s J (l~'hà)•. On en déduit 
que la fonction Çn --+ lu(ç', <;n)I est, presque partout en ç', le produit de deux 
fonctions de L2(1R). Elle est donc L1 et, par Cauchy-Schwarz,' 

(1.13) f 1u(ç',çn)ldçn :S (j (1!11;~)·)\1+1t12)t-1. 

1. ( J (1 + 1e12 )" lu(ç)l 2 dçn) ! . 

ii) Comme u E H•(JRn), ç' >--+ f(l + lçl2)"1u(ç)l2 dçn appartient à L 1(Rn-1). 

D'apres (1.13), ç' >--+ (1 + 1<;'12)~-t f u(ç', <;n)dçn appartient à L2(Rn-1), i.e. 

J u(ç',çn)dçn = g({') ou g E L2 (Rn-1). Alors pour 'l/1 E S(lR.n-l) 
(HWl 2 )~-Í' ' ' 

1 J g(ç') • 1 'l/i(ç') dç'I :s ( J l9<tw dç') ! ( J l'l/1(e)12 dç' 1 ) ! 
(1 + 1e1l2 ) 2 - 4 (1 + lf 12)•-, 

:S CN('l/1) 
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Théoreme 1.15. Po_ó.r tout s > ~' l'application u >--+ u(x',0) de Cõ(Rn) 
dans C 00 (llr-1) se pr-olonge de maniere unique en une application 1, linéaire, 

continue, surjective de H•(JRn) dans H•-!(JRn- 1). 

Démonstration. Le point de départ est d'écrire l'opérateur trace en Fourier. 
Pour <p E Cõ(lRn) on à <p(x) = (21r)-n J eix·€,p(ç)dç; en notant ç = (ç',çn), 
ç' E Rn-l, Çn E lR, on en déduit, 

<p(x',O) = (21r)-n JJ eix'ç' rp(ç1,çn)dç'dçn 

= (21r)-(n-l) j eix'-ç' e~ j 0((,çn)dçn) d( 

=FeC~ J ,p((,çn)dçn)· 

Nous allons montrer que la derniere expression fournit le prolongement 
recherché. 

Lemme 1.16. Soit u E H·(JRn) avec s > !· Alors, 

(i) presque partout en ç', 1a fonction t;n >--+ u(ç',çn) appartient à L 1 (Rn). 
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(iii) Fe( 2~ f u(ç',çn)dçn) E H•-!(Rn-1) et, en posant 

""fU = F€'{ 2~ f u(ç',çn)d<;n), on a li"Yullw-!(Rn-l) :S Csllul!H•(Rn)
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1. ( J (1 + 1e12 )" lu(ç)l 2 dçn) ! . 
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(HWl 2 )~-Í' ' ' 

1 J g(ç') • 1 'l/i(ç') dç'I :s ( J l9<tw dç') ! ( J l'l/1(e)12 dç' 1 ) ! 
(1 + 1e1l2 ) 2 - 4 (1 + lf 12)•-, 

:S CN('l/1) 
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ou N(ijJ) est une semi-norme de 1/; dans S(Rn- 1 ). 

iii) D'apres (1.13), (I+ltl 2 ) 8 -! l 2~ f ü(ç',ç,,)dé:nl 2 ,;:: C_, J(I+lé:l 2 ) 8 1ü(ç)l2dçn. 
Comme le membre de droite appartient à L 1 (R"- 1 ), on en déduit iii) et 

l'inégalité qui suit. 1111 

Comme í'U = u(x',O), si u E Cõ'(R"), !e lemme 1.16 montre que cette 

application se prolonge en une application linéaire continue í' de H-' dans 

H 8 - 'I. . Montrons que í' est surjecti ve. 

Lemme 1.17. Soit s > { I1 existe N EN, CN > O, KN > O tels que, pour 

tout v E S(R"- 1), si on pose u = :F(KN (I+ln;:; il(é;')) alars, 
(1+1(1 2 ) 

(i) u E H8, jjui!H'(IR"),;:: CNllvllH'-!(JR"-')° 

(ii) ,'U = V. 

Démonstration 

(i) Montrons tout d'abord que u a bien un sens. En effet, si v E S(Rn- 1), 

la fonction ç ,-, KN (l+li:'l;:1 v(ç') appartient à L 00 donc à S'. Alors ü est 
{1+1{1 2 ) 

une fonction continue et, 

Fixons N te! que 4N + 2 - 2s > 1, i. e. N > ! - l; le membre de droite est 

intégrable en é:n et, 

En posant Çn = (1 + l(l2 )'J. T/n dans l'intégrale du membre de droite, on 

obtient, 

() < (l+Jç'J2)! J-(2 (j dTJn )( l '12)2NjA( ')j2 
l - (1 + lç'J2)2N+l-s N (1 + TJ~)2N+l-s 1 + Ç V Ç 

(1) < C2 (1 + jt:'j2)s-! jiJ(C')l2 OU C2 = J-(2 J dTJn 
- N " " ' N N (1 + TJ~)2N+l-s · 

Comme v E S, le membre de droite est dans L 1(1R.n- 1), donc u E H 8 et 

llullk, ~ CJrllvll~.-!(R"-'). 

(ii) Puisque u E H8, on déduit du lemme 1.16 que l'on a, 
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Or 2N + 1 > s + ! > 1 et 

donc 

Il suffit donc de prendre KN = ;: . Ili 

Fin de la démonstration du théoreme 1.15. Soit v E H 8 -1(JRn-l); 

il existe (vj) C S telle que Vj ----> v dans Hs-!; alors, avec UJ défini au 

lemme 1.17, on a ,'Uj = Vj et lluJ ukllH• ,;: CN llvJ - vkl!H'_ 1. Donc la suite 

( Uj) est de Cauchy dans J!' et converge vers u E H 8 • Alors Vj = "(UJ -+ "(U 
1 

dans H•-,., d'apres !e lemme 1.16. Donc í'U = v et í' est surjective. Ili 

2 • les espaces Hk(IR+) 

Nous avons introduit, au chapitre 8, les espaces Hk(íl), ou k EN et íl est un 

ouvert de IRn. Nous exarninons plus en détail dans ce paragraphe le cas ou 

n = R+ = {x =(xi, ... ' Xn) E !Rn: Xn > O}, caril servira de modele.pour le 
cas général. 

2.1. Oensité des fonctions régulieres 

Notons Cõ'(iR:) !'espace des fonctions u : IR+ ----, C qui sont restrictions à 

IR+ d'éléments de Cõ'(JR.n), i.e. il existe v E Cõ'(!Rn) te! que u = v sur lR+. 

Théoreme 2.1. Cõ'(IR:) est dense dans Hk(IR+), pour tout k E N. 

Démonstration. On utilise les deux étapes habituelles : troncature et 

régularisation. 

a} Troncature: !'espace Hk(lR.+) n E'(JR.n) est dense dans Hk(JR.+)- En effet 

soit () E Cõ'(JR.n), suppB e {x : jxj ,;:: l}, O(x) = 1 pour jxj S !· Posons 

BJ(x) = B(f), j 2': 1 et, pour u E Hk(lR.+), Uj = (}ju. On vérifie facilement 

que uJ E Hk(IR+)nE'(JR.n) et, en utilisant la formule de Leibniz et !e théoreme 

de convergence dominée, que uJ -> u dans Hk(JR.+)-

b) Régularisation : soit p E Cõ'(!Rn), p 2': O, J p(x)dx = l et de plus 

suppp C {x = (x1,---,Xn) E IRn: Xn ,;: O}. Posons, pour E> O, 

p,;(x) = cn p(f); pour u E Hk(IR+) n E'(Rn), on note ü la fonction qui 

vaut u pour Xn > O et zéro pour Xn ·::; O. Alors ü E S'(.IR.n). Posons enfin 
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(2.1) Pe * aªü = Pe * a0 u, pour Xn > o. 
En effet aªü-aªu est nulle pour Xn > o et Xn < o. Donc supp(aºü-a0 u) e 
{x: Xn 1= O}, d'ou supp[pe * (aªu - ªªu)] e SUPPPe + supp(8ºü- a0 u) e 
{x : Xn :S O} + {x : Xn = O} C {x : Xn :S O}, ce qui prouve (2.1). 

Comme aªu E L2(1R+), on a~ E L2(1Rn) et on a vu au chapitre 8 qu'alors 

Pe*ªªu--+ a0 u dans L2(1Rn) i par conséquent a0 uE = (Pe*ªªu)lxn>O converge 

vers a0 ulxn>O = aªu dans L2 (1R+), pour Jo:J :S k. • 

2.2. Prolongement à 1r 

Théorême 2.2. Pour tout k E N, i1 existe un opérateur Jinéaire continu 
p: Hk(R+) --+ Hk(JRn) tel que Pu = u, pour Xn > O et tout u E Hk(lR+)-

Démonstration. Comme C0 (i'.;:.) est dense dans Hk(R+), on commence 
par construire ce prolongement sur C0 (R'.;:.). Pour u E C0 (1R'.;:.) on pose, 

{

u(x) 

( ) k-1 
Pu x = ~ (, ) f;:o a; u X , - Àj Xn si Xn '.S O, 

Si Xn > Ü 

(2.2) 

ou a; E lR et >.; E JR+, j = O, ... , k - 1, seront choisis de maniere à ce que les 
dérivées de Pu d'ordre au plus k ne présentent pas de saut sur Xn = O. En 

notant x' = (x1 , ... , Xn-1) il vient, 

si Xn > O, 

{
a~,u 

~,Pu(x) = ~ ,B , 
f;:oªiax,u(x ,-À;Xn) Si Xn '.S Ü. 

Pour que les fonctions a;n a~, Pu soient continues sur lRn, lorsque f + J/31 :S k, 

O :S f :S k - 1, il faut et il suffit que, 
k-1 

(2.3) L(->..;la;=l, O:Sf:SkTl. 
j=O 

Admettons un instant que ceei soit vérifié; il résulte de la formule des sauts, 

chapitre 3, proposition 2.4, que ~' at Pu E L2(1Rn), f + I.BI :S k. Alors 
Pu E Hk(JRn) et 

{ 
~' a;n U Si Xn > Ü, 

~,8!nPu(x)= ~ ·(-'·)ta,Bat (, -'· ) · <O 6 a, /\3 x' Xn u X , "J Xn Sl Xn - • 

j=O 
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Ona 

(2.4) IIPullt•(JRn) = L ( ln ia~, a;n ui2dx 
l,Bl+f:Sk IR+ 

k-1 

+ ln II>;(->..j)"a~,a;nu(x',->..jxn)j 2 dx). 
IR_ J=O 

D'autre part, d'apres l'inégalité de Hõlder, 

k-1 2 k-1 

ILªi(->..;la~,a!nu(···)I :Sk LªJ>..Yia~,a;nu(,--)12. 
j=O j=O 

Donc la deu:xieme intégrale du membre de doite de (2.4) se majore par 
k-1 

k L La; >..f ÍRn l8~,8;n u(x', ->..;xn)l2dx. On pose alors À;Xn = -yn 
I.Bl+l:ê=k j=O -

<lans l'intégrale et celle-ci se majore par ck E J!Rn 1a~, a;n ui2 dx; d'ou 
I.Bl+f:Sk + 

IIPullt•(JRn) :S q llullt•(JR'i.l" Ceei montre que P est continu sur Co"(R'.;:.), 
muni de la norme Hk(R:p, à valeurs dans Hk(JRn). Par densité, P se prolonge 
en une application linéaire continue de Hk(R+) dans Hk(Rn). 

Montrons enfin comment se résout (2.3). On prend les >..; de telle maniere :: O(\:)::~.: ~(1))._k:l~kL::quation (2.3) s'écrit AX = B ou 

ªk-1 1 

( 
1 

->..o 
A= (->..0)2 

(->..ot-1 

1 1 
-Àk-1 

(-Àk-1) 2 

(->..k_i)k-1 
) 

Le déterminant de A est un déterminant de Vandermonde qui, par le choix 
des À;, est non nul. Donc A est inversible. a 

2.3. Régularité et compacité 

Théorême 2.3. Si k > ~ + f, Hk(lR+) s'injecte continument dans ct("iif;_). 
Par conséquent n Hk(R+) e C00 (F+). 

kEN 

Démonstration. On utilise les théoremes 2.2 et 1.8. Si u E 1Hk(R+), 
Pu E Hk(JRn) et donc Pu E C~0(Rn). Comme u = Pu!Rn on a, par 

+ 
définition, u E Cl(iR:;:_). a 
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(2.1) Pe * aªü = Pe * a0 u, pour Xn > o. 
En effet aªü-aªu est nulle pour Xn > o et Xn < o. Donc supp(aºü-a0 u) e 
{x: Xn 1= O}, d'ou supp[pe * (aªu - ªªu)] e SUPPPe + supp(8ºü- a0 u) e 
{x : Xn :S O} + {x : Xn = O} C {x : Xn :S O}, ce qui prouve (2.1). 

Comme aªu E L2(1R+), on a~ E L2(1Rn) et on a vu au chapitre 8 qu'alors 

Pe*ªªu--+ a0 u dans L2(1Rn) i par conséquent a0 uE = (Pe*ªªu)lxn>O converge 

vers a0 ulxn>O = aªu dans L2 (1R+), pour Jo:J :S k. • 

2.2. Prolongement à 1r 

Théorême 2.2. Pour tout k E N, i1 existe un opérateur Jinéaire continu 
p: Hk(R+) --+ Hk(JRn) tel que Pu = u, pour Xn > O et tout u E Hk(lR+)-

Démonstration. Comme C0 (i'.;:.) est dense dans Hk(R+), on commence 
par construire ce prolongement sur C0 (R'.;:.). Pour u E C0 (1R'.;:.) on pose, 

{

u(x) 

( ) k-1 
Pu x = ~ (, ) f;:o a; u X , - Àj Xn si Xn '.S O, 

Si Xn > Ü 

(2.2) 

ou a; E lR et >.; E JR+, j = O, ... , k - 1, seront choisis de maniere à ce que les 
dérivées de Pu d'ordre au plus k ne présentent pas de saut sur Xn = O. En 

notant x' = (x1 , ... , Xn-1) il vient, 

si Xn > O, 

{
a~,u 

~,Pu(x) = ~ ,B , 
f;:oªiax,u(x ,-À;Xn) Si Xn '.S Ü. 

Pour que les fonctions a;n a~, Pu soient continues sur lRn, lorsque f + J/31 :S k, 

O :S f :S k - 1, il faut et il suffit que, 
k-1 

(2.3) L(->..;la;=l, O:Sf:SkTl. 
j=O 

Admettons un instant que ceei soit vérifié; il résulte de la formule des sauts, 

chapitre 3, proposition 2.4, que ~' at Pu E L2(1Rn), f + I.BI :S k. Alors 
Pu E Hk(JRn) et 

{ 
~' a;n U Si Xn > Ü, 

~,8!nPu(x)= ~ ·(-'·)ta,Bat (, -'· ) · <O 6 a, /\3 x' Xn u X , "J Xn Sl Xn - • 

j=O 

11 • Les espaces de Sobolev 145 

Ona 

(2.4) IIPullt•(JRn) = L ( ln ia~, a;n ui2dx 
l,Bl+f:Sk IR+ 

k-1 

+ ln II>;(->..j)"a~,a;nu(x',->..jxn)j 2 dx). 
IR_ J=O 

D'autre part, d'apres l'inégalité de Hõlder, 

k-1 2 k-1 

ILªi(->..;la~,a!nu(···)I :Sk LªJ>..Yia~,a;nu(,--)12. 
j=O j=O 

Donc la deu:xieme intégrale du membre de doite de (2.4) se majore par 
k-1 

k L La; >..f ÍRn l8~,8;n u(x', ->..;xn)l2dx. On pose alors À;Xn = -yn 
I.Bl+l:ê=k j=O -

<lans l'intégrale et celle-ci se majore par ck E J!Rn 1a~, a;n ui2 dx; d'ou 
I.Bl+f:Sk + 

IIPullt•(JRn) :S q llullt•(JR'i.l" Ceei montre que P est continu sur Co"(R'.;:.), 
muni de la norme Hk(R:p, à valeurs dans Hk(JRn). Par densité, P se prolonge 
en une application linéaire continue de Hk(R+) dans Hk(Rn). 

Montrons enfin comment se résout (2.3). On prend les >..; de telle maniere :: O(\:)::~.: ~(1))._k:l~kL::quation (2.3) s'écrit AX = B ou 

ªk-1 1 

( 
1 

->..o 
A= (->..0)2 

(->..ot-1 

1 1 
-Àk-1 

(-Àk-1) 2 

(->..k_i)k-1 
) 

Le déterminant de A est un déterminant de Vandermonde qui, par le choix 
des À;, est non nul. Donc A est inversible. a 

2.3. Régularité et compacité 

Théorême 2.3. Si k > ~ + f, Hk(lR+) s'injecte continument dans ct("iif;_). 
Par conséquent n Hk(R+) e C00 (F+). 

kEN 

Démonstration. On utilise les théoremes 2.2 et 1.8. Si u E 1Hk(R+), 
Pu E Hk(JRn) et donc Pu E C~0(Rn). Comme u = Pu!Rn on a, par 

+ 
définition, u E Cl(iR:;:_). a 
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Théoreme 2.4. Soit K un compact de lRn et k > k'. Notons H}(lR+) = 
{u E Hk(lR+) : suppu e K}. Alars l'injection H}(lR';:.) ----> Hk' (lR+) est 

compacte. 

Démonstration. On décompose cette injection de la manicre suivante : 

ou P est l'opérateur de prolongement, K 1 un compact de JRn, i l'identité 

et r l'opérateur restriction, ru = ullR:;_. Alors P et r sont continus et i est 

compacte, donc la composée est compacte. Ili 

2.4. Traces 

Théoreme 2.5. L'application de C0 (~) dans C 00 (1R.n- 1 ), u f--+ u(x',O) 

se prolonge de maniere unique en une application í'o, linéaire, continue et 

surjective de H 1 (lR+) dans H! (Rn-I ). 

Démonstration. On définit í'o par í'o = í'ºp ou P est !e prolongement défini 

au théoreme 2.2 et í' l'application définie au théoreme 1.15. La continuité 

de í'o résulte de celles de P et í'- Montrons qu'elle est surjective. Soit 

v E H!(JRn- 1 ), il existe U E H 1 (Rn) te! que í'U = v (théoreme 1.15). 

Posons u = UIIR+ E H 1(1R+); alors ')'ou= í' P(UIIR+). Montrons que ')'oU = v. 

Si UE C0 (1Rn) on a, í' P(UIIR+) = í'U = U(x', O). Comme C0 (JR.n) est dense 

dans H 1 (JRn), si UE H 1 (Rn) il existe (Uj) E C0 (Rn) telle que Uj----> U dans 

H 1 (Rn). Alors í'Uj ----> í'U dans H!(Rn-1), UjllR+ ----> UIJR:;_ dans H 1 (R'.t,) 
d'ou P(UjllR+) -> P(UIIR+) dans H 1 (Rn) et í'P(Uh+)----; í'P(UIIR+) dans 

H!(Rn-1 ). Comme í'P(UjlR+) = í'Uj, on en déduit que í'P(UIJR+) = í'U 

pour UE H 1 (Rn), i.e. ')'oU = v. Ili 

Plus généralement on a le résultat suivant. 

Théoreme 2.6. Soit k E N \ {O}. L'application de C0 (~) dans 

[C0 (Rn-l )t, u t-> (u(x', O), fx: (x', O), ... , ( 8~Jk-l u(x', O)) se prolonge 

en une application 1 = ("Y0 , 11 , ... , 1k-1), linéaire, continue, surjective de 
k-1 1 

Hk(Rn) dans I1 Hk-i-, (Rn- 1). 
+ j=O 

2.5. Caractérisation de HJ(R't-) 

Nous avons défini !'espace HJ(R't-), au chapitre 8, comme étant l'adhérence 

de C0 (R't-) pour la norme H 1 . Voici une autre interprétation. 
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Théoreme 2.7. Lc_s assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) u E HJ(R';:.) .. 

(b) 11 E H 1 (1R';:.) et 1ou = O. 

Xn > Ü (c) 11 E H1 (IR+) et u E H 1 (IR"), oú u(x) = { 116x) 
Xn ::_; Ü 

Démonstration. L'équivalence entre (b) et (e) résultera du lemme suivant. 

Lemme 2.8. Pour u E H 1 (IR';:.) on a 

(2.5) { 
aau = aªu ' i = l, ... 'n ~ 1 

Xi Xi 

au au 
-a = -a +10U®Ox =0· 

Xn Xn n 

Démonstration. Les égalités (2.5), pour u E C0 (ii~::), résultent de la 
formule des sauts, chapitre 3, proposition 2.4. Soit u E H 1 (IR+); il existe 

(uj) e C0 (~) telle que Uj --> u dans H 1 (1R.'t-)- On a ui ----> u dans 
L2 (Rn), donc dans V'(IRn). Alors pour i = 1 ... n ?.2:.i.. ----> ou dans V'(Rn) 

- - ' 1 ) axi 8xi 

et ~ --> g;: dans L 2 (Rn), donc dans V'(JR.n). Enfin 1ou1· ----> 10 u dans 
1 ' ' 

H 2 (1Rn-l) et donc, "YoUj ®óxn=O----> í'oU©Oxn=O dans V'(Rn). On obtient 

ainsi (2.5) pour 11 E H 1 (R't-)- • 

Montrons (b) <=e> (e). Si u E H 1 (1Rn+) et 10u = O (2.5) s'écrit a;; = §;, 
_.._. ' 8xi axi' 

= 1, ... , n. Comme u et ;;;, appartiennent à L 2 (Rn) on a u E H 1 (:JR.n). 

Inversement, si u E H 1(1R.n), on a 88ü E L2 (Rn). Comme §;, E L2 (Rn) on 
Xn 8xn ' 

déduit de (2.5) que roU®Oxn=O E L2 (Rn). Soit (} E C0 (IRn-l) et cp E C0 (R) 
telle que cp(O) = 1; on pose cp,:(xn) = cp(x,,n ). Si 1ou ® Oxn=O E L2 (R) on a, 

l(rou®Oxn=O, (}®cpc)I ::_:; CIJOIJL2(1R"-1)llcpcJIL2(R) = CftllOIJL2(R 0 -l)llcpllL2(1R) · 
D'ou, l(rou,O)l · l(oxn=O,cp,:)I = l(rou,B)I::; cftllBIIPllcpllL2• En faisant 
tendre E vers zéro on en déduit que 10u = O. 

(a) {e} (e). Soit E = {u E H 1(R't-) : u E H 1(Rn)}. Si on montre que 

Cõ(IR't-) est dense dans E, pour la norme H 1 (1R't-), on en déduira que 

E = HJ(R'+-)- Tout d'abord, par troncature, on voit facilement que les 

éléments de E, à support compact dans Rn, sont denses dans E, pour la 

norme H 1 (1R't-)- Ensuite soit p E C0 (R':.), p 2: O, J p(x)dx = 1. Alors 

suppp C {x E IR.n: Xn 2: a> O}. Posons Pc(x) = cnp(~); on a 

suppp" C {x E Rn: Xn 2 Ea > O}. Si u E E est à support compact dans 

.IRn, on pose u,, = Pc * u. On a, 11" E C0 (Rn) et supp u" C supp p" + supp u, 



146 11 • Les espaces de Sobolev 

Théoreme 2.4. Soit K un compact de lRn et k > k'. Notons H}(lR+) = 
{u E Hk(lR+) : suppu e K}. Alars l'injection H}(lR';:.) ----> Hk' (lR+) est 

compacte. 

Démonstration. On décompose cette injection de la manicre suivante : 

ou P est l'opérateur de prolongement, K 1 un compact de JRn, i l'identité 

et r l'opérateur restriction, ru = ullR:;_. Alors P et r sont continus et i est 

compacte, donc la composée est compacte. Ili 

2.4. Traces 

Théoreme 2.5. L'application de C0 (~) dans C 00 (1R.n- 1 ), u f--+ u(x',O) 

se prolonge de maniere unique en une application í'o, linéaire, continue et 

surjective de H 1 (lR+) dans H! (Rn-I ). 

Démonstration. On définit í'o par í'o = í'ºp ou P est !e prolongement défini 

au théoreme 2.2 et í' l'application définie au théoreme 1.15. La continuité 

de í'o résulte de celles de P et í'- Montrons qu'elle est surjective. Soit 

v E H!(JRn- 1 ), il existe U E H 1 (Rn) te! que í'U = v (théoreme 1.15). 

Posons u = UIIR+ E H 1(1R+); alors ')'ou= í' P(UIIR+). Montrons que ')'oU = v. 

Si UE C0 (1Rn) on a, í' P(UIIR+) = í'U = U(x', O). Comme C0 (JR.n) est dense 

dans H 1 (JRn), si UE H 1 (Rn) il existe (Uj) E C0 (Rn) telle que Uj----> U dans 

H 1 (Rn). Alors í'Uj ----> í'U dans H!(Rn-1), UjllR+ ----> UIJR:;_ dans H 1 (R'.t,) 
d'ou P(UjllR+) -> P(UIIR+) dans H 1 (Rn) et í'P(Uh+)----; í'P(UIIR+) dans 

H!(Rn-1 ). Comme í'P(UjlR+) = í'Uj, on en déduit que í'P(UIJR+) = í'U 

pour UE H 1 (Rn), i.e. ')'oU = v. Ili 

Plus généralement on a le résultat suivant. 

Théoreme 2.6. Soit k E N \ {O}. L'application de C0 (~) dans 

[C0 (Rn-l )t, u t-> (u(x', O), fx: (x', O), ... , ( 8~Jk-l u(x', O)) se prolonge 

en une application 1 = ("Y0 , 11 , ... , 1k-1), linéaire, continue, surjective de 
k-1 1 

Hk(Rn) dans I1 Hk-i-, (Rn- 1). 
+ j=O 

2.5. Caractérisation de HJ(R't-) 

Nous avons défini !'espace HJ(R't-), au chapitre 8, comme étant l'adhérence 

de C0 (R't-) pour la norme H 1 . Voici une autre interprétation. 

11 • Les espaces de S0°bolev 147 

Théoreme 2.7. Lc_s assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) u E HJ(R';:.) .. 

(b) 11 E H 1 (1R';:.) et 1ou = O. 

Xn > Ü (c) 11 E H1 (IR+) et u E H 1 (IR"), oú u(x) = { 116x) 
Xn ::_; Ü 

Démonstration. L'équivalence entre (b) et (e) résultera du lemme suivant. 

Lemme 2.8. Pour u E H 1 (IR';:.) on a 

(2.5) { 
aau = aªu ' i = l, ... 'n ~ 1 

Xi Xi 

au au 
-a = -a +10U®Ox =0· 

Xn Xn n 

Démonstration. Les égalités (2.5), pour u E C0 (ii~::), résultent de la 
formule des sauts, chapitre 3, proposition 2.4. Soit u E H 1 (IR+); il existe 

(uj) e C0 (~) telle que Uj --> u dans H 1 (1R.'t-)- On a ui ----> u dans 
L2 (Rn), donc dans V'(IRn). Alors pour i = 1 ... n ?.2:.i.. ----> ou dans V'(Rn) 

- - ' 1 ) axi 8xi 

et ~ --> g;: dans L 2 (Rn), donc dans V'(JR.n). Enfin 1ou1· ----> 10 u dans 
1 ' ' 

H 2 (1Rn-l) et donc, "YoUj ®óxn=O----> í'oU©Oxn=O dans V'(Rn). On obtient 

ainsi (2.5) pour 11 E H 1 (R't-)- • 

Montrons (b) <=e> (e). Si u E H 1 (1Rn+) et 10u = O (2.5) s'écrit a;; = §;, 
_.._. ' 8xi axi' 

= 1, ... , n. Comme u et ;;;, appartiennent à L 2 (Rn) on a u E H 1 (:JR.n). 

Inversement, si u E H 1(1R.n), on a 88ü E L2 (Rn). Comme §;, E L2 (Rn) on 
Xn 8xn ' 

déduit de (2.5) que roU®Oxn=O E L2 (Rn). Soit (} E C0 (IRn-l) et cp E C0 (R) 
telle que cp(O) = 1; on pose cp,:(xn) = cp(x,,n ). Si 1ou ® Oxn=O E L2 (R) on a, 

l(rou®Oxn=O, (}®cpc)I ::_:; CIJOIJL2(1R"-1)llcpcJIL2(R) = CftllOIJL2(R 0 -l)llcpllL2(1R) · 
D'ou, l(rou,O)l · l(oxn=O,cp,:)I = l(rou,B)I::; cftllBIIPllcpllL2• En faisant 
tendre E vers zéro on en déduit que 10u = O. 

(a) {e} (e). Soit E = {u E H 1(R't-) : u E H 1(Rn)}. Si on montre que 

Cõ(IR't-) est dense dans E, pour la norme H 1 (1R't-), on en déduira que 

E = HJ(R'+-)- Tout d'abord, par troncature, on voit facilement que les 

éléments de E, à support compact dans Rn, sont denses dans E, pour la 

norme H 1 (1R't-)- Ensuite soit p E C0 (R':.), p 2: O, J p(x)dx = 1. Alors 

suppp C {x E IR.n: Xn 2: a> O}. Posons Pc(x) = cnp(~); on a 

suppp" C {x E Rn: Xn 2 Ea > O}. Si u E E est à support compact dans 

.IRn, on pose u,, = Pc * u. On a, 11" E C0 (Rn) et supp u" C supp p" + supp u, 



148 11 • Les espaces de Sobolev 

d'ou suppu,c e {x : Xn 2: éO'.} + {x : Xn 2: O} e {x : Xn 2: éO'.}. Donc 

u" E C0 (1R'+-). Comme ii E L 2 (1R") on a, u"_--+ ii dans L 2 (1Rn); si u E E, on 

a, d'apres l'équivalence précédente, %';, = g;:, E L2 (lRn), i = 1, ... ,n. Alors 

~ - 8v. ~ d L2 (m"') . - 1 D i · L2 (m,n) 
8 . - p" * 8 . --+ 8 . ans m. , i - , ... , n. onc 11" --+ u < ans ""+ , 
~ --> ~ d:ns Lt(iRn) d'ou u -> u dans H 1 (lRn ). Ili 
Bxi &xí + ' E + 

Remarquons que le théoreme 2.7 se généralise à Hk(lR'+-), au sens oü, 

H8'(1R't-) = {u E Hk(JR'+-): 1 u = O}, 1 ayant été définie au théoreme 2.6. 

3 • les espaces Hk(n), k E N 

Tout ce que nous avons montré au paragraphe 2, concernant les espaces 

Hk(lR't-) se généralise ame espaces Hk(f!), ou fl est un ouvert de lRn de classe 

Ck, e'est-à-dire qu'il existe p : lRn -> lR, p E Ck telle que, 

0, = {x E lRn: p(x) < O}, 8f! = {x E llr: p(x) = O}, dp(x) # O sur 8ft. 

L'idée étant que par difféornophisme on peut ramener les propriétés sur 

n en des propriétés analogues sur lR+. Pour les poins x 0 E 8ft, le 

difféomorphisme est construit ainsi. Comme dp(x0 ) # O, on peut supposer 

(quitte à renuméroter les variables) que ~ (xo) # O. Il existe un voisinage 

Vxo tel que~ (x) # o pour X E Vxo· Considérons l'application e: Vxo --> IR.n 
définie par, 81 (x) = X1 -xo,1, ... , Bn-1 (x) = Xn-1 -xo,n-1, Bn(x) = -p(x ). Le 

module du J acobien de 8 est égal à 1 ~ ( x) 1 ; il est donc non nul sur Vx 0 • Le 

théorerne d'inversion locale implique alors que B est un C 00 -difféomorphisme 

de Vx0 sur un voisinage O de zéro dans lRn. De plus B envoie f!n Vxo sur OnlR+ 
et 8DnVx0 sur On{xn = O}. Nous ne détaillerons pas plus ce point technique. 

Résumons plutôt les propriétés des espaces Hk(!J) qui sont ainsi obtenues. 

Théoreme 3.1 

(i) C0 (TI), est dense dans Hk(f!), pour tout k EN. 

(ii) II existe une application P, linéaire, continue, de Hk(fl) dans Hk(JRn) 
telle que Pu = u dans n. 

(iii) Si k > ~ +f, on a Hk(f!) e C'(TI). Par conséquent n Hk(!J) e C00 (TI). 
kEl'I 

(iv) Si n est borné et k > k', l'injection de Hk(f!) dans Hk' (!J) est compacte. 

(v) L'applicationC0 (íl)--> [c=(âfl)]k,u,_. (ulan, t~lan, ... , (;,,)k-iulan) 
se prolonge en une application línéaire, continue, surjective 

1 = C,o, ... ,ík-1) de Hk(!J) dans ki/ Hk-i-!(o!J). 
J=O 

(vi) Ht(fl) = {u E Hk(fl): ,u = O}. 
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4 • Retour sur 1~ problême de Dirichlet pour le 
Laplacien 

4.1. Probleme de Dirichlet non homogêne 

Nous avons vu au chapitre 8 que l'opérateur -6 + ,,\ est un isomorphisme 

de HJ(íl) sur H-1 (!1). Nous allons ici résoudre !e probleme de Dirichlet non 

homogene. 

Théoreme 4.1. Soit í1 un ouvert de JRn de classe C 1 . Soit ,,\ 2: O (>.. > O si 

!J est non borné). Soit f E H- 1(0), g E H!(of!). Il existeu E H 1 (0) unique 

telle que 

(4.1) { 
( -LI. + ,,\) u = f 
,ou= g. 

Démonstration. L'unicité résulte de celle du probleme homogene. Ensuite, 

comme g E H!(8!1), il existe, d'apres le théoreme 3.1, (v), w E H 1 (0) telle 

que ,o w = g. Alors -6.w + Àw = F E H-1 (0). Soit v l'unique solution dans 

HJ(f!) de l'équation -6.v + Àv = f - F E H- 1 (0). Alors u = v + w est 

solution de (4.1). • 

4.2. Régularité d'ordre supérieur 

Théoreme 4.2. Soit !J un ouvert de lRn de classe e= et soit ,,\ 2: O (>.. > O si 

fl n 'est pas borné). Pour tout k E N, l'opérateur -6 + ,,\ est un isomorphisme 
de Hk+2 (f!) n HJ(fl) sur Hk(O). 

Corollaire 4.3. Dans les conditions du théoreme 4.2, -6 + ,,\ est un 
isomorphisme de ( n Hk(f!)) n HJ(n) sur n Hk(f!). 

kEN kEN 

Remarque 4.4 

(i) Si f! est un ouvert borné de classe e=, on a n Hk(!J) = c=(TI). Sinon 
kEN 

on a C0 (TI) e n Hk(n) e c=(TI). 
kEN 

(ii) Il apparait au théoreme 4.2, qu'il y a deme degrés de régularité de 

différence entre le second membre et la solution. Pour un opérateur d'ordre 

<leme c'est un gain maximum qui est caractéristique des opérateurs elliptiques 
dont -6 est !e prototype. 

Démonstration du théoreme 4.2. Conformément à ce qui a été dit au 

début du paragraphe 3, nous admettrons qu'il suffit de traiter le cas n 1= lR+. 
On traite d'abord !e cas k = O puis on raisonne par récurrence sur k. 
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Soit f E L2 (0). Alors 3f E H-1(0). On serait tenté de dériver l'équation 

-6.u+>.u = f et d'en déduire que g:;, = v est telle que -~v+>.v E H-1(0). 
Le probleme est que, si u E Hõ(lR't-), g;-, n'a pas nécessairement de trace sur 

Xn = O et on ne peut donc dire que v E HJ(lR't-), 

On remplace alors les dérivées par les quotients différentiels. Pour u appar

tenant à HJ(lR't-), h E JR* et i = 1, ... , n - l, posons, 

(4.2) 
uh(x) = Th u(x) - u(x) = u(x + he;) - u(x), 

h h 

ou e; est le i-eme vecteur de la base canonique de lRn. 

On a alors Uh E HJ(lR't-) et -6.uh + Àuh = Íh = Th{-l. 

D'autre part, comme -6. + À est un isomorphisme de HJ sur H-1 , on a 

(4.3) 

Pour estimer le membre de droite de (4.3) on utilise le: 

Lemme 4.5. On a ll!hllH-1 :S IIJIIL2· 

Démonstration. Ceei résultera de l'inégalité 

{4.4) 

En effet, supposons (4.4) satisfaite. Si f E L2 (1R't-) on a Íh E L2 (1R't-) et, pour 

v E HJ, la dualié HJ, H-1 s'écrit, fh(v) = J fh(x)v(x)dx = J J(x)v-h(x)dx. 

Alors, 
lfh(v)I I J J(x)v-h(x)dxl 

llhllH-1 :S sup -11 -11 - = sup 
vEHJ V HJ v,éO llvllHJ 

v,<O 

:S sup 
v;éO 

d'ou le lemme. 

Montrons (4.4). Supposons v E Có"'(lR+)- On écrit, 

l 1x.+h 8v l 1h 8v vh(x) = - -8 . (x1,.,,t, .. ,xn)dt= -h -8 . (xi, .. ,t+xi, .. ,xn)dt, 
h x, x, o x, 

llvhllL2 :S i 1h li ::i (., .. , · + t, .. , .)11L2 dt :S i 1h li :;i IIL, dt = li ::i IIL2' 
donc {4.4) est vérifiée. Par densité de C0 (1R+), (4.4) est également satisfaite 

pour V E HJ(lR+)- • 
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En utilisant (4.3) ~t- le lemme 4.5, on obtient l!uhiiHJ ::; C(>.)llfllL•· Donc 
( uh) est une suite. bornée de HJ. Comme, dans un espace de Hilbert, la 

boule unité fermée est faiblement compacte, il existe une sous-suite (uh,) 
et w E HJ tels que uh, --' w dans HJ, i.e. (uh,,v)H• -> (w,v)H•, pour 

tout v E HJ. Cela implique que uh, -> w dans 'D'(lR'./.). D'autre part il est 

classique que, uh, -> g::, dans 'D'(JRn). On en déduit que g::, E HJ(lR+) 

pour i = 1, ... , n - 1. Par conséquent, /tãx; E L2 (1R't-), i = 1, ... , n - 1, 

. - ' a•u n-1 a• 
J - 1, ... , n. D autre part, -ax;; = f - Àu + L ~ E L2 (1R't-) et donc 

i=l 1 

u E H 2 n HJ, ce qui prouve le théoreme 4.2 lorsque k = O. 

Pour k 2 O, on raisonne par récurrence pour prouver, 

(4.5) 

Si f E Hk+l, k 2 O, on sait que u E Hk+2 n HJ et on souhaite montrer que 
E H k+J , t , dº Hk+2 au Hk+2 . u , c es -a- !fe u E et ax, E , i = 1, ... , n. On commence 

parles dérivées paralleles au bord, i.e. i = 1, ... , n-1. Posons v = gu. Alors 
k+l 1 ~ v EH C H . Donc v a une trace sur Xn = O et 10 v = O, car u E HJ(lR+)-

On en déduit que v est solution du probleme 

{ 
- 6.v + Àv = :ti E Hk 

,ov = o. 

Par hypothese de récurrence on a v E Hk+2 , i. e. 8ª 8; v E L2 , !ai :::; k + 2, 

i = 1, ... , n - 1. Pour I.BI :S k + 1 on a, en dérivant l'équation {4.1), 

n-1 

8~813 u = - L, 813 8?u+ >.al3u- a/3 f E L~ 
i=l 

et clone u E Hk+3 . • 
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Chapitre 12 

L 'équation de Schrõdinger 
dans JRxlRn 

L'opérateur de Schrodinger, P = li - ió.x, a été introduit pour les besoins 
de Ia mécanique quantique. C'est un opérateur d'évolution pour lequel !e 

probleme de Cauchy est un probleme pertinent. 

1 • Le probleme de Cauchy 

1.1. Donnée dans S'(!Rn) 

Théoreme 1.1. Soit g E S'(JRn). II existe une unique u = (ut) appartenant 

à C00 (JR, S' (JRn)) telle que, 

{ 
;; - i6.u = O, dans V'(IR x JRn), 

uo =g. 
(1.1) 

Démonstration 

a) Existence : pour t E JR, posons, 

(1.2) Ut = F(e-itJel 2 9). 

Ceei a un sens car 9 E S', e-itJel2 9 E S' et clone Ut E S'. D'autre part uo = g 

et pour <p E S on a (ut, cp) = (9, e-itl·l 2 cp) de sorte que la remarque 3.2, (ix) 
et (xi), chapitre 10, montre que Ut E C 00 (lR, S'). Comme (fLt, cp) = (ut, ij;), on 
a aussi Ut E C 00 (JR, S'). Rappelons ensuite que u est définie par, 

(1.3) (u,'lj;) = L (ut,'ljJ(t,·)}dt, 'ljJ E S(JR X Rn). 

Alors pour 1/; E S(IR x Rn), 

\ :: - i 6.u, 'ljJ) = -( u, ~~ + i 6. 'ljJ) = - L \ Ut, ~~ + i 6. 'lj;) dt = 

= - k \ Ut,F(~~ + ió.'lj;) )dt = - L ( e-itl·l2 9, (!t - il · 12) F'ljJ(t, ·) )dt. 
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Or, 

:t (e-itJçJ] F'ljJ(t,f,)) = [ (:t - ilçl2) F'ljJ(t,ç)] e-itJel 2
• 

On en déduit, 

(!:-ió.u,1/J)=- h_ \9, %t(e-itJ·l 2 F1j;(t,·)))dt 

= - h_ :t \9, e-itJ 1
2 F'ljJ(t, ·)) dt = O 

car F 1/J(-::r:-oo, ç) = O. 

b) Unicité : la différence de deux solutions est un élément u E C 00 (IR, S') qui 
vérifie (Bt - ió.u) = O et uo = O; nous allons montrer que u = O. Pour tout 
1/J E S(IR x Rn) on a, 

O= (àtu - ió.u, 1/J) = -(u, (àt + ió.)1/J) = - L (ut, (àt + ió.)'lj;(t, ·)) dt. 

D'apres la proposition 3.3, chapitre 4, on peut écrire 

il en résulte que 

Comme 1(-::r:-oo, ·)=O, il en résulte que, 

D'autre part, on a F(uP>) = uP>. En effet pour <p E S(!Rn), ón a 

(F( (1)) ) { (1) ') d { ') d {, ) {, (l) ) 
Ut ,<p = Ut ,<p = dt Ut,<f) = dt Ut,<f) = Ut ,<p . 

On déduit de (1.4) que, 

(1.5) k [<uP>, F1/!(t, ·)) + i {ui, 1-12 F1(t, ·))] dt = o. 

Ceei est vrai, en particulier, pour 1/J telle que F'ljJ(t,E.) = eitf{l2 t.p(f.)x(t), ou 
cp E S(JRn), X E S(JR) sont quelconques. On en déduit que, 
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La fonction entre crochets étant une fonction continue de t sur IR, il résulte 

de (1.6) que, 

(1.7) (úPl,eitll°i.p)+i(ú1,l·l2 eit11\,)=0, VtElR, \lipES. 

Comme le membre de gauche de (1.7) est égal à ! (ú1 , eitl·l2 ip), il résulte 

de (1. 7) que, pour tout <.p E S, la fonction t ,_, (út, eitl·l2 ip) est constante. 

Donc (út, eitl·l2 ip) = (úo, ip) = O, puisque u0 = O. Soient to E IR et 
BE S(IRn) quelconques. La fonction ip(O = citoli;l2 B(ç) est dans S et clone 

(úto,e-itol·l2 ip) = (úto,B) = O; clone Úto = Ü dans S', d'ou Ut = o, \lt E R, ce 

qui prouve que u = O. • 

1.2. Donnée dans S(Rn) 

Théoreme 1.2. Si g E S(Rn), la solution u donnée par le théoreme 1.1 
appartient à C 00 (R, S (Rn)). Elle est donnée par la formule, 

(1.8) u(t,x) = (21r)-n J ix·ç-itll;l2 g(ç)dç. 

Démonstration. Si g E S, la formule {1.2) rnontre que Ut E S et que ui(x) 

est égal au second rnembre de (1.8). II est alors facile de voir que la fonction 

(t, x) ,-, ui(x) est C 00 sur R x Rn. Notons--la u(t, x). On a, 

xª n/3 u(t, x) = (21r)-n J Df eÍX·ç e-itJi;l\/3 g(ç) dç 

= {21r)-n J eix·ç(-Di;)°' [e-itli;l2 ç/3 g(ç)] dç 

= J eix-e P°'13(t, ç) e-itlel2 g(ç) dç 

ou P0 13 est un polynôme en (t,ç). Il résulte facilernent du théoreme de 

convergence dominée que si tn --> to, sup \xª D~(u(tn, x) - u(t0 , x))I--> O. On 
xER 

montre de maniere tout à fait analogue que pour tout k E N, ôfu appartient 

à Cº(R,S(Rn)). • 

1.3. Donnée dans Hª(Rn) 

Théoreme 1.3. Si g E Hª{Rn), ou s E R, la solution u donnée parle 
théoreme 1.1 appartient à Cº(R,Hª(Rn)). Pour k EN, (u~k)) appartient à 
Cº(R, H•- 2k(Rn)) et, 

(1.g) { lluillH• = IIYIIH•, 
llu~k)IIH•-2• ~Ckll9IIH•, VtER, VkEN*. 

VtER, 

l 
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Démonstration. Lá formule (1.2) rnontre que, pour tout t E R, on a 

Út = e-itl{l2 g. Comme g E H", g est une fonction mesurable, clone Út l'est 

aussi et on a (1 + \çj2)812 \út(ç)\ = (1 + \çj 2 )•/2 \g(ç)I, ce qui prouve (1.9). 
Ensuite si (tn) est une suite qui converge vers to dans R on a, 

Le théoreme de convergence dominée montre aisément que, llutn - UtollH• 

tend vers zéro. D'autre part, (1.2) montre que ut) = F((-i \ç\ 2 )k e-itl{l2 g), 
d'ou F(u~k)) = (-i \çl2l e-ítli;l2 g. On en déduit que, 

llu~~) - u~~) IIH•-2k = J jcítnlel2 - eitolçl212 lç\k(l + lt;l2)3-2k jg(ç)l2 dç 

et on conclut de maniere analogue. • 
1.4. Forme de la solution 

Théoreme 1.4. Pour g E S'(Rn), la solution u donnée parle théoreme 1.1 

s'écrit, pour t f= O, 

{1.10) 1 .,, LI:.[ LI:.](") u1(·) = e-m,sgnte• •• F(e' •• g) -
( 41rltl)n/2 2t ' 

ou sgn t désigne le signe de t. 

Démonstration 

Cas 1. Supposons g E Co"(lr). D'apres le théoreme 1.2 et le théoreme 6.1 
du chapitre 10, on peut écrire, 

u(t,x) = .r(e-itJl;l2 g(ç)) = [ F(e-itl{l2) * g](x). 

On utilise !'exemple 3.6, 3), chapitre 10. II en résulte que, 

D'autre part, comme g E Co"(Rn) on a 

En écrivant lx - yl2 = \x\2 - 2x · y + \yl2 , il vient 

e•• *9 (x) =e•• e-•,.·Ye •• g(y)dy ( .!.l:l: ) KJ ·z !.ll1:. 

<izl2 ( il·l2 ) (X) = e-..- F e...- g 2t . 
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En utilisant (1.11) 011 obtie11t, 

(1.12) 1 · ~ ·1=1: ( U.:. )(X) u(t x) = e-m.sgnte' 4< :F e' 4< g -
' (4nJtl)n/ 2 · 2t 

ce qui est la formule (1.10). 

Cas 2. g E S'(IR.n). 

II existe (gk )k C C0 (IR.n) telle que 9k --> g da11s S' (!Rn). Soit Uk la solution du 

probleme (1.1) avec dormée 9k· D'apres le théoreme 1.2, on a Uk E C°"(IR,S) 
et d'apres le cas 1, uk est do1111ée par la formule (1.12). Co11sidéro11s le 

il·l 2 .'l.l:_ 
rnembre de droite de (1.12). On a e"' 9k --> e •• g da11s S'(IR.n); donc 

F(e' 1.': 9k) oA 1 --> :F(ei 1t g) oAt da11s S', ou At: IR.n--> lRn est l'application 

x 1-4 ft. La multiplication par ei 1
~\

2 étant continue de S' dans S', 011 

en déduit que le rnembre de droite de (1.12), avec 9k, converge vers la 

même expression avec g, dans S' (IR.n ). D'autre part, d'apres l'unicité dans 

!e théoreme 1.1, la solution uk du problerne (1.1), avec donnée 9k, est donnée 
par (uk)t = F(e-itl 12 §k); comme 9k --> g dans S' et e-itl·l 2 9k --> e-itl·l 2 g 
dans S', (uk)t converge vers Ut dans S' ou u est la solution de (1.1) avec 

donnée g. Dane la formule (1.12) entraíne (1.10). • 

Le théoreme 1.4 va nous permettre de mettre en évidence une propriété 

importante de l'équation de Schrõdinger. 

Corollaire 1.5 

(i) Si g E t:'(!Rn) et u est la solution du probleme (1.1), alors, pour tout 

t =/- 0, Ut E C 00 (JRn ). 

(ií) Soít g(x) = e-i.\lxl2, ou À> O. Alars ui = (4n>.)i e-inf J0 . 
4.\ 

Démonstration 

(i) Si g E E', alars e;lf g E E'; d'apres le théoreme 4.1 du chapitre 10, on a 

:F(eii:g_ g) E C 00 (1Rn) et la formule (1.10) prouve (i). 

.. 1 ·l=l:. -·.\I 12 ( .1.12 ) (11) Pour t = 4.\' on a e' 4t e ' X = l; clone :F e'--..-g = :Fl = (21rróo. 
.J=f. ( U.:. ) , n · ~ n Alors e' 4t F e' 4t g = (2n r óo, d'ou Ut = zn 7f2 e-m, À 2 óo. • 

Que dit le corollaire 1.5? Il montre que la régularité de la solution pour 

t =/- O, n'est pas reliée à la régularité de la donnée en t = O, puisque une 

donnée irréguliere (g E t:') dorme une solution C 00 tandis qu'une donnée C 00 

fournit une solution singuliere. L'explication est la suivante : la régularité de 

la solution, pour t i= O, dépend du comportement à l'infini de la donnée et 

1 
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non de sa régularité. Ce phénomene est connu sous !e 110m de propagation 

à vitesse infinie. 

Voici un résultat qui va dans le rnême sens mais qui ne nécessite µas que la 

donnée soit à support cornpact. 

Théoreme 1.6. Soit g E L2 (1Rn) et supposons que, pour tout a E Nn, on 

aít xºg E L2(1Rn). Alars, pour t # O, la solution u du probleme (1.1) est telle 

que Ut E C 08 (JRn). 

Démonstration. Dans ce résultat, la donnée est peu réguliere (g E L 2 ), 

mais en un certain sens elle décroít rapidement à l'infini. La preuve est basée 

sur la remarque suivante. On a, 

(1.13) [ ô . " . ô ] 
- - Z D X· + 2zt - = Ü ôt , ] OXj ' 

j=l, ... ,n, 

n 
ou [A, B) = AB-BA. En effet ce commutateur vaut 2i / -i[ I; i&, Xj] = 

X; k=l Xk 

2i a~, - 2i a~, = O. On en déduit que [fi - i ó, ( x + 2it fx)°'J = O, pour tout 
a E Nn. Si g E L2 , le théoreme 1.3 nous dit que le probleme (1.1) a une et une 

seule solution u E Cº(IR, L2). Considérons v = (x + 2itôx)ªu E Cº(IR, S'). 
11 est facile de voir que vo = xªu0 = xªg E L2 (Rn). D'autre part 

(ôt - ió)v = [ôt - ió, (x + 2itôx)º) u + (x + 2itax)ª(ôt - ió)u = o, d'apres 

(1.13). On déduit du théoreme 1.3 que, (x+2itôx)°'v E Cº(IR,L2 (1Rn)), pour 

tout a E Nn. Or, 

(1.14) (x + 2itôx)ª = 
l/31'.Ólael-1 

ou ªª/3 est un polynôme en ( t, x). Une récurrence sur !ai, en partant du 

fait que u E Cº(IR, L2 ), montre que, pour t =/- O, on a 8'.;u1 E Lf0 jIRn). 
Par conséquent, Ut E H 10c(Rn) pour tout s E N et tout t =/- O. Comme 

n H 1~c e C 00 , on déduit le résultat. • 
s2',0 

1.5. Décroissance à l'infini de la solution 

Théoreme 1.7. Si g E L1(1Rn), la solution u donnée parle théoreme 1.1 
vérifie 

(1.15) 
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Démonstration. Cela résulte immédiatement de la formule (1.10). En effet, 

comme :F est continue de L 1 dans L'XJ (avec une norme ::; 1) on a, 

l 1 1-n/2 IIF( ;U:. ) li lludlL'"' = (41r)n/2 t e •• g L= 

JWn/2 ;U:. - JtJ-n/2 
::; (41r)n/2 lle •• 9llu - (41r)n/2 ll9llu. 

• 

l 
Chapitre 13 

Théorie spectrale du probleme 
de Dirichlet pour le Laplacien 

1 • Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints 
compacts 

Dans ce paragraphe H est un espace de Hilbert sur C, dont on notera (,) le 
produit scalaire et T un opérateur linéaire continu de H dans H ; on écrira 
TE .C(H). On commence par quelques définitions et propriétés. 

1.1. Spectre 

Le spectre de T, noté u(T), est le sous ensemble de C défini par, 

(1.1) u(T) = {µ E C: T - µ Id est non inversible}, 

ou Id est l'opérateur identité x 1-> x de H dans lui-même. En particulier, 

µ E C est appelée une valeur propre de T, si T- µ Id n'est pas injectif i.e. si 
il existe x E H, x # O tel que Tx = µx. L'ensemble des valeurs propres est 
un sous-ensemble du spectre. 

Lemme 1.1. L'ensemble u(T) est fermé dans C. 

Démonstration. On montre que ( u(T) Y est ouvert. Soit µ 0 E C tel 

que T - µo Id = So soit inversible. Pour µ # µ0 on écrit T - µ Id = 
(µo-µ) Id+So, d'oi':t Sõ 1(T-µ Id) = (T- µ Id)Sõ1 = Id+(µo - µ)Sõ 1• Si 

Jµo-µI est assez petit (tel que Jµo-µJ 11Sõ1 II < 1), l'opérateurld +(µo-µ)Sõ 1 

est inversible (série de Neuman) et clone T - µ Id est inversible c'est-à-dire, 

µE (u(TW. • 

l.2. Adjoint 

Proposition 1.2. 11 existe un unique opérateur T* E .C(H) tel que, 

(1.2) (Tx,y) = (x,T*y), Vx,y EH. 



158 12 • L 'équation de Schrõdinger dans lR x !Rn 

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la formule (1.10). En effet, 

comme :F est continue de L 1 dans L'XJ (avec une norme ::; 1) on a, 

l 1 1-n/2 IIF( ;U:. ) li lludlL'"' = (41r)n/2 t e •• g L= 

JWn/2 ;U:. - JtJ-n/2 
::; (41r)n/2 lle •• 9llu - (41r)n/2 ll9llu. 

• 

l 
Chapitre 13 

Théorie spectrale du probleme 
de Dirichlet pour le Laplacien 

1 • Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints 
compacts 

Dans ce paragraphe H est un espace de Hilbert sur C, dont on notera (,) le 
produit scalaire et T un opérateur linéaire continu de H dans H ; on écrira 
TE .C(H). On commence par quelques définitions et propriétés. 

1.1. Spectre 

Le spectre de T, noté u(T), est le sous ensemble de C défini par, 

(1.1) u(T) = {µ E C: T - µ Id est non inversible}, 

ou Id est l'opérateur identité x 1-> x de H dans lui-même. En particulier, 

µ E C est appelée une valeur propre de T, si T- µ Id n'est pas injectif i.e. si 
il existe x E H, x # O tel que Tx = µx. L'ensemble des valeurs propres est 
un sous-ensemble du spectre. 

Lemme 1.1. L'ensemble u(T) est fermé dans C. 

Démonstration. On montre que ( u(T) Y est ouvert. Soit µ 0 E C tel 

que T - µo Id = So soit inversible. Pour µ # µ0 on écrit T - µ Id = 
(µo-µ) Id+So, d'oi':t Sõ 1(T-µ Id) = (T- µ Id)Sõ1 = Id+(µo - µ)Sõ 1• Si 

Jµo-µI est assez petit (tel que Jµo-µJ 11Sõ1 II < 1), l'opérateurld +(µo-µ)Sõ 1 

est inversible (série de Neuman) et clone T - µ Id est inversible c'est-à-dire, 

µE (u(TW. • 

l.2. Adjoint 

Proposition 1.2. 11 existe un unique opérateur T* E .C(H) tel que, 

(1.2) (Tx,y) = (x,T*y), Vx,y EH. 
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Démonstration 

a) Unicité: si il existe Tt, T2 vérifiant (1.2), on a (x, (Ti* - T;)y) = O pour 

tous x,y EH. Donc (Tt -T;)y = O, Vy EH i.e. Tt = T2. 

b} Existence : fixons y E H. L'application x >-> (Tx, y) est une forme 

linéaire continue sur H car, l(Tx, y)j S IITxll llYII S IITII IIYll llxll. II existe 
clone un unique zy E H tel que (Tx, y) = (x, zy), pour tout x E H. 
L'application y >-> zy est linéaire. Notons zy = T*y. Alors T* est continu 
car IIT*yll = sup l(x,T'y)\ = sup l(Tx,y)i < IITII IIYII- • 

x,iO llxll x,iO llxll -

On dit que T est auto-adjoint si T = T*. 

Proposition 1.3. Si T E L(H) est auto-adjoint, ses valeurs propres sont 

réelles. 

Démonstration. Soit x un vecteur propre relatif à une valeur propre µ E C. 

On a (Tx,x) = µllxll 2 = (x,Tx) = J:illxll2 , cl'ou µ = µ. • 

1.3. Opérateurs positifs 

T E L(H) est clit positif si (Tx, x) 2'. O, pour tout x clans H. On écrit T 2'. O. 

Si T 2'. O, ses valeurs propres sont positives ou nulles. 

1.4. Opérateurs compacts 

T E L(H) est clit compact si l'image par T cl'une boule de H est relativement 

compacte dans H. 

Proposition 1.4. Les conditions suivantes sont équivalentes. 

(i) T est compact. 

(ii) L 'image par T de toute suite bornée contient une sous suite convergente. 

(iii) T transforme une suite faiblement convergente en une suite fortement 

convergente (i.e. pour la norme). 

Démonstration. L'équivalence de (i) et (ii) est évidente. 

(iii) => (ii). Rappelons que {xn)nEN C H est dite faiblement convergente 

vers x et on écrit Xn -'- x, si (xn, y) -> (x, y) pour tout y E H. Rappelons 

également qu'une boule fermée dans un Hilbert est faiblement compacte. Soit 

alors (xn) une suite bornée; il existe alors une sous suite (xn.) qui converge 

faiblement. D'apres {iii) la suite (T(xn.)) est convergente d'ou {ii). 

(ii) => {iii). On utilise le résultat suivant. 

13 • Théorie spectrale dtiprobleme de Dirichlet pour le Laplacien 161 

Lemme 1.5. Toute s11ite faiblement convergente est bornée. 

Démonstration. Cela résulte du théoreme de Banach-Steinhaus. Si (xn, y) 
tend vers (x, y) pour tout y, il existe My > O tel que j(xn, y)I S My pour tout 

n E N. Comme l'application Tn : y 1-> (y, Xn) est linéaire il existe M > O te! 

que l(xn,Y)I s Mllyll, pour tout y EH. Donc llxnll = sup \(11;,,r)\ s M. • 
y,iO 

Supposons Xn-'- x; comme llxnll est bornée on déduit de (ii) que la suite 

(Txn)nEN possecle au moins une valeur cl'adhérence. Si celle-ci est unique, la 

suite (Txn) sera convergente (car (Txn)nEN est contenu dans un compact). 

Soit y une valeur cl'adhérence. II existe une sous suite (xn.) telle que 

Txn• --+ y. D'autre part Txn-' Tx car (Txn - Tx, y) = (xn - x, T*y) -> O 

clone y = Tx. • 

On admettra dans ce qui suit !e résultat suivant. 

Proposition 1.6. Soit T E L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alars 

T admet comme valeurs propres les nombres ±IITII. 

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe. 

Théoreme 1. 7. Soit TE L(H) un opérateur auto-adjoint compact. 

1) Les valeurs propres non nulles de T forment un ensemble fini ou une 
suite {µn} de réels qui tend vers zéro. 

2) Si µn est une valeur propre non nulle, l'espace Eµn = Ker(T- µn Icl) est 
de dimension finie. 

+oo 
3) H= EB E,, EBEooiIEo=KerT. 

j=l n 

+oo 
4) Si dimH = +oo, a(T) = {O} U ( U {µj}) ou les µ1 sont les valeurs 

J=l 

propres non nulles. 
Si dim H < +oo, a(T) = { valeurs propres}. 

Démonstration 

ler point : soit µ; et µ1 deux valeurs propres distinctes. Alors Eµ, et Eµ; 
sont orthogonaux. 

En effet soit x; E Eµ., x1 E Eµ; i.e. Tx; = µ;x;, Tx1 = µ1 x1. Alors 

(Tx;,x1) = (x;,Tx1) d'ou µ;(x;,xj) = µi(x;,x1) car les µ; sont réels. Donc 

(µ; - µj)(x;, Xj) = O, ce qui implique, (x;, x1) = O. 
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de dimension finie. 

+oo 
3) H= EB E,, EBEooiIEo=KerT. 

j=l n 

+oo 
4) Si dimH = +oo, a(T) = {O} U ( U {µj}) ou les µ1 sont les valeurs 

J=l 

propres non nulles. 
Si dim H < +oo, a(T) = { valeurs propres}. 

Démonstration 
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2eme point : µ1 i O =;,- dim Eµ, < +oo. 

Soit B 1· la boule unité de Eµ· alors T(Bj) = µ1Bj i.e. B 1 = ..l.T(BJ. 
J ~ 

Commc T est compact, T(Bj) est relativement compact dans H, donc dans 

Eµi qui est un sous espace fermé de H. Il résulte du théoreme de Riesz que 

dim Eµ, < +oo. 

3eme point : montrons 1). Soit E > O; nous allons prouver qu'íl y a au 

plus un nombre fini de valems propres µ telles que \J-l\ 2: E. Supposons, au 

contraire, qu'il y en a un nombre infini; en particulier il existe une suite 

(µkJ telle que µkj i µk, si j i f. et \µk; 1 2: E. Soit Xk; un vecteur propre de 

norme 1 associé à µkj. Alors 

IITxk, -Txk,11 2 = \\Txk;Jl 2 + I\Txk,\1 2 + 2 Re(Txk;, Txk,) 
2 2 = µk; + µk, 

car (Txk;,Txk,) = µkiµk,(Xk;,xk,) = O, d'apres le premier point. Donc 

I\Txki -Txk, 1\ 2 2: 2E2 . En résumé, on a une suite (xk;) de la boule unité de 

H, telle que (Txk,) n'admette aucune sous suite convergente. Cela contredit 

le fait que T est compact. Par conséquent dans chaque intervalle [n~l, ~) il 

y a un nombre fini de valeurs propres : celles ci forment donc une suite qui 

est finie ou infinie. Si elle est infinie, pour tout n E N, il y en a au plus un 

nombre fini telles que \µ\ 2: ~. Donc la suite tend vers zéro. 

+oo 
4eme point : montrons 3). Soit V = EB Eµ la somme Hilbertienne des 

j=l J 

espaces Eµ; tels que µ1 i O. L'orthogonal N de V est stable par T. En 

effet, remarquons que x E Vi_ si et seulement si x E E-/;, pour tout j. Alors 

(Tx,yj) = (x,Tyj) = µj(x,y1) = O si y1 E Eµ;· Donc Tx E V-.L = N. La 

restriction T' de T à N, est un opérateur compact et auto-adjoint qui n'a 

aucune valeur propre non nulle; d'aprês la proposition 1.6 on a T' = O i.e. 

T\N = O et clone N e KerT. D'autre part, d'aprês le premier point, KerT 

( s'il est non réduit à zéro) est orthogonal à tous les Eµ; i. e. Ker T C V -.L = N. 
+oo 

Donc N = Ker T et H = V EB V -.L = V EB N = EB Eµ. EB Ker T. 
j=l J 

5eme point : montrons 4). Soit A= {O} U tu {µj}). Montrons que A e est 
1 

inclus dans ( a(T) t. Soit µ =/e O tel que µ i µ1 pour tout j. Alors T- µ Id est 

injectif, car toutes les valeurs propres sont dans A. Montrons que T- µ Id est 

surjectif. Soit y E H. D'apres 3), y s'écrit, y = y0 + 1:(Y, e(n)) e<.nl ou ( e(nl) 
. J J ) 

n,J 

est une base orthonormale de Eµn (qui est de dimension finie) et Yo E KerT. 
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Posons 

Puisque (11n) -+ O, à partir d'un certain rang on a f µ.n - /.li 2: ! fµf > O, 
!(y,e(n))l 2 ( z 2 (n) 2 · , · ' • · 

donc lµn ~µl2 ~ Jµf) \(y, ej ) \ , ce qu1 montre que la sene defimssant x 

converge dans H. II est facile de voir que (T ~ Jl Id) x = y; clone T - µ Id cst 

bijectif et µ E (a(T)t. On a clone montré l'inclusion a(T) e A. Inversement 
+oo 

on a toujours U {µj} C a(T). Si dim H = +oo, la suite (111 ) tend vers O; 
1 

clone O E a(T), car a(T) est fermé í.e. A e a(T). 1111 

2 • Application à la théorie spectrale du Laplacien 

Soit O un ouvert borné de IRn. Posons E= {u E HJ(O) : 6.u E L2 (!1)}, 

que l'on munit de la norme l\ul\E = \\ul\H' + \l6.uf\L2· Alors l'opérateur -6. 
o 

cnvoic continument E dans L 2 (D). 

Lemme 2.1. -6. : E-+ L2(0) est un isomorphisme. 

Démonstration. Cela résulte du théorême 2.1, chapitre 8. En effet, si f 

appartient à L2 (D) e H- 1 (D), il existe u E HJ(O) unique te! que -6.u = J. 
Alors 6.u E L2 et clone u E E. Donc -6. est bijectif. De plus -6. est continu 

d'aprês la norme de E et bicontinu d'aprês !e théoreme de Banach. li 

Considérons l'opérateur T = (-6.)- 1 : L2 (!1) -+ E. C'est un opérateur 

linéaire continu. D'autre part, l'application 11 r-> u de E dans HJ (D) est 

continue (d'aprês la norme de E) et l'application HJ(O) -+ L2 (D), u r-> u 

est compacte d'aprês !e théorême 1.6, chapitre 8. Comme la composée 

d'applications linéaires continues et compactes est compacte, on en déduit 

que 

est compacte. 

Montrons que T est auto-adjoint, i. e. en notant (,) le produit scalaire de L 2 , 

(2.1) (TJ,g)=(J,Tg), Vf,gEL2 (fl). 

L'égalité u = T f E E est équivalente à -6. u = J; de même v = T g est 

équivalente à -6.v = g. Donc (2.1) s'écrit, 

(2.2) (u,-6.v) = (-6.u,v), u,v E E. 
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Nous allons montrer que, 

(2.3) ~(âu âv) 
-(u, b.v) = L....J âx ' âx ' 

i=l t t 

u,v E E. 

Si v E E et u E C0 (r2) l'égalité (2.3) est évidente car 

(u,ô;v) = (â'fv,u) = -(â;v,ô;u) = - j Ô;V· Ô;udx = -(â;u,ô;v). 

Si u E HJ, il existe ( Uj) E C0 telle que Uj --+ u dans HJ. Alors 

(uj,b.v)--+ (u,b.v) puisque l(uj - u,b.v)I ~ llui - u!IL2!16v!IL2 --+ O et 

(â;uj,Ô;v) --+ (ô;u,Ô;v) car !(â;uj - Ô;u,Ô;v)I ~ llui - u!IH1 l!v!IH1 --+ O. 
Donc (2.3) est prouvée et (2.2) en résulte par permutation deu et. v. 

Ensuite T est positif car, d'apres (2.1), (2.2) et {2.3) on a 

n 

(Tf,f) = (u,-b.u) = L !lâ;ulli•· 
i=l 

Enfin T étant injectif, on a KerT = {O}. 

On peut donc appliquer, à H = L2 (r2) et à T, le théoreme 1.7. Le spectre de 

T est formé de zéro et d'une suite de valeurs propres µn > O qui tend vers 

zéro, i.e. le probleme T f = µf, f E L2 (r2) a une solution si et seulement si 

µ = µn. Or, 

T f = µf, f E L2 ~ -b.u = Àu, 

Par conséquent le probleme 

(2.4) { 
- b.u = Àu 

u E HJ(n) 

uEHJ, 
1 

µ=-x· 

est résoluble si et seulement si À appartient à une suite (>-n) de nombres 

strictement positifs qui tend vers +oo. On les ordonne, 

(2.5) 

en répétant les valeurs propres multiples. 

D'apres le théoreme 1.7, 3), il existe une base orthonormale (en) de L2 telle 

que Ten = µnen, ou de maniere équivalente, 

(2.6) 
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Remarquons que, Pil:I'hypoellipticité du Laplacien, on a en E C 00 (r2) et si r2 
est à bord C 00 , en E C00 (TI). 

Nous allons montrer que (en) est une base orthogonale de HJ(n) et que, 

(2.7) 

En effet (Ten, em)L2 = (un, -b.vm) ou -b.vm = em i.e. Vm = Tem. Alars 
n n 

µn(en,em)L2 = I: (~, ~) = I: (-/x;Ten, a: Tem)= µnµm(en,em)HJ 
i=l 1 t i=l t t 

clone µm(en, em)HJ = Ônm· En résumé, 

{2.8) 

+oo 
UE L2 (r2) ~ U = LCnen et 

n=l n=l 
+oo 

l!ulli2 = L lcnl2 

n=l 

+oo 
u E HJ(n)-<==? u = L Cn en et 

n=l 

+oo 
n=l 

llull1J = L Àn lcnl 2 • 

n=l 

Si n est à bord C 00 , on peut caractériser les espaces HJ(n)nHk(f2). En effet 
on a vu au chapitre 11, théoreme 4.2, que, 

On peut écrire u = I: Cn en ou la série est convergente dans L2 ( i. e. 
n>l 

I: lenl 2 < +oo). Donc la-série converge dans 1J'(r2). On a alors, dans V'(O), 
b. u = I: Cn b. en = - I: Cn Àn en. Si 6 u E L 2 , alors la série converge dans 

n>l n>l 

L 2 , ce q~i est équivalent à I: >-!lcnl2 < +oo et inversement. On montre 
n2':1 

ainsi que pour k 2: 1, 

UE Hk(n) n HJ(n)-<==? U = L Cnen avec L À~ lcnl 2 < +oo 
n2':l n2':1 

3 • Application au probleme mixte 
Nous allons voir comment la théorie spectrale du Laplacien permet de 

résoudre le probleme de Cauchy, pour les équations usuelles ( chaleur, ondes, 
etc.) lorsque la variable d'espace x appartient non pas à JRd (ou l'on peut 

utiliser la transformation de Fourier) mais à un ouvert borné de !Rd. 
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3.1. L'équation de la chaleur 

Théoreme 3.1. Soit n un ouvert borné de JR.d. Soit g E L2(0). II existe 

alars une unique u = (ui) E Cº([O, +oo[,L2 (0)) telle que, 

(3.1) { !: -llu = O dans D'()O,+oo[xn), 

uo =g, 

UtEHJ(O), 'v't>O, 

et de plus, pour tous f. EN, k EN, u~l) E Cº(]O, +oo[, Hk(O)nHJ(O)). Cette 

solution est donnée par 1a formule 

+oo 
(3.2) "'""' -Ànt( ) Ut= L...,e g,en en 

n=l 

ou (,) désigne le produit scalaire de L2(f2), (>.n) est l'ensemble des valeurs 

propres du Laplacien, donné par (2.4), (2.5) et (en) une base orthonormale 

de L2(0) formée de vecteurs propres correspondants. 

Démonstration. Remarquons que l'hypoellipticité de l'opérateur de la 

chaleur (chapitre 6, exemples 4.2 (iii)) implique que toute solution de (3.1) 

appartient à C00 (]0, +oo[ xn). On aura clone Ut = u(t, ·). 

a) Existence : tout d'abord la formule (3.2) définit bien, pour t ~ O, un 

élément de L2(0); en effet e-Ãntl(g, en)I :S l(g, en)I et I: l(g, en)l2 < +oo 
puisque g E L2 . On a évidemment u0 = g. Ensuite pour t > O, Ut E HJ(n). 
En effet Àn e-Ãnt l(g, en)I :S f j(g, en)I et il suffit d'appliquer (2.8). Montrons 

que~~ - llu = O dans D'(]O,+oo[xn). Rappelons que l'on a 

'1jJ E C0 (]0,+oo[xf2). 

Lemme 3.2. On a 

+oo 1+oo 
(u,'1/J) = L e-À,.t(g,en)(en,'1/J(t,·))dt, .'ljJ E Cõ(]O,+oo[xn). 

n=l O 

Démonstration. Nous allons utiliser le théoreme de Fubini. 11 suffit pour 
cela de vérifier que e-Ãntl(g, en)l l(en, 1J,(t, ·))I est intégrable pour la mesure 
produit. Pour t > O, la fonction x ,_. 7íii(t, x) appartient à L2 (!1) et 
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111/i"(t, ·)Ili, = L .1-Cen, 1/i"(t, ·)12 = L l(en, 1J,(t, ·))12 < +oo. En outre, la 
n>l n>l 

fonction O(t) = l~(t, ·)llu appartient-à C8(JO, +oo[). Alors, 

Donc JtX)(l)dt :S IIYllu Jt)O O(t)dt < +oo et le théoreme de Fubini-Tonnelli 
permet de conclure. • 

On a alors, 

On utilise le fait que ->.n e-Ànt = ft e-Ànt et on integre par parties, ce qui est 

possible car t ,_. (en, '1/J(t, ·)) E C8(JO, +oo[). Comme 1J,(O, ·) = 1J,( +oo, ·) = O 
il vient, 

Montrons que u E Cº([O, +oo[, L2(S1)). Soit to E [O, +oo[ et (tJ) une suite de 

[O, +oo[ qui tend vers t0 • Alors, 

!luto - Ut; Uh = L le-À" to - e-Àn t; 12 l(g, en)l2. 
n2:'.1 

Comme le-À,.to - e-Ànt;l2l(g,en)l2 :S 4j(g, en)l2, il suffit d'appliquer le 

théoreme de convergence dominée pour conclure. 

Ensuite il est facile de voir que dans 1)' (JR.n) on a 

U~l) = L e-Ànt (->.nl (g, en)en. 
n2::1 
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3.1. L'équation de la chaleur 
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+oo 
(3.2) "'""' -Ànt( ) Ut= L...,e g,en en 

n=l 
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(R) Hk Hl ,k ,ze -2.\nt \( )12 < (k+2R)' \( )12 Pour t > O, u1 E n o car /\n/\n e g,en . _ ~ g,en et 

I: l(g, en)l 2 < +oo. Enfin pour to E]O, +oo[ et ~ :'::: tj :'::: 2 to, tj -> to, 
n::>l 

i1u~2 - u;:i 111k se L À~+ze ie-.Àn to - e-.Àn tj 121(9, en)12 
n::>1 

et à nouveau, il suffit d'appliquer !e théoreme de convergence dominée pour 

conclure que u E C"(]O, +oo[, Hk(f!) n H3(fl)). 

b) Unicité: soit u E Cº([O, +oo[, L2 (f!)) n Cº(]O, +oo[, H 2 (f!) n HJ(f!)) telle 

que 

{ au - 6u = O dans D'(]O, +oo[xf!), 
at 
u(O, ·)=O. 

Nous allons montrer que u = O. 

Notons tout d'abord qu'il résulte des hypotheses que l'on a 

6u E Cº(]O, +oo[, L 2 (f!)) et clone, par l'équation, que i~ E Cº(]O, +oo(, L 2 (fl)). 
En notant (,) le produit scalaire de L2 (D), on aura pour tout t > O, 

2Re((!~ -t-.u)(t,·),u(t,·)) =0. 

11 est facile de voir que, pour t > O, 

(au )) d 2 2Re a/t,·),u(t,· = dt\Ju(t,·)11, 

n au 2 

-(6u(t, ·), u(t, ·))=~li Ôx; (t, ·)li , 
la deuxieme égalité résultant de (2.3), puisque u(t, ·) E HJ(fl) et t.u(t, ·) 

appartient à L 2 (D) pour t > O. On déduit que, 

En intégrant cette égalité entre E > O et T > O on obtient, 

l\u(T, ·)11 2 :S l\u(E, ·)11 2 . 

Comme u E Cº([O, +oo[, L2 (f!)) et u(O, ·) = O on a, lim 11u(E, ·)11 2 = O, ce 
ê-o+ 

qui prouve que u(T, ·)=O, pour tout T > O. • 

Remarque 3.3. Supposons que f! soit de classe C00 et que g E C0 (D). Alors 

la solution u, donnée parle théoreme 3.1, appartient à Cº([O, +oo[, HN (D)), 
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pour tout N E N. EH particulier, en prenant N > ~ et en appliquant le 

théoreme 3.1, iii), chapitre 11, on voit que u appartient à Cº([O, +oo[, Cº(TI")), 
donc à Cº([O, +oo[xTI"). 
En effet, pour tout N EN on a, C0 (í1) e HN(f!) n HJ(fl), de sorte que, 

L À:;\ (g, en) 12 < +oo. Il rés ui te de la formule (3.1) que pour tout t 2'. O on 

a, ui E HN (D). D'autre part, si t0 E [O, +oo[ et (tj) e [O, +oo[ est une suite 

qui tend vers to, on a 

+oo 
(1) = l\utj - Uto llkN :'::: e L le-.Àntj - e-.Ànto 12 ,\;;' 1 (g, en) 12 . 

n=l 

En utilisant le théoreme de convergence dominée (en majorant les expo

nentielles par 1), on voit que (1) -> O lorsque j --+ +oo; ceei prouve que 

u E Cº([O, +oo[, HN (11)). 

Voici, pour terminer ce paragraphe, un résultat intéressant qui est utile 

pour prouver des résultats d'unicité. 

Notons Q =]0, +oo[xD alors Q = [O, +oo[xTI" et la frontiere de Q est 

l'ensemble 3Q = [O, +oo[ xan U {O} x TI; c'est un fermé. Soit T > O et 

Kr = [O, T] x TI le «cylindrel> tronqué. Posons, 

I:r = K r n ôQ = { O S t :'::: T, x E 3!1} u { t = o, x E TI} . 

C'est la frontiere parabolique de Kr. C'est un compact de [O, +oo[ xJR.n. 

Théoreme 3.4 (príncipe du maximum). Soit u E Cº(Q) n C 2 (Q) une 
Eonction réelle. 

1) Si i~ - t.u :'::: O dans Q, on a supu = supu. 
KT ET 

2) Si i~ - t. u 2'. O dans Q, on a inf u = inf u. 
KT ET 

3) Si~~ - t.u = O dans Q, on asupu = supu, infu = inf~. 
KT ET KT Er 

Démonstration. Notons tout d'abord que ce qu'affirme 1), par exemple, 

c'est que le maximum sur le compact Kr, d'une telle fonction, est atteint sur 
sa frontiere parabolique. 1 

Pour é> O et (t,x) E Q posons, ue(t,x) = u(t,x) +Elxl2 . On a évidemment 

u(t,x) :'::: ue(t,x) dans Q. D'autre part ue: E Cº(Q) nC2 (Q) et 

(3.3) (t,x) E Q. 

Comme Kr est compact, soit me = (t,,, Xe) E Kr un point ou Ue atteint 

son maximum. Supposons me rt I:r. Alors Xe E D et O < te ~ T. Comme 
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Ue (te, X) '.S Ue (te, Xe), la fonction de [Í dans JR, X 1-+ u( te, X), atteint SOil 

maximum en Xe- On a donc ti.u,(t,,x,) :S O. D'autre part, 

Pour h > O assez petit, on a O < te - h < T. Donc (t, - h,x,) E Kr, 
d'ou u,(t, - h, xe) - ue(t.,, x.,) :S O. Par conséquent, t~ (t.,,x.,) 2: O, donc 
(i~ - ti.u)(t.,,x.,) 2: O, ce qui contredit (3.3). On en déduit quem., E I:r. 

On peut alors écrire, 

supu :S supu., = sup(u + ElxJ2) :S supu + Cé, 
~ ~ ET ~ 

car, [Í étant compact on a lxl2 '.S C pour X E n. En faisant tendre é vers zéro 

il vient sup u s; sup u s; sup u ( car :Er e K r), ce qui prouve 1). 
KT ET KT 

L'assertion 2) résulte de 1) appliquée à la fonction -u. Enfin 3) résulte 

trivialement de 1) et 2). • 

Corollaire 3.5. Soit u E Cº(Q) n C2 (Q) une fonction réelle, telle que 

i~ - ti.u 2: O dans Q. Si ulaQ 2: O alors u 2: O dans Q. 

Démonstration. Pour tout T > O on a inf u 2: O. D'apres le théoreme 3.4, 2) 
ET . 

on a inf u > O donc u 2: O sur Kr pour tout T > O, d'ou u 2: O dans Q. On a 
KT -

bien sG.r des énoncés analogues si t; - ti. u s; O ; il suffit de changer u en -u. 

• 
3.2. L'équation des ondes 

Théoreme 3.6 (cas homogene). Soit n un ouvert borné de lRn, I un 

íntervalle de JR, to E J, f E HJ(O), g E L2(0). IJ existe alors une unique 

u E Cº(J, HJ(O)) avec 8tu E Cº(J, L2 (f!)) telle que, 

l Ou= O dans V'(I xn) 

Uto = f 
u~!) = g 

Ut E HJ(f!), t E l. 

(3.4) 

Cette solution est donnée par la formule 

(3.5) Ut = I: [U,en)cos[(t-to)A]+ (~) sin[(t-to)AJ]en. 
n=l 

l 
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Démonstration · 

a) Existence : mantrons tout d'abord, que pour t E J, la série du second 

membre de (3.5) converge dans HJ(f!). 11 suffit pour cela, en notant cn(t)en 

le terme général, de remarquer que Àn lcnl 2 '.S 2(>-nlU, en)l2 + l(g, en)l2) puis 
d'utiliser le fait que f E HJ et g E L 2 . Ensuite on a, u E Cº(J,HJ(f!)). En 

effet soit t E J et (ti) e I, ti -. t. Alors, 

lluij - u11116 '.S 2 L ( ÀnlU, en)l2j cos[(tj - to)AJ - cos[(t - to)A]j 2 

n2':1 

+l(g, en)J2j sin[(tj - to)A] - sin[(t - to)Aij2). 

11 suffit d'appliquer le théoreme de convergence dominée pour montrer que 

_ lim llui; - u1IIH' = O. Ensuite on voit facilement que dans V'(O) on a, 
J-++(X) o 

u; 1) = L ( - AU,en) sin[(t-to)A] + (g,en) cos[(t- to)AJ) en 
n2':l 

et un raisonnement analogue montre que (u;1l) = OtU E Cº(I, L2 (0)). 11 en 
résulte facilement que Ut0 = f, u;!) = g. 

Montrons enfin que Ou= O dans V'(I xn). Pour 1/; E C/j'(/ xf!) on a 

(ti.u, 1/;) = j(ut, 61/;(t, ·)) dt = j L Cn(t)(en, 61/;(t, · )) dt 
I I n2':1 

= j L Cn(t)(ti.en, 1/;(t, ·))dt = J, L Cn(t)(->-n)(en, w(t, ·)) dt. 
I n2':l I n2':1 

Lemme 3.7. On a (ti.u,1/;) = I:; Jr(-.-\n)cn(t)(en,1P(t,-);dt. 
n2':1 

Admettons un instant ce lemme. On a ( -Àn) Cn ( t) = "' Cn ( t). Intégrons 
deux fois par parties dans l'intégrale sur I. Les termes de bord sont nuls car 

o 

1/; E C/j'(I xf!). On en déduit 

(ti.u, 1/;) = L j en(t) !2
2 (en, w(t, ·))dt = L j Cn(t)(en, 8;'1/J(t, ·)) dt 

n2':1 I n2':1 [ 

= J, L Cn(t)(en, 8;1/;(t, ·))dt = (u, 8;1/;) = (8;u, 1/;), 
I n2':1 

o 
d'ou Ou= O dans V'(I xf!). • 
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o 
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I n2':1 
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d'ou Ou= O dans V'(I xf!). • 
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o 

Démonstration du lemme 3. 7. Comme 1/; E C0 (1 xS1), la fonction 

B(t) = 111/J(t,·)IIH' appartient à C8(J). D'autre part, 

L Àn\cn(t)l2 ~ 2(\\/llt, + \\g\\1,,). 
n>l 

Alors, en utilisant l'i;;-égalité de Cauchy-Schwarz, on obtient, 

I>n \cn (t)\ \(en, 1/;(t, · )) \ ~ 2(\\f l\t, + \\g\\1,2 )112 B(t) E L 1 (1), 
n:::0:1 

de sorte que !e lemme 3. 7 résulte du théorême de Fubini-Tonnelli, puisque 

(..\n Cn (t)(en, 1/;( t, ·))) est intégrable pour la mesure produit. li 

b} Unicité: la différence v de deux solutions est un élément de Cº(I, HJ(S1)) 
tel que ÔtV E Cº(I, L2 (fl.)), qui vérifie, 

(3.6) 

o 

{ 
Ov = O dans 'D'(I xn) 

Vt 0 = v}~) = O 

VtEHi5(0), tEl. 

Soit t1 E I et 'P E C0 (S1). Soit w une solution du probleme, 

(3.7) l Ow = O dans 'D'(I xn) 

Wt 1 = Ü 

w~~) = 'P 

Wt E HJ(O), t E!. 

En utilisant les égalités (Dv, 1/;) = O, (Dw, 1/;) = O, pour 1/; E C0 (I xD) de la 
o 

forme 1/; = B(t)x(x) ou BE C0 (J), x E C0 (0), on montre facilement que, 

(3.8) v?) - Í1Vt = O, w?) - tlwt = O. 

On en déduit que (v?l) E Cº(J,H-1 (0)); de même, (wt) E Cº(I,HJ(O)), 
(w?l) E Cº(I, L 2 (S1)), (w~2l) E Cº(I, H- 1(D)). Posons, 

(3.9) F(t) = l Vt(x)w~ 1\x)dx - k v}1\x)w1(x)dx. 

On montre que F est dérivable sur I et, 

(3.10) F'(t) = k v?)(x)w?)(x)dx + (v1 , w?)) - (v?l,wt) 

-l v?\x)w?)(x)dx 
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ou (,) désigne la dualité entre HJ(D) et H- 1 (S1). 

II résulte de (3.8) 'que F'(t) = (vi,t:.wt) - (L1vt,Wt)- Comme Vt E HJ 
et w 1 E HJ, il est facile de voir, par densité de C0 (D) dans HJ(fl.), que 

(vi, tlwt) = - I: fo. gv, · ~w, dx. De mêrne (tlvt, w1) = - I: {D gv, · ~w, dx. 
j=l XJ XJ j=l, Xj Xj 

On en déduit que F 1 (t) = O pour t E I. II en résulte que F(t) = F(t0 ). Donc, 

d'aprês (3.6). Par conséquent F(t1 ) = O ce qui, en utilisant (3.7) s'écrit 

f0 ut 1 (x)rp(x)dx = O. Comrne <p est arbitraire, on en déduit ui 1 (x) = O 

presque partout et comme t1 est arbitraire on a Ut = O pour t E I. li 

Théoreme 3.8 (probleme inhomogene). Soit D un ouvert borné de Rn, 

I un intervalle de R, to E I. Soit F = (Ft) E Cº(J, L2 (fl.)). 11 existe une 

unique u E Cº(J, HJ(D)) n C 1(I, L2 (f2)) telle que, 

(3.11) {Ou: F dans 'D1(I xn), 

Uto - O, 

u~!l=O. 

Cette solution est donnée par, 

(3.12) 

ou 

= "\"' (it sin(A(t-s))F ()d) 
Ut L..._; r,:- n S S en , 

n:::0:1 to vÀn 

Fi = L Fn(t)en. 
nê'.l 

L'unicité résulte du théorême 3.6. La preuve de l'existence est tout à fait 

analogue à celle du théoreme 3.6 et laissée au lecteur. 

4 • La formule de Weyl 
Nous allons décrire, dans ce paragraphe, le comportement asymptotique ( i.e. 

lorsque n --+ +oo) des valeurs propres du probleme de Dirichlet pour !e 

Laplacien ( cf. § 2). Cette question a été l'objet de tres nombreuses études 

car il a été mis en évidence qu'il y avait des liens tres étroits entre l'étude 

du spectre et la géométrie de l'ouvert n (volume, surface du bord, nombre 

de trous, etc.). Nous nous limiterons dans ce paragraphe, pour des raisons 
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de difficulté, à l'étude du premier terme du développement asymptotique. 

Soit (.\n)ncê'.l, la suite des valeurs propres du probleme de Dirichlet pour le 

Laplacien, donnée par (2.5), (2.6). 

Introduisons la fonction de comptage N(.\). On pose pour À > O, 

(4.1) N (À) = cardinal { n 2". 1 : Àn :; À} . 

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant. 

Théoreme 4.1. Soit n un ouvert borné de JRd de classe C 00 • On a 

(4.2) À-+ +oo, 

ou vol(O) = fn dx et Cd = Íixl<l dx. 

Corollaire 4.2. Sous les hypotbeses du théoreme 4.1, on a 

(4.3) 
(27f )2 2/d 

Àn "' [Cd vol(O)J 2/d n ' 
n--> +oo. 

Démonstration. On sait que Àn -> +oo. Prenons dans ( 4.2), À = Àno pour 

no assez grand. Alars N(Àn0 ) = no d'ou no"' (27í)-dCd vol(rl),\~~2 . • 

Exemple 4.3. Supposons n =]0, 1[, d = l. Le probleme (2.4) s'écrit alors 

-u" = Àu, u(O) = u(l) = O. 11 est facile de voir que en(x) = ./2 sin(n7íx) et 

Àn = n2 7f2 . D'autre part vol(S1) = 1 et Cd = vol([-1, l]) = 2 de sorte que 

l'équiv~lence ( 4.3) est ici une égalité. 

Démonstration du théoreme 4.1. On commence par montrer le résultat 

suivant. 

Lemme 4.4. Soit (.\n)ncê'.l une suite de nombres réels positifs telle que 

+oo 

(4.4) la série L e->.nt converge pour tout t > O, 
n=1 

(4.5) 3Co > O, 

Alors 
. * } CoX' 

cardinal {J E N : Àj :; À "' o:f(o:), À--> +oo, 

ou r désigne la fonction gamma. 
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Démonstration.("') Notons que l'on a, cardinal {j E N* : Àj :; >.} = 

cardinal {j E w·: t:; l} = L Iro,!](~) oú, lro,11(x) = { 1, x E [0,1]_ 
jEfi• o, x i [O, 1] 

Nous devons donc montrer que 

(4.6) 

On interprete la quantité À-n L lro,iJ(~) comme étant la valeur au point 
jEN• 

lro,11, de la forme linéaire donnée par, 

Soit E !'espace vectoriel des fonctions f : [O, +oo[--> IR, intégrables (au sens 

de Riemann) sur [O, +oo[ telles que supe' IJ(s)I < +oo; on le norme par 
s>O 

IIJII = supe5 1f(s)I. Pour t > O, on co~idere la forme linéaire sur E définie 
scê'.0 

par, 

( 4.7) .CtU) = t"' L f (Àjt). 

jEN* 

On a 

I.Ci(f)I S tª L e->.,t e>.,t lf(J..jt)I :; t°' L e->.,t IIJII :; K(t) 11/11 
jEN" jEJ\I" 

d'apres (4.4). Dont .Ct est continue sur [. 

Ensuite considérons, pour k EN*, les fonctions fk(s) = e-ks E E. II résulte 
de (4.5) que, 

car 

r+oo e-kssc,-lds = ~ r+oo e-xxn-ld = r(o:) 
lo kª }0 x kª · 1 

La forme linéaire .C0 sur E définie par, 

(4.8) e r= 
.Co(f) = r(:) lo f(s)sª- 1 ds 

(*) Nous remercions M. Patrick Gérard de nous avoir communiqué la preuve de ce lemme. 
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est telle que, 

Elle est donc continue sur E et IILoll S Co. De plus si on désigne par Eo 
!'espace vectoriel engendré parles Ík, k EN*, on a 

Par continuité, on a 

lim L 1 = Lo sur Eo e E. 
t-,Q+ 

(4.9) lim Lt (!) = Lo(!) , V f E E o ( adhérence de Eo dans E). 
t-,O+ 

Lemme 4.5. Soit f : [O, +oo[-+ IR une Eonction continue à support compact 

dans [O, +oo[. Alars f E Eo. 

Admettons un instant ce résultat. On en déduit que, 

(4.10) 

Soit g = 1 10,11 . Soient f + et f- deux fonctions continues à support compact 

dans (O, +oo( telles que OS J± S 1, f- S g S f+ et · 

f-(x) = { ~: 

On a alors, 

D'apres (4.10) on a 

ce qui implique 

Osxsl-é 
x~I-! f+(x) = { ~'. 

En faisant tendre é vers O on obtient, 

. Co 
hm .Ct(g) = -r( ) t-o+ a a 

1 
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ce qui s'écrit, 

· lim tº I: 11º 11 (>-jt) = rº(º ) . 
t-o+ jEN· ' a a 

Ceei prouve ( 4.6) et !e lemme 4.4. • 
Démonstration du lemme 4.5. En faisant le changement de variable 
e-s = x, on se ramene à montrer que, si g :]O, l] -+ IR est continue et à 
support compact contenu dans (ó, 1] pour un ó > O, il existe une suite (Pn) 
de polynômes telle que sup i jg(x) - Pn(x)I -+ O, lorsque n -+ +oo. La 

]O,!] 

fonction h(x) = { i g(x) x E]O, l] est continue sur [O, 1], car elle l'est sur 
O x=O 

]O, 1] et si Xn -> O on a Xn ::; ó pour n ~ n0 et h(xn) = x~ g(xn) = O 
í.e. h(xn) -+ O. Le théoreme de Stone-Weierstrass implique qu'il existe une 

suite (Qn) de polynômes telle que sup jh(x) - Qn(x)I-+ O, n-+ +oo. Alors 

sup i jg(x) - xQn(x)I-+ O. 
Jü,1] 

[0,1] 

Retour à la preuve du théoreme 4.1 

• 

Soit (>.n) la suite des valeurs propres du probleme de Dirichlet pour -D.. En 

vertu du lemme 4.4, pour prouver le théoreme 4.1, il nous suffit d'avoir un 
équivalent de L e-Ant lorsque t -> o+. Mais une telle expression apparaí:t 

n2':l 

dans la formule (3.2), qui donne la solution du probleme mixte pour l'équation 
de la chaleur (théoreme 3.1). Cette remarque nous permet de préciser la 
stratégie de la preuve. 

Tout d'abord, compte tenu de (3.2) il est naturel d'introduire la définition 
suivante. 

Définition 4.6. On appelle «noyau de la chaleur» l'expression formelle 

p(t,x,y)= I:e-Ànten(x)en(Y), t~O, x,yEÜ. 
n2':1 

Ce noyau permet de résoudre le probleme mixte pour l'équation de la 

chaleur. Puisque llenllL2(fl) = 1, on peut espérer avoir, 

( 4.11) J p(t,x,x)dx = L e-Ant. 

!1 n2':1 

II nous suffirait clone d'avoir un équivalent du membre de gauche de cette 
égalité. Cet équivalent n'est pas facile à avoir, mais si n = lRn, le noyau de la 
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Tout d'abord, compte tenu de (3.2) il est naturel d'introduire la définition 
suivante. 

Définition 4.6. On appelle «noyau de la chaleur» l'expression formelle 

p(t,x,y)= I:e-Ànten(x)en(Y), t~O, x,yEÜ. 
n2':1 

Ce noyau permet de résoudre le probleme mixte pour l'équation de la 

chaleur. Puisque llenllL2(fl) = 1, on peut espérer avoir, 

( 4.11) J p(t,x,x)dx = L e-Ant. 

!1 n2':1 
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égalité. Cet équivalent n'est pas facile à avoir, mais si n = lRn, le noyau de la 
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chaleur k(t, x, y) peut être calculé par transformation de Fourier et on pourra 

trouver un équivalent de JRn k(t,x,x)dx pour t---> o+. La finde la preuve 

consistera alors à comparer cette derniere expression à f0 p(t, x, x)dx. 

4.1. Étude du noyau de la chaleur 

Théoreme 4. 7 

1) p E Cº([O, +oo[, V'(fJ x fJ)). 

2) p(O, x, y) = o(x - y). 

3) La série définissant p, ainsi que les séries dérivées ( en ( t, x, y)) de tous 

ordres, convergent uniformément sur tout compact de ]O, +oo[ x fJ x n. 
4) p E C 00 (]0, +oo[xfJ X D). 

5) Si g E cg(n), la solution du probleme mixte (3.1) est donnée par, 

Ut(x) = L p(t,x,y)g(y)dy, t > o, X E n. 

Démonstration 

1) Montrons tout d'abord, que la série définissant p converge dans V 1(f! x f!) 

pour t ;::::: O. Soit <l> E Co"(f! x f!); posons bn = (en ® en, <l>}. Comme 

<l> E Co"(f! x f!) e Co"(IRd x !Rd) on peut écrire, 

<i>(x,y) = (21r)-d j iY·{<i>2(x,ç)dç 

ou <i,2 désigne la transformée de Fourier en y. Ensuite, comme supp <l> est 

contenu dans K1 x K2, il existe (J E Co"(fl) telle que <l>{x,y) = 6(y)<J.>(x,y) 
(on prend (J = 1 sur K 2). On a alors, puisque en E C 00 (fJ), 

bn = Ll en(x)en(y)<l>(x,y)dxdy 

= (21r)-d f f f eiy·{en(x)en(y)6(y)<I>2 (x,ç)dçdxdy 
lnlnJRd 

ou l'intégrale triple est absolument convergente. Par conséquent, 

bn = (21r)-d f (en,<I>2 (·,ç))L2 (Bei(·,{),en)L2dç. 
}Rd 

On en déduit que 
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On a d'autre part, . · 

N +oo 

L l(en, <I> 2 (·,ç))! 2 S L J(en, <I> 2 (·,ç))! 2 = ll<I> 2 (·,ç)lll2 · 
n=l n=l 

De même, 
N 

L l(en, Bei(·,{))12 S IIBll12. 
n=l 

II en résulte que, 

N 

;lbnl::; (21r)-dllB1lL2 hd ll<I>2 (·,ç)IIL2dç. 

+oo 
On en déduit que la série I: e-.Xnt bn est convergente pour t 2: O (puisque 

n=l 

e-.Xnt ::; 1) et, par le théoreme de convergence dominée, que la fonction 
t ,__. I: e-.xnt(en @en,<I>) est continue. 

n;::>:1 

2) II suffit de montrer que, pour tous t.p, '1/; E Co"(f!) on a 

( 4.12) (p(O,·,·),<p©'lf;) = (o(x-y),<p©'lf;) = L ip(x)'l/;(x)dx. 

Posons 

N N 

ªN = \; en © en,t.p®'lj;) =; L en(x)ip(x)dx L en(Y)'I/J(y)dy 

N 

= \L('I/J,en)L2en,t.p). 
n=l 

N 
Comme '1/; E Co"(fJ) e L2 (fJ) on a lim I; ('1/;, en)L2 en ~ 'lj; dans L2(f!) 

N->+oon=l 

donc dans V 1(f!). On en déduit que lim ªN = ('1/;, ip) = J '1/;(x),p(x)dx 
N->+oo ' 

d'ou (4.12). 
N 

3) et 4). Posons PN(t,x,y) = L e-.Xnten(x)en(y). On vérifie facilement que 
n=O 

(ft- !(~x + ~y))PN = O. D'autre part, on a vu que cet opérateur admet 
pour solution élémentaire, la fonction, 

E(t,x,y)= H(t) exp[-(lxl2 +1Yl2 )] 
{41rt)n 2t 

qui est une fonction C 00 en dehors de !'origine t = x = y = O. Nos résultats 
seront une conséquence du lemme suivant. 
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Lemme 4.8. Soit P un opérateur diíférentiel à coefficients constants sur JRk, 

admettant une solution élémentaire E E C00 (1Rk \{O}). Soit X un ouvert de 

IR k et (ui) une suite de solutions ( C 00 ) de 1 'équation P u = O dans X. Si (ui) 

converge dans V'(X), elle converge aussi dans c=(x). 

Remarquons tout d'abord que ce lemme implique les assertions 3) et 4). 

Démonstration du lemme 4.8. Soit K un compact de X, w e X 

un voisinage de K, <p E Cõ'(X), <p = 1 sur un voisinage de w. Posons 

r 1 = P(cpu1) = <pPu1 + [P,<p]u1 = [P,<p]u1 ; on a, suppr1 e X\w; clone 
r1 E C0 (X \ w) et il existe un compact k de X\ w (indépendant de j) tel 

que suppr1 e k, \/j. D'autre part, comme P E= 80 on a, <pUJ =E* TJ· 

Soit e E C 00 (JRk) telle qu'il existe e> O pour lequel supp(l - O) e B(O,e) 
(i.e. B = 1 hors de B(O,c)). On a supp[(l - B)E] * TJ e B(O,c) + k. On 

choisit e assez petit pour que [k + B(O, e)] n w = 0. Alors pour x E w on a 

Uj =(BE)* Tj et par hypothese BE E C00 (1Rk). On a alors pour X E K, 

(4.13) 8° uj(x) = [8º(8 E)] Hj = {r1, ôº(O E)(x - ·)). 

Comme r 1 ---. r dans V' (X), le corollaire 2.2 du chapitre 4 (Banach-Steinhaus) 

implique que la convergence est uniforme sur tout compact de C 00 (X), 

c'est-à-dire sur tout fermé borné de C00 (X) (voir chapitre 1, § 2.4). Or 

si K est un compact de X et 1/; E C 00 (1Rk), l'ensemble {wx}xEK, ou "Px 
est l'application y >-+ w(x - y), est un compact de C 00 (X). Pour cela 

on considere l'application <I> : K -+ C00 (X), X 1-+ "Px· Cette application 

est continue; en effet, si Xn ---. x dans K et K1 est un compact de X, 

alors sup 18ºw(xn - y) - âºw(x - y)I ~ lxn - xi sup lâº8w(z)I- Alors, 
yEK1 zEK2 

<I>(K) = {wx}xEK est un compact de C 00 • La formule (4.13) montre que 

(8ºuJ)JEN converge uniformément sur K. • 

Fin de Ia démonstration du théoreme 4. 7. Il reste à prouver l'assertion 

5). Si g E C8(rt), supp g e K, on a Jn p(t,x, y)g(y)dy = JK p(t, x, y)g(y)dy = 
J I; e->,.,,ten(x)en(y)g(y)dy = I; e->,.,,ten(x)(g,en)L2, par convergence 

n>l n>l 
uniforme de la série sur le compact {t} x {x} x K. Donc 5) résulte de (3.2). 

• 
On déduit du théoreme 4. 7 que, 

p(t, x, x) = I: e->,.,,t len(x)l2 E 0 00 (]0, +oo[xf!). 
n:2:1 

D'apres le théoreme de Beppo-Levi, on peut écrire, 

(4.14) r p(t,x,x)dx = 1:e-À,,tllenlli2 = 1:e->.,,t:::; +oo. 
ln n2':1 n2':1 
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En vertu du lemme 4 .. 4, il nous suffit d'étudier !e premier membre de (4.14). 
Cette étude n'étant rias facile, nous commencerons par étudier le noyau de 
la chaleur sur lRn tout entier. 

Soit k(t,x) = (41rt)-~ H(t)e-~. 

Proposition 4.9 

1) k E Cº([O, +oo(, V'(JRd)) n C00 (JO, +oo[ xJRd). 

2) k(O, ·) = ôo (la mesure de Dirac à ]'origine). 

3) ( ~~ - 6.k)(t, x) = O pour (t, x) E]O, +oo[xJRd. 

4) Soit g E C8(JRd). Posons, pour t 2: O, Ut = k(t, ·) * g. Alars u = (ut) 
X 

appartient à C 00 (]0, +oo[ xJRd) n Cº([O, +oo[ xJRd) et résout le probleme 

de Cauchy, t~ - 6.u = O dans [O, +oo[xlRn, uo = g. 

Démonstration 

1) 11 est évident que k E C00 (]0, +oo[ xJRd). D'autre part, soit 'P E Cô'(JRd); 
le changement de variable x = 2../ty permet d'écrire, 

Le théoreme de convergence dominée montre que le membre de droite est une 
fonction continue sur [O, +oo[. 

2) La formule ci-dessus implique que, 

{k(O, ·), cp) = 1r-! j e-lYl 2 <p(O) dy = cp(O) = (80 , cp). 

3) On peut écrire, pour t > O, k(t,x) = (41rt)-! Fi(lxl) ou F(r) = ê ~- Par 
la formule (2.22), chapitre 3, on a, , 

6.Ft(lxl) = F;'(lxl) + dl-11 F'(lxl) = (lxl2 - i) e-4t-
x 4t2 2t . 

D'autre part, on voit facilement que, 

âk _ d ( lxl2 d) 1=1: 
ât (t,x) = (41rt) 2 - - - e- •• 

4t2 2t , 

ce qui prouve 3). 

4) On peut écrire, pour t > O, 

( ) ( ) _d J -~ d J 2 Ut x = 41rt • e •• g(y)dy = 7r-, e-lzl g(x - 2vtz)dz. 
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À l'aide de la premiere égalité et du théoreme de dérivation de Lebesgue 

on montre aisément que (t,x) >-> Ut(x) est C 00 sur )O,+oo[xlRd; la 
deuxieme égalité et le théoreme de convergence dominée montrent que 

(ut) E Cº((O, +oo[x!R.d). 

On a, en vertu de 2), u0 = 80 * g = g. Sur )O, +oo( x!R.d, u est la fonction C 00
, 

(t x) >-> k(t ·) * g. 11 résulte de 3) que, 
' , .. a au 

6.u(t, x) = ((6.k(t, ·)) * g](x) = [i~ (t, ·) * g] (x) = ai!k(t, ·) * g] = at (t, x). • 

La finde la démonstration du théoreme 4.1 consiste à comparer P et k. 

4.2. Comparaison de p et k 

Voici le résultat principal de ce paragraphe. Posons B(y) = d(y, Br!) pour 

y E n, ou d(., . ) est la distance euclidienne. 

Proposition 4.10. Pour (t,x,y) E)O,+oo(xn x r! on a 

{ 
(41rt)-~ e-•<:,>' , O< t :S to(y) 

O::Sk(t,x-y)-p(t,x,y)::S d _•<f~ 
(41rto(y))-, e 'º ~ , t 2 to(Y) 

ou t0 (y) = 0<J'J2 (d est ici la dimensíon). 

Démonstration. Soit g E C0 (r!) positive. On note g E Cõ'(Rn) sa 
prolongée par zéro hors de n. Pour t 2 O, on pose Vt = k(t, ·) * g. Alors 

la distribution v correspondante est une solution du probleme 

(4.15) {
ôv -6.v=O dans V'(]O,+oo[xlRd), 
ôt 

Vo =g 

et v E C 00 ()0, +oo( xlRd) n Cº([O, +oo(xJRd) d'apres la proposition 4.9. En 

particulier, v E Cº(Q) ou Q = (O,+oo[xfi. En outre, pour t > O on a 

(4.16) v(t,x) = (41rt)-! L e_Jzar'2 g(y)dy, 

puisque g est nulle hors de n. 

Si on pose Bo = d(suppg,ôr!), on a lx - YI 2 Bo pour x E an et Y E suppg. 

On en déduit que, 

(4.17) 
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Soit u E C 0 ([0,+qõl,L2 (r!)) n C 00 (JO,+oo[xn) la solution, donnée parle 
théoreme 3.1, du probleme, 

(4.18) { !~ -6.u=O dans V'(]O,+oo[xf!), 

Uo = g, 

UtEHJ(f!), t>O. 

II résulte de la remarque 3.3 que u E Cº(Q). 

Posons w = v - u. Alors w est solution du probleme, 

{ 
~;-6.w=O dans V'(]O,+oo(xf!), 

wo =O, 

Wt = Vtlan SUf Ôr!, t > 0. 

(4.19) 

On a alors w E Cº(Q) n C 2 (Q), ou Q =)0,+oo(xn. D'apres (4.17), on a 

w 2 O sur ôQ. On déduit du corollaire 3.4 (príncipe du maximum) que w 2 O 
dans Q. 

D'apres le théoreme 4.7, 5) et (4.16) on a, pour t > O, 

w(t,x) = ln k(t,x -y)g(y)dy- ln p(t,x,y)g(y)dy 

(4.20) w(t,x)=(g,k(t,x-·)-p(t,x,·))20 dans Q, 

ou on a noté ( , ) la dualité E', C 00 , puisque g E E' et pour tous t > O, x E n, 
la fonction y >-> k(t, X - y) - p(t, X, y) est C 00 dans r!. 
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Ceei prouve la premiere inégalité de la proposition 4.10. Ensuite revenons aux 
2 

inégalités de (4.17). La fonction t >-> ci e-il- est croissante pour t::; to=~ 
et décroissante pour t ~ to. On en déduit que pour t > O et x E ôfl on a, 

{ 
(41rt)-~ e-~ 1 g(y)dy, si t ::S t0 , 

sup v(s, x) ::; 2 n 
O<s<t d ~ f 

- (41rto)- 2 e- .. º ln g(y)dy, si t ~ t0 • 
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Comme d'apres (4.19), w = v sur ]O,+oo[xfü1, le corollaire 3.5 implique que 

w vérifie les mêmes inégalités dans ]O, +oo[xàf!. Si maintenant nous prenons, 

dans (4.20), g(y) = c:-n'l/;(y-r), alors fo.g(y)dy :S 1 et comme le support 

de g converge vers y0 , (}0 = d(supp g, àfl) converge vers B(yo) = d(yo, 80.), ce 

qui prouve la deuxieme inégalité de la proposition 4.10. • 

Corollaire 4.11. Soit (t, x) E]O, +oo[ xn; notons B(x) = d(x, 80.). Alars, 
d d 6(x)2 ] 8(x)2] 

(i) o ::e; (41rt)-2 - p(t,x,x) ::e; (41rt)-2 e- •• , t E O, 2d . 

(ii) (41rt)-~ vol(O) - f0 p(t,x,x)dx :S Ct-~+!, t-> o+. 

Démonstration 

(i) résulte de la proposition 4.10; il suffit de prendre x = y E n. 

(ii) Posons g(t,x) = (41rt)-~ - p(t,x,x). On peut écrire, 

o:::; f g(t,x)dx= f g(t,x)dx+ f g(t,x)dx=Ii+h. 
Ín Ío(x),S./2dt Ío(x)>./2dt 

Nous aurons besoin du lemme suivant. Pour a> O posons, 

F(a)= f dx=µ{xEfl:B(x)<a}. 
J /J(x),Sa 

Lemme 4.12. I1 existe C > O telle que F(a) :S Ca. pour tout a> O. 

Admettons un instant ce lemme. 

• Considérons le terme li. 
D'apres la définition 4.6, on a p(t,x,x) 2: O, de sorte que g(t,x) est majoré 

par (41rt)-~. Il résulte du lemme 4.12 que, 

(4.21) 

• Considérons le terme I2. 
~ 9(x)2 

On remarque que B(x) > v2dt est équivalent à t < 2d ; on peut clone 

utiliser l'inégalité (i) du corollaire 4.11. On obtient, 

(4.22) 

/nJ,. ,2 
Lemme 4.13. Posons so = v .,1;m; et 'ljJ(s) = e-« pour s > O. Alors, 

f 1/J(B(x))dx = -l+oo '1/J'(s)F(s)ds - 1/J(so)F(so)-
Jo(x)?:.so so 
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Admettons aussi ·un instant ce lemme. On déduit de (4.22) et des 

lemmes 4.12 et 4.13 que, 

d 1+= s ,2 h :S C(47rt)- 2 -e-..- sds, (car -'lj;(s0 )F(s0 ) ::e; O). 
hJt 2t 

Posons dans l'intégrale, s = ,/ix; il vient I2 ::e; ! (41rt)-~+! Jt,o x 2 e-4- dx, 
ce qui, ajouté à (4.21), prouve (ii) du coro!laire 4.11. 

Démonstration du lemme 4.12. On sait que n est un ouvert borné et 
qu'il existe p E C 1 (1Rd) telle que, 

O= {x E JRd: p(x) < O}, 80, = {x E JRd: p(x) = O}, dp =/ O sur 80.. 

Point 1 : 3M >O: lp(x)I ::e; MO(x), \/x E n. 

II existe R > O tel que D e {x E Rd: !xi < R}. Posons M = sup l!p'(x)il. 
lxl,SR 

Pour X E n et y E an on a, lp(x) - p(y)I ::e; Mlx - YI- Comme p(y) = o il 
vient, lp(x)I :S Mlx-yl et clone lp(x)I :S M Y~nJ0 lx-yl i.e. lp(x)I :S MB(x). 

Posons Oa = {x E n: p(x) ::e; Ma.}; alors, 

(4.23) F(a) ::e; 1 dx. 

ºº 
Point 2 : pour x E an, il existe ix E {l, ... , n }, Ex > o, Cx > o, tels 

que li:-(Y)I 2: ex, pour tout y E B(x,c:x) (boule ouverte). On a bien sur 
an C xELJ,fl B(x, C:x) et comme an est compacte, il existe N 2: 1, Xj E an, 

C:j>O,ci>O,j=l, ... ,Ntelsque,8f!c _{j B(xj,Ej)et,surB(:r n 
J=l 

a, la:_~;> (y)l 2: Cj, ou <p(j) E {l, ... ,n}. 

Point 3 : il existe a.0 > O tel queºªº e igl B(xj,Ej)- On raisonne par 

l'absurde; sinon, pour tout k 2'. 1 ilexiste Yk E 01; tel que Yk <f. _{j B(xj,êj). 
J=l 

Comme D est compact, il existe une sous suite (Y,p(k)) qui tend vers fj E fi; 
or p(yk) :S 1t donc p(y) =Oi.e. y E an mais y <f. _{j B(xi,c:i), ce qui est · 

J=l 
une contradiction·. ' 

e , N 
onsequence: pour a ::e; a.o on a,('.)"' e .u (B(xj,Ej) n Oa)i donc, 

J=l 

(4.24) 
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Point 4 : fixons j E {1, ... , N} et supposons, pour simplifier l'écriture, 

que l'on a 1~ 1 ~ Cd > O sur B(xj,E:j)- Soit x : Oa n B(xj,E:j) --> JRd, 
x >--> x(x) = y, ou Xi(x) = xj, j = 1, ... , d - 1, xd(x) = -p(x). Le module 

du déterminant du jacobien de cette transformation vaut 1 ~ (x)I- Donc x 
est un C 1 difféomorphisme sur son image. Comme dans Oa n B(xj,E:j) on a 

lxl s jxjl + E:j et jp(x)I S Ma, l'image est contenue dans un ensemble de la 

forme {y = (y', Yd) : jy'I s A, Yd E]O, Ma]}. Par le théoreme du changement 
de variable on a 

11 résulte de (4.24) que F(x) s Ca, pour a E]O,a0 J. Pour a > a 0 on a, 
F(a) s vol(n) s VO!~fl) O'.. • 

Démonstration du lemme 4.13. C'est une conséquence du théoreme de 

Fubini-Tonnelli. En effet posons t.p = 'lj;' et O= {x E n: B(x) > s0 }. On a 

r ( r+= <p(s)ds)dx= r 1+= l{s>8(x)}'P(s)dsdx 
lo le(x) lo s0 

=j+oo i.p(s)( r l{e(x)<s}dx)ds 
so lo 
j +oo 1 = rp(s) dx ds 

so ( so<fJ(x)<s ) 

j +oo 
= 

80 
i.p(s)(F(s)- F(so))ds. 

Comme '1/; -+ O lorsque s -. +oo il vient, 

- { '1/;(B(x))dx = roo '1/;'(s)F(s)ds + 'l/;(s0 )F(s0 ). 
lo ls0 

• 
Fin de la démonstration du théoreme 4.1. On déduit de (4.14) et 
du corollaire 4.11, que ~e->-nt est convergente pour tout t > O et que 
+oo 
L e->-nt est équivalent à, (;~1t)~~2 pour t --> o+. 11 résulte du lemme 4.4 

n=l 

que, N(>-.)"' (41r)ªº;~~~<!l >-.~ = (21r~-dCd vol(r2)>-.~, ou Cd = Íixl<l dx. • 

'1 

1 

1 

i 

1 

Chapitre 14 

Problemes 

1 • Énoncés 

n 

Probleme 1. Soit X = L aj(x) a~ un opérateur différentiel du premier 
J=l J 

ordre sur lRn. On suppose que les a. sont C 00 sur mm a' l , ll 
1 li\. , va eurs ree es et 

qu'il existe une constante A> O telle que pour tout 1· = l ' , ... ,n, 
(1) sup laj(x)I s A. 

xEJRn 

On rappelle que sous ces conditions, pour tout x E ]Rn, il existe un unique 
n-uple de fonctions réelles x(t x) = (xl(t x) xn(t )) d'fi · , , , , ... , , x e n1es pour 
tout t E JR, solutions du systeme différentiel 

' 

(2) { 
dxi dt (t, x) = ai(X(t,x)), t E JR, 

X1 (O x) = x · · - l , J, J - , ... ,n, 
et que, de plus, (t, x) >--> Xj(t, x) est C00 sur lR x Rn, pour tout j E {1, ... , n}. 

On notera dans ce qui suit Xt l'application de ]Rn dans JRn, x ,_. x( t, x ). 

I. 1) Justifier le résultat rappelé ci-dessus. , 

2) Montrer que pour s, t E lR et x dans JRn, on a 

x(t,x(s,x)) = x(t+ s,x). 

3) En déduire que pour tout t E lR on a, X-t o Xt = Id et que 1 Xt est un 
difféomorphisme C00 de ]Rn dans ]Rn. 

II. 1) Soit <p E Co'(Rn). Calculer ft (t.po Xt). 

2) Montrer que pour t E lR on a, IIXt(x) - xll s Ajtj, ou IIYII = sup IYjl et A 

est défini en (1). En déduire que si supp<p e{;: lxl s M} on a i 

â 
supp(<p O Xt) U supp ât (<p o Xt) e {x: lxl s M + Altl}. 
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3) En déduire que pour tout t E lR on a, X-t o Xt = Id et que 1 Xt est un 
difféomorphisme C00 de ]Rn dans ]Rn. 

II. 1) Soit <p E Co'(Rn). Calculer ft (t.po Xt). 

2) Montrer que pour t E lR on a, IIXt(x) - xll s Ajtj, ou IIYII = sup IYjl et A 

est défini en (1). En déduire que si supp<p e{;: lxl s M} on a i 

â 
supp(<p O Xt) U supp ât (<p o Xt) e {x: lxl s M + Altl}. 
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3) Soit T E V' (lRn) et 'P E C0 (lRn). On considere la fonction G définie 

sur lR par G(t) = (T, <p o Xt). Montrer que G est dérivable en zéro et que 

G'(O) = (T, X<p). En utilisant I.2), montrer que G est dérivable en tout point 

to E lR et que G'(to) = (T, X'lj;) ou 'lj; = <p o Xto· 

4) Soit t X le transposé de X défini par, t XT = - I: 8~ (ajT), TE V'(JRn). 
j=l J 

Soit T E V' (Rn) telle que t X T = O. Montrer que pour tout t E JR, 
x 0 (/e suppT si et seulement si x1(x0 ) rf suppT, (ou bien x 0 E suppT ssi 

Xt(xo) E suppT). 

Probleme 2. Une fonction u E L:c(JR2 ) sera appelée solution faible de 

l'équation, 

(1) 

dans R2 si, pour toute <p E C0 (JR2 ) on a 

(2) 11 ( u ~~ + u2 ~:) (x, t)dxdt = O. 

IP 

1) Montrer qu'une solution faible de (1), qui est de classe C 1 dans un ouvert 

n de IR2 , est une solution au sens usuel dans n de l'équation, 

(3) 

2) Soit f E C 1 (JR2 ,JR) telle que f' # O sur l'ensemble f- 1(0). On pose 

r = {(x,t) E JR2 : J(x,t) = O}, f2+ = {(x,t) E JR2 : f(x,t) > O}, 
n_ = {(x, t) E JR2 : J(x, t) < O}. Soit U+ (resp. u_) une fonction C 1 sur 

D+ (resp. fL) et u la fonction qui vaut u+ dans f2+ et u_ dans n_. Montrer 

que si u est une solution faible de (1) on a 

(4) 
2 2 aJ aJ 

(u+-u_) 8x +(u+ -u_) ot =0 sur r. 

Probleme 3. Pour m E N, on notera Am l'ensemble des fonctions continues 

sur IR telles que, lf(x)I ~ Clxlm, pour tout lxl 2: 1. 

Soit X E Co"(lR), x(x) = 1 pour \xi s; 1. Pour f E Am, on introduit les 

fonctions continues sur JR, 

t >-> Fi(t) = r eitx J(x)dx, 
JlxJS,1 
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et on considere la distribution, 

(1) ( 1 d )m+2 
T = F1 + i dt F2 . 

On notera dans la suite T = J. eitx J(x)dx. 

1) Montrer que si f E L1 (JR), T cofocide avec l'intégrale usuelle, J eitx f (x) dx. 

2) Montrer que pour f E Am, T est la limite dans 'D' (JR), lorsque E tend vers 

zéro, de la suite de fonctions continues, 

(2) 

3) Soit f E Am. Montrer que pour k EN, xk f E Am+k et, 

!. eitx xk f (x) dx = (~ ~) k !. eitx f (x) dx. 
i dt • 

4) Soit f E Am telle que f' E Am. Montrer que, 

J. eitx J'(x)dx = -it J. eitx f(x)dx. 

(Indication : montrer auparavant que E r eitxx'(1;;x) f(x)dx , Jixl:2:1 ~ converge 
vers zéro uniformément sur JR, lorsque t:-> O). 

En déduire la forme de T lorsque f = 1. 

5) On suppose f E C 00 (JR) et f(k) E Am-k, Vk EN. 

a). Montrer que pour j EN, la fonction t >-> J. eitx j(m+2+j)(x)d, 
CJ(JR). 

b) Montrer, en utilisant 4), que tm+2+jT E Cj(JR), j EN. En déduire que 

TE C00 (JR \ O). 

6) Soit Un) une suite de Am et f E Am. On suppose que Un) converge vers 

f dans Ll0 c(JR) et n.!!~
00 

fixJ:2:l l/nf;~.:J2(x)I dx = O. Montrer que l'on a, dans 

V'(JR), 

n.!!~
00

1. eitx fn(x)dx = J. eitx f(x)dx. 

Probleme 4. Soit P un opérateur linéaire continu de Co"(lRn) dans C00 (1Fr). 
Si il existe une distribution Kp E V'(JRn x JRn) telle que, 

(1) (Pu,v) = (Kp,v®u), Vu,v E Co"(lRn) 
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(ou (v ® u)(x,y) = v(x)u(y)), on dit que Kp est le noyau distribution de 

l'opérateur P. 

I. 1) En utilisant la densité de l'espace C0 (R~)®C0 (1R;) dans Cõ(lR~ xJR;) 

montrer que, si il existe, ce noyau est unique. 

2) On suppose que, P 

coefficients C00 sur JR.n. 

L a°'(x)D<,: est un opérateur différentiel à 
lo!~m 

a) On note T = o(x-y), la distribution t.p,..... (T,i.p) = J i.p(x,x)dx. 
Montrer que (Dx; + Dy;) T = O, j = 1, ... , n. En déduire que, 

ou tp(y,Dy)T= L (-1)l0 1D~(a°'(y)T). 
l0<!~m 

b) Montrer que P a pour noyau, la distribution KP = t P(y, Dy) T. Quel est 

le support de Kp? 

II. Dans ce qui suit, pour m E R, on note sm l'ensemble des fonctions 

a = a(x, ç) de classe C00 sur R~ x R{, à valems dans C, telles que pour tous 

a EN, /3 EN, 

(2) 

Les éléments de sm sont appelés les symboles. A un symbole a E sm, on 

associe.l'opérateur P sur C0 (1Rn) par la formule, 

(3) 

1} Montrer que P envoie C0 (Rn) dans C 00 (Rn). 

2) On suppose a E sm, avec m < -n. Montrer que P admet pour noyau, la 

fonction continue sur R~ x R;, 

Montrer que sim+ j < -n, ou j EN, on a Kp E Ci(R2n). 

3) On suppose a E sm, m quelconque. Soit X E Cõ (Rn), X = 1 pour !xi S 1. 

On considere l'opérateur Pe défini sur C0 (1Rn) par, 

(4) 
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Montrer que, pour .ú E C0 (Rn), Peu converge uniformément sur Rn vers Pu 

défini en (3), lorsque € --> O. 

4) Soit Kp,(x,y) = (21r)-n feí(x-y)çX(t:Oa(x,ç)dç, le noyau distribution 

de Pe. Montrer que, pour tout N E N et tous u, v E Cõ (Rn), 

(5) (Kp,,v®u) = 

(21r)-n jjj ei(x-y)·ç ~iê!)
1
~;:;? u(y)((l - ~x)N v)(x)dxdydç. 

5) En prenant, dans (5), 2N > m + n, en déduire que (Kp,, v ® u) converge, 
lorsque € --> O, vers, 

(21r)-n rrr ei(x-y)·ç a(x,ç) ( )(( A )N )( ) 
}}} (1 + lçJ2)N u y 1- '-'x v x dxdydç. 

6) En déduire que l'opérateur défini en (3) a un noyau distribution Kp. 

7) Montrer que, pour a EN, 

8) On suppose Jal > m+n. Montrer que, (x-y)°' Kp. converge uniformément 
sur JR~ x R; vers (21r)-n J eí(x-y)·ç (-Dç)°'a(x,ç)dç. 

9} En déduire que 

10) Soit j E N. En prenant a tel que lal > m + n + j, montrer que 

Kp E Ci(JR.~ x R; \ D) ou D = {(x,y) : x = y}. En déduire que 

Kp E C00 (R; x R; \ D). 

Probleme 5. Soit (an)nEZ une suite de C telle que: 

:lC > O, :la~ O: ianl S CJnl°', \/n E Z. 

1) On considere la suite de fonctions C00 sur R définies par, 

N 

TN(x) = L aneínx, N EN. 
n=-N 
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Montrer que la suite (TN )NEN converge dans V'(JR), lorsque N --> +oo. On 
notera I: an einx sa somme. 

nEZ 
N 

(On pourra considérer SN(x) = I: ~einx, ou k EN, k 2". o:). 
n=-N 

n,'0 

2) On considere Ia fonction 21r-périodique, définie sur (O, 21r[ par, 

En développant cette fonction en série de Fourier, montrer que, 

1. LN sin nx 1 ( ) 2 ( 1m -- = - 1r- x , dans L 0,21r). 
N->+oo n 2 

n=l 

+oo 
En déduire que I: sinnnx = f(x), dans V'(JR). 

n=l 

3) En calculant de <leme façons la dérivée au sens des distributions de J, 
montrer que, dans V'(JR), on a l'égalité, 

L einx = 21r L ó2mr 

nEZ nEZ 

ou ôx0 est la distribution <p 1---> <p(xo). 

4) Soit <p E C0 (JR). On note ip(n) = f einx <p(x)dx. Montrer que 

L ip(n) = 21r L <p(21rn). 
nEZ nEZ 

Probleme 6. On note O l'opérateur desandes dans lRt x lRfx,y)' 

82 02 02 

0=-----fü2 [jx2 [jy2 

et on pose p(t,x,y) = t2 - x 2 -y2, t E R, x E R, y E JR. 

1) Soit J une fonction C2 sur lR3 ne dépendant que de p, i.e. 

J(t, x, y) = F(p(t, x, y)) 

ou s ...... F(s) est une fonction définie sur R. Montrer qu'alors, 

(1) d2 d Df=LF ~ L=~-+6-. 
ds2 ds 

1 

1 

! 
l 
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2) Pour é> O, on noté He(s) la fonction caractéristique de )é, +oo[. Calculer 
L(H;)ll) dans V'(JR}. 

Soit C = {(t, x, y) E JR3 : t > o, p(t, X, y) > O}. On considere la fonction JR3 

définie par, 

dans e, 

ailleurs. 

3) Montrer que E E Lf0 c(JR3 ). (Calculer fx•+y':"';t 2 (t2 - x2 - y 2 )-112dxdy). 

4) Montrer que, pour <p E C0 (R3 ) on a, 

(DE,<p) = 

1 1+00 1 (12"1+oo (D<p)(v's+r2 ,rcosB,rsinB) ) = - - rdrdB ds. 
21r o ../s o o 2v' s + r2 

5) Soit 1/; E C0 (R) et L défini à la question 1) par l'égalité (1). Montrer que 
pour TE V'(JR) on a, 

(2) (LT,1/;) = (T,L*'I/;) 

ou L • est un opérateur différentiel que l'on précisera. 

6) Pour <p E C0 (R3 ) on pose 

(3) cp( 8 ) = [2" r 00 <p( ,./i+r'i, r cos B, r sin B) r dr dB. 
lo lo 2v's + r2 

En admettant que D<p(s) = (L*cp)(s), ou L* est défini en (2), montrer que 

(DE,<p) = -~ lim (v'ci(é)). 
e->O 

7) Pour <p E C0 (JR3 ) et r, t fixés, on pose, 

/2'" "ip(t,r) = lo <p(t,rcosB,rsinB)dB. 

Montrer, en utilisant (3) que, 

dcp 1 ( 1+00 o"ip r;,:- rdr -(é)= - -(vr2+é,r)--
ds 4 o ot r 2 + é 

1+00 ~ rdr ) - lo "ip(yr2+é,r)(r2+é)3/2 . 
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8) En intégrant par parties, dans la deuxieme intégrale du membre de droite, 

montrer que, 
d- 1 
_'.!:(E) = - r.:: <i3( v'Ê, O) + R(E, <p) 
ds 4yE 

ou lim y'E R(E, <p) = O . .,-o 
9) En déduire que la distribution E vérifie dans D' (JR3 ), 

OE= óo. 

Probleme 7. Pour R > O, on notera, dans ce qui suit, µR la distribution sur 

lRn définie par, 

(µR,<p) = IS1 1 r <p(x)daR, <p E Cõ'(l!e), 
R llxl=R 

ou duR est la mesure portée par la sphere de lRn, { x : lxl = R} et 

ISRI = Íixl=R duR. 
1) En utilisant la formule de Gauss, calculer, 

a;= r X;dUR et aij = r X;Xjd<JR, i,j = l, ... ,n. 
Jlxl=R Jlxl=R 

2) Calculer la limite, dans D'(JRn), lorsque R tend vers zéro, de la famille de 

distributions :b (óo - µR), ou óo est la distribution de Dirac à !'origine. 

3) Soit J E Lf0 c(lr). On suppose que pour tout R? O on a, pour presque tout 

x, J(x) 2: (µR * J)(x). Montrer que l::!..f (ou I::!.. = I~ lx;) est une distribution 

négative c'est-à-dire (l::!..J,ip}:::; O, pour tout <p E C8"(!R.n), <p 2: O. 

Probleme 8. On notera dans ce qui suit, Lip(lRn), !'espace des fonctions 

u E L "'.' (llP) telles que, 

(1) 3A >O: lu(x)-u(y)I ::=; Alx-yl, \/x,y E nr. 

L'objet de ce probleme est de montrer l'équivalence suivante. 

ôu 
(2) u E Lip(!Rn) ~ u E L00 (1Rn) et ÔX; E L00 (1Rn), i = 1, ... , n. 

I. 1) Soit T E 1)' (!Rn). Pour h E lR, on note T~ T la distribution définie par 

(T~ T, <p} = (T, T~h<p}, cp E C8"(!Rn), OU T~h<p(x) = cp(x1, ... , X; - h, .. ·, Xn). 
1),(m,n) }" ri, T-T 8T 

Montrer que dans "' on a, /!!l; h = ax, · 
h,<O 
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2) Soit u E Lip(!Rn): En utilisant (1) et 1) montrer que, 

(3) 

3) En déduire que g:, E L00 (1Rn). 

II. Soit u E L00 (!Rn) telle que g:, E L00 (1Rn), i = 1, ... , n. On suppose de 
plus u continue. 

1) Soit p E C8"(1Rn), p 2: O, telle que J p(x)dx = 1 et p.,(x) = cnp(f ). On 

pose u., = u * p.,. Montrer que luE(x) - u.,(x')I :::; iÊ li;:, IIL=(Rn)lx - x'I, 

\/ x, x' E lRn. En déduire que u E Lip(lRn ). 

III. Soit u E L00 (1Rn) telle que ;;, E L00 (!Rn), i = l, ... ,n. Soit 

E = Cn lxl 2-n si n 2: 3, E = e Ln lxl si n = 2, une solution élémentaire 
de I::!.. (le Laplacien). 

1) Soit (} E C8"(1Rn), (} = 1 pour !xi :::; 1. Montrer que 1::!..(8E) = Óo + w, 

w E C8"(lr). 

2) On pose E;=(} g!. Montrer que E; E L1(lr), i = 1, ... , n. 

3) Montrer que u = f, g:; *E;+ w, w E C 00 (1Rn). 
i=l ~ 

4) Soient x,x' E lRn et (Tx-x'J)(z) = f(x - x' + z). Montrer que 

1 (aôu * E;) (x) - (aªu * E;) (x')I :::; IITx-x' E; - E;llu(Rn) li aªu li . 
X; X; X; L=(Rn) 

5) En déduire que u est continue et conclure. 

Probleme 9. 

Rappels (i) Pour p E [l,+oo[, Lf0 c(!Rn) désigne l'ensemble des (classes de) 
fonctions u: lRn-+ C, telles que (}u E V'(lr) pour tout (} E C8"(!Rn), ou, de 
maniere équivalente, u E IJ'(K) pour tout compact K e lRn. 

n 2 

(ii) Le Laplacien, I::!.. = E b,, possede pour n 2: 3, une solution élémentaire 
j=l ' 

E de la forme, E = lx~n_2 ou Cn est une constante non nulle. 

On supposera dans ce qui suit n 2: 3. 

I. 1) Montrer que E E Lf0 c(lRn), pour p E [l,po(n)[, ou Po(n) est à 
déterminer. On fixe dans ce qui suit p E]l,p0 (n)[. Soit q tel que l + l = 1. 

p q 

Alors q E] P:tJ;'2 1 , +oo[. 
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Soit µ une distribution positive à support compact dans lRn. Alors 

µ*E E V'(JRn). On se propose de prouver queµ* E E Lf0 c(1Rn). 

Soit e E C0 (1Rn), suppO e {x: JxJ :S: A}. 

2) Montrer que, pour cp E C0 (JRn) on a 

3) Montrer qu'il existe C1 > O, M > O tels que, 

1(0(µ * E),cp}I :S: C1 sup l(E * (Ocp))(x)J. 
lxl'.SM 

4) Montrer qu'il existe C2 > O telle que, pour Jxl :S: M et cp E C00 (1Rn) on a 

5) En déduire que µ * E E Lf0 c(JRn), puis que µ * E E Lí0 c(lRn), pour 

r E [l,po(n)[. 

II. Soit u E V' (JRn) telle que !:::,. u soit une distribution positive. On se propose 
de montrer que u E Líoc(JRn), pour r E [l,po(n)[. 

Soit e E C0 (JRn), V un voisinage ouvert de suppB et X E C0 (JRn), X 2 O, 

x = 1 sur V. 

1) On poseµ= x6.u et T = u - µ*E E V'(JRn). Montrer que ss(T) e vc. 

2) Montrer que Ou E Lr(JRn) pour r E [l,po(n)[. 

Probleme 10. Soit u E L00 (1R.n) telle que u soit une fonction mesurable, 
positive, bornée. Soit cp E C00 ([0, +oo[) décroissante, cp(t) = 1 si O ::; t ::; 1, 

cp(t) = O si t 2 2 et O ::; cp ::S: 1. On pose 'Pk(ç) = cp(lfl), k E N*, puis 

Vk = ucpk et h = J vk(ç)dç. 

1) Montrer que (Jk)kEN· est une suite croissante, positive et que, 

(1) 

2) Déduire du théoreme de convergence monotone (*) que u E L1 (JRn). 

(*) N.B. On rappelle l'énoncé du théoreme de convergence monotone. Soit (vk) une suite 
croissante de fonctions intégrables réelles; alors 
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3) En utilisant la distfibution u E S' (JRn) telle que, 

íl(ç) = (1 + 1w-n . 
Log(2 + lçJ) 

Montrer que Hnf2 (1Fr) n'est pas contenu dans L00 (1Rn). 

Probleme 11. Pour s E JR, on notera H" l'espace de Sobolev H•(JRn). Soit 
P = P(D) un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients constants dans 
lRn. On suppose qu'il existe ó E ]O, m] tel que, pour tout s E JR, il existe C s > O 
telle que, 

1) Montrer que (1) est encore vraie pour u E H•+m. 

2) Soit cp E C0 (lr), suppcp e {x: !xi :S: l} telle que f cp(x)dx = 1. Pour 
é E]O, l], on pose 'Pe(x) = cncp(~). Soit u E H 8 telle que Pu E H 8 • On pose 

Ue = 'Pe * U. 

a) Montrer que Ue E H•+m. 

b) Montrer que (ue) converge vers u dans H• et (Pue) converge vers Pu 
dans HS, lorsque é tend vers zéro. 

c) En déduire que lluellH•H reste bornée par une constante indépendante de 
é. 

d) Montrer que u E H•+ó. 

3) Soit u E l''(JRn) telle que Pu E n H•. Montrer que u E n H•. 
sER sEIR 

Probleme 12. On utilisera dans ce qui suit le fait suivant : si u E L00 (JRn) 

et x E S(JR.n) alors u * x E L00 (1R.n) et F(u * x) = u · X· 
I. Notations : soit '1/J E C0 (.1Rn), '1/J = 1 pour jçl :S: !, '1/J = O pour lçl 2 1. 

On pose <p(ç) = '1/J(Í) -1/J(ç). On voit facilement que, 

i) suppcp e {ç: ! :S: lçl :S: 2}. 
N-1 

ii) '1/J(ç) + I: cp(2-Pç) = 'I/J(2-Nç), 'v'ç E !Rn, V N 2 1. 
p=O 

Soit a E]O, l[. On introduit l'espace 

co,u = {u E L00{1Rn): [u]u = sup lu(x) - u(y)I < +oo}. 
x,fay lx - yju 
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Pour u E Cº'ª, on définit Up E S'(lr), pour p E Z, p 2: -1, par iL1 = 1/J(f,)ft, 

up = <p(2-Pf,) u, p E N. 

1) Montrer que Up E C 00 (1Rn) et à"'up E L00 (1Rn), Va. E Nn, Vp 2: -1. 

2) a) Montrer que pour p 2: O, 

up(x) = j [u(x - ;P)-u(x)] h(y)dy ou h = <p. 

b) En déduire qu'il existe C > O, indépendante de u et p, telle que, 

3) Montrer que les séries L up et I: up convergent dans S'(JRn) et que 
p2:0 p2:0 

F( L up) = L Up-
p2:0 p2:0 

4) Montrer que la suite (1/1(2-N E,)u)NEN· converge vers u dans S'(JRn). 

5) En déduire que u = u_1 + L Up-
p2:0 

II. On étudie la réciproque. 

Soit, pour p E Z, p 2: -1, Vp E C 00 (1Rn) telle que à"'vp E L00 (1Rn), Vo. E Nn 

et, 

i) suppvp e {E,: !2P s IE.I s 22P}, p EN, suppv_1 e {E,: IE,I s l}. 

ii) llvpllLoo S M2-Pª, p 2: -1. 

On pose u = v_1 + L Vp (série qui converge dans L00 ); on se propose de 
p2:0 

montrer que u E co,a. 

1) Soit x, y E lRn tels que, O < jx - yj < 1. On fixe un entier q tel que 
q-1 +oo 

2q < lx~yj s 2q+l et on pose, Sq = L Vp, Rq = L Vp. Montrer que 
p=-1 p=q 

q-1 
2) Montrer que jSq(x)- Sq(Y)I S lx -yl L L llà"'vpllL00 -

p=-IJal:<;1 

3) Soit w E C 00 (!Rn) n L00 (1Rn) telle que suppw C {E,: IE.I S R}. Montrer 

que: Va. E Nn, 3Cc, >O: llà"'wllL00 S CaRl"'lllwllL00 , 

Indication: écrire w = B(-fz) w, ou O E C0 (!Rn), O= 1 si IE,I S 1. 

4) En déduire que u E Cº,". 

III. On introduit !'espace 

c 2 ,a = {u E L00 (!Rn): à"'u E eº,", ial S 2} et [uh,u = L [à"'ulu• 
laJ9 
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On admettra que la: méthode développée aux parties 1 et 2 permet de montrer 

que, 

1) si u E c2,a et 1L1 = 1/J(E,)u, 'Up = <p(2-PE,)u, p E N, alors Up E C 00 

àªup E L00 , Va., llu-1IIL00 S Cllui1L00 , jjupllL= S C(ulz,u2-p(2+cr) et 

U = U-1 + L Up-
p2:0 

2) Soit Vp E C00 , à"'vp E L00 , Va., Vp 2: -1 telle que, 

i) suppvP e {E,: !2P s IE.I s 22P}, p EN, suppv_1 e {E,: IE,I s l}. 

ii) llvpllL''º s M2-p(2+a), p 2: -1, alors u = v_1 + L Vp E c2,ª. 
p2:0 

IV. Soit u E L00 (1Rn) telle que l:.u = f E eº,ª, ou l:. = :t ~- On se 
j=l J 

propose de montrer que u E C 2 ,ª. 

Soit f = f-1 + L fp, le développement de f donné par la partie 1. On pose 
p2:0 

- 1 -vp = -w fp, p 2: -1. Montrer que, 

1) suppiL1 e {E,: IE,I s l}, suppvP e {E,: }2P s IE,I s 22P}. 

2) Vp E C 00 , àªvp E L00 , Va E Nn, Vp 2: -1. 

3) llvp!IL"° S c2-p(2+cr), p 2: -1; (écrire 'Vp = X(2-Pf,)vp comme dans 3), 
partie 2). 

4) u = V-1 + L Vp et conclure. 
p2:0 

V. Nous allons montrer que le résultat de la partie 4 est faux dans la chaine 
des espaces Ck(JRn) usuels, n 2: 2. 

Notons pour R > O, BR = {x E llr: lxl :SR}. On introduit les espaces 

E= {u E Cº(JRn): l:.u E Cº(!Rn), suppu C BR} 

F = {u E C 2 (1Rn): suppu C BR}, 

Ce sont des espaces de Banach, lorsqu'on les munit des normes, 

llullE = sup lu(x)l + sup jl:.u(x)I 
Rn Rn 

llullp = L supjD"'u(x)I. 
1<>19 Rn 

On va montrer que E 1/. F. On raisonne par l'absurde. 

1) Supposons E e F. Montrer, en utilisant le théoreme du graphe fermé, 
qu'il existe C > O telle que, pour tout u E E, on ait, 

(1) L ID"'u(O)I Se( suplu(x)I +supjl:.u(x)I). 
1<>1=2 Rn Rn 
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laJ9 
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On admettra que la: méthode développée aux parties 1 et 2 permet de montrer 

que, 
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p2:0 
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p2:0 
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j=l J 
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p2:0 

- 1 -vp = -w fp, p 2: -1. Montrer que, 

1) suppiL1 e {E,: IE,I s l}, suppvP e {E,: }2P s IE,I s 22P}. 

2) Vp E C 00 , àªvp E L00 , Va E Nn, Vp 2: -1. 
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p2:0 
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Rn Rn 
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1<>19 Rn 

On va montrer que E 1/. F. On raisonne par l'absurde. 
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(1) L ID"'u(O)I Se( suplu(x)I +supjl:.u(x)I). 
1<>1=2 Rn Rn 
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n 

2) Montrer qu'il existe ( E cn tel que L (J = O mais L IC''I -/- O. On pose 
j=l Jal=2 

n 
U(x) = ei(x,(), x E Rn, ou (x,() = L Xj(j- Calculer ó.U et (D°'U)(O). 

j=l 

3) Soit X E C0 (BR), X= 1 pour Jxl :S ~R. Soit N EN. On pose, 

N 

u1(x) = r 2i (xU)(2íx) et u = L ui. 
j=O 

a) Montrer que u E E et qu'il existe C' > O, indépendante de N, telle que, 

sup lu(x)I :S C'. 
Rn 

N 
b) Montrer que ó.u = L VJ, ou suppvi e CJ et Cj n Ck = 0, si j-/- k. En 

j=O 
déduire qu'il existe C" > O, indépendante de N, telle que supJó.u{x)I :S C". 

]Rn 

c) En utilisant l'inégalité {1), puis les questions 2), 3) a), b), déduire une 

contradiction. 

Probleme 13. Soit s E lR et g E H· = H 8 (1R). On considere la famille 

( ut)tER de distributions tempérées définies par, 

Ut = F(eitç' g). 

1) a) Montrer que Ut EH•, pour tout t E IR et calculer llut!IH• en fonction 

de ll9IIH•· 
b) Montrer que (ut) E Cº(IR, H 8 ) puis que (8!ut) E Cº(JR, H•-k), pour tout 

kEN. 

c) Montrer que (ut) E C 1 (1R, Hª-3 ). 

2) Soit u E V'(JR2) la distribution associée à la famille (ut)· Montrer que u 

est l'unique solution, appartenant à Cº(IR, H·) n C1 (1R, H•-3), du probleme 

de Cauchy, 

(1) { ~: + ::~ = O, dans V'(JR2), 

Uo =g. 

On posera dans ce qui suit Ut = S(t)g. 

3) Pour quelles valeurs de s E IR, la distribution S{t)óo (ou 150 est la mesure 
de Dirac à l'origine) est-elle définie et appartient-elle à Hª, pour tout t E IR? 

On notera E(t) = S(t)óo E S'(JR). 
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4) Montrer que, poui tout t E lR \ O on a, E(t) = e! E(l) o Ai-! ou, pour 
.À -/- O, A>. est l'applkation de lR dans lR, x ,_. ..\x. 

5) Montrer que E{l) est solution, dans V'(JR), de l'équation différentielle, 

(2) 
d2v 
dx2 +cxv = O, 

ou e est une constante que l'on déterminera. 

On rappelle que l'espace H1~c(JR) est défini par, 

6) a) Soit v E Lfoc telle que v" = ~v E Lfoc· Montrer que v" E Lfoc(lR). 

b) En déduire que v E H1~c(IR). (Considérer w(x) = fox v"(t)dt). 

7) On considere l'opérateur X = x + at /l,; et on pose P 
Déterminer la valeur de a E lR pour laquelle on a, 

X PT= P XT, VT E V'(JR2). 

â 8 3 

ât + a?· 

8) Soit g E L2 (JR); on suppose que xg E L2 (JR). Soit (ui) = (S(t)g) la 
solution du probleme {1) trouvée à la question 2). On pose Vt = X Ut. 

a) Montrer que (vt) e C 1(R,S'(JR)). 

b) De que! probleme de Cauchy v = ( vt) est-elle solution? 

c) En utilisant la question 2), montrer que pour tout t E JR, on a Vt E L2 (JR). 

d) En déduire que pour tout to-/- O on a Ut0 E H1~c(JR). 

Probleme 14. On note dans ce qui suit Q =]O, +oo[ xlR3 et ( t, x) les éléments 

de Q avec t E]O, +oo[ et x E lR3 • On note aussi 8i = 8~. pour j = 1, 2 ou 3. 
J 

On considere la distribution sur Q définie par la fonction 

1 
u(t,x) = tl{lxl<t}(t,x). 

I. 1) Montrer que pour tout <p dans C0 (Q) on a, 

1 1 1+001 1 (8tu,<p) = -1 I cp(lxl,x)dx - 2 cp(t,x)dxdt 
it3 X O lxi<t t 

et 

(8J u, cp} = - L. 1; 12 cp(lxl, x) dx. 
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3 

2) Calculer, pour x i- O, L Ôj ( TiF cp(lxl, x)). En déduire que pour tout cp 
1=1 

dans Cõ(Q), 

3 1 1+= 1 1 (â; u, cp) = L lx1
1
·2 (âJ cp )(lxl, x )dx + 2 t3 cp(t, x) dxdt. 

j=l R.3 X O lxl<t 

3 
3) Soit D = a; - L âJ, l'opérateur des ondes. Montrer que l'on a, Ou = 2u3 

j=l 

dans 'D'(Q). 

II. Pour t > O on considere la distribution Vt sur JR.3 définie par Vt = u(t, ·). 

1) Montrer que (vt) E c=([o, +oo[,l''(JR3)). 

Jndication : pour cp E C00 (JR3), on exhibera une fonction, t ,_. G(t), dans 

C00 (JR) telle que G(t) = (vt,'P), pour t > O. 

Calculer Vo et va1l. 

2) Montrer que iit est bien définie et que i\(O = iit(O, O, lçl). 

3) Montrer que iit(ç) = W" (";°H{IIW - cos(tlçl)). 

4) Montrer que, pour tout s E [o,}[, la fonction ç ,_. lçl 8 liit(ç)I appartient 

à L2 (R3). En déduire que Vt E H 8 (R3 ), pour s < !-
N. B. On rappelle : 

- la formule de Green pour un ouvert borné n de classe C1 et ÍJ, u E C1(TI). 

Pour F = (!J )J=l, ... ,n, 

{ udiv Fdx = - { F · gradudx + { u(F · n)d<7 k k ka 
ou n est la normale extérieure et <7 la mesure de surface de âO ; 

- les coordonnées polaires dans JR3 : x1 = r sin 8 cos </>, x2 = r sin O sin </>, 
1 2 • 

x3 = rcosO avec O<</>< 21r, O< O< 1r, r E]O, +oo[ et dx = r smOdrdBd</>. 

11 • Solutions. · 

Solution du probleme 1 

I. 1) Les· ªi étant de classe C1, le probleme (2) admet, d'apres le théoreme de 
Cauchy-Lipschitz, une solution maximale définie sur l'intervalle I =]T., T* [ 
ou T. < O < T*. De plus, on a T* = +oo (resp. T. = -oo) ou bien T* < +oo 

(resp. T. > -oo) et lim llx(t,x)IIR" = +oo (resp. lim llx(t,x)IIR" = +oo). 
t-+T• t-+T. 

·e rt~( ) Si T* < +oo, pour O ::; t < T*, on a x1 t, x) = Xj + Jo ds s, x ds = 
xi+ 1; aJ(x(s, x))ds; d'ou lxi(t, x)I ::; lxJl+AT*, ce qui contredit la limite ci
dessus. Donc T* = +oo et de même T. = -oo. La régularité de l'application, 
( t, x) ,_. x( t, x), résulte des théoremes classiques de dépendance de la solution 
p~ rapport aux conditions initiales. 

2) Fixons s E lR et x dans Rn. Considérons les deux fonctions C 00 de t, 

Y1(t) =xi(t+s,x),Y2(t) =xi(t,x(s,x)). Onad'apres (2), 'Pi- =ai(Y1(t)) 
et Y1(0) = xi(s,x); ef:J1 = aJ(Y2(t)), Y2(0) = xi(O,x(s,x)) = xi(s,x). Ces 
deux fonctions étant solution du même probleme de Cauchy, on a, par unicité 
globale, Y1 ( t) = Y2 ( t) pour tout t E lR. 

3) X-to Xt(x) = x(-t,x(t,x)) = x(-t + t,x) = x(O,x) = x. On en déduit 
que Xt est inversible et que Xt 1 = X-t· Comme x ,_. Xt(x) est C 00 pour tout 
t E R, Xt est un C 00 -difféomorphisme de Rn sur lui-même. 

II. 1) fc[cp(x(t, x))] = f: 3f, (x(t, x)) ~ (t, x) = f: aJ(x(t, x)) 3f, (x(t, x)) 
j=l ' j=l J 

= (Xcp)(x(t,x)). 

2) XJ(t,x) = xi+ 1; aJ(x(s,x))ds d'ou, IIXJ(t,x)-xJII :'.S Altl, d'apres (1). Si 
llxl! > M +Altl on a, llx(t,x)ll 2: llxll-llx(t,x)-xll 2: M +.Altl-AJtl = M 
d'ou, cp(x(t,x)) =O.De même pour (Xcp)(x(t,x)). 

3) Pour !ti ::; ô, supp(<p o Xt) U suppft(cp o Xt) e {x : lxl s M + AJ} 
X 

(cf. 2)) qui est un compact fixe. De plus, pour tout o: E Nn, les fonctions 
(t,x) ,_. â'i(cp o Xt) et (t,x) ,_. â'iât('P o Xt) sont continues dans l'ensemble 
{(t,x) : Jtl :'.S J, lxl < M + AJ}. On en déduit que G est dérivable en 
zéro et que G'(O) = (T, ft(ip o Xt)lt=o). II résulte de II.1) que G'(O) = 
(T, (X ip)(x(O,x)} = (T, X ip}. Pour to E R on a, G'(to) = ft[G(t + to)Jlt=o = 
ft(T,<pºXt+to)lt=O = ft(T,(ipoxt 0 )oxt)lt=O = (T,X(ipoxt0 )} et ce, d'apres 
I.2) et le calcul de G'(O) ci-dessus. 

4) Par définition de tx, on a (tXT,ip) = (T,Xip}. Par conséquent, si 
t XT = O, on a (T, X cp) = O pour tout <p E C0 (1Rn); clone (T,X(cpoXt0 )) = O 
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ce qui montre que G'(t0 ) = O, \/to E R On en déduit que C est constante i.e. 

G(t) = G(O); donc (T, ({) o Xt) = (T, "P), \/t E IR,\/({) E C0 (!Rn). 

Si xo r/:. supp T, il existe un voisinage Vx 0 de xo tel que (T, ({)) = O, 

V({) E C0 (Vx0 ). Posons W = Xt(V10 ); alors W est un voisinage de Xt(xa). Si 

1/; E C0 (W), on a({)= 1/; o Xt E Cõ(Vx 0 ) donc (T, ({)) =O= (T, 1/; o Xi) = 
(T,1/;) i.e. (T,1/;) = O, ce qui montre que Xt(xo) r/:. suppT. Inversement si 

Xt(xo) r/:. suppT, parle calcul ci-dessus, X-to (xi(xo)) = xo r/:. suppT. Par 

contraposée on a donc Xo E supp T <=? Xt ( xo) E supp T, \/ t E IR. 

Solution du probleme 2 

1) Prenons, dans (2), ({) E C0 (!1); on peut intégrer par parties et il n'y a 

pas de terme de bord. Comme u E C 1 (íl), on obtient, 

JJ (~; + 2u !:)<pdxdt = O, \/({) E C0 (!1). 
11 

Comme i~ + 2u ~~ E Cº(íl) cela implique que i~ + 2u ~~ = O dans íl. 

2) D'apres (2), on a 

(5) JJ ( u+ ~; + u! !:) dxdt + JJ ( u_ ~; + u:_ !:) dxdt = O. 
11+ 11_ 

On applique la formule de Gauss à chacune de ces intégrales; r est le bord de 

íl+ et Q_. La norrnale unitaire extérieure à íl+ est, n+ = ~ (- ff~) 
f?+J:2 - t 

et celle à Q_ est, n = ( ji). On obtient, 

11 (aui OU+) 11 ( 2 O([) O(f)) -- + -- cpdxdt- u - +u+- dxdt = 
8x 8t + 8x 8t 

11+ 11+ 

1 J;ui + J:u+ d - <p a. 
r )J!,? + J:2 

D'apres la question 1), la premiere intégrale du membre de gauche est nulle. 

En écrivant une formule analogue pour u_ et en utilisant (5), on obtient, 

r J;(ut - u:_) + J:(u+ 

lr vf!,?+f? 
u_) 

({)da= O 

pour tout cp E C0 (R2). On en déduit la relation ( 4) de l'énoncé. 
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Solution du probl~me 3 

1) Si f E L1 (IR) on a F2 E cm+2 (JR); cela résulte du théorerne de dérivation 

de Lebesgue. En effet pour k <:'. m + 2 et !xi ::O: 1, on a 

1(5},__)k(eitx J(x) )1 = J::f__lf(x)I <:: lf(x)I E I}(IR). 
dt xm+2 lxim+2 

Alors (t ft)m+2 F2(t) = Íixl?:l eitx J(x)dx, d'ou T = J eitx J(x)dx. 

2) TE(t) = Íixl'::l e'txX(Ex)f(x)dx + Íixl?:l eitxX(EX)f(x)dx = JE + Kc. 
On a 

IJE(t) - F1(t)J <:'. sup lf(x)I r 11- x(EX)ldx----+ o 
lxl'ó:l Íixl'ó:1 e-O 

d'apres le théoreme de convergence dominée. Donc JE converge vers F1 
uniformément sur lR, donc dans V'(IR). D'autre part, pour E fixé, 

KE(t) = 1 [(~ dd )m+ 2 eitx] X(Ex) f~~2 dx 
JxJ?:1 1 t X 

= (~!}__)m+21 eítxX(Ex) f(x) dx, 
i dt lxl?:1 xm+2 

la deuxieme égalité résultant du théoreme de dérivation de Lebesgue, puisque 

X(Ex) est à support compact. Posons Le(t) = Íixl?:l eitxX(Ex) fl"}2 dx. On a 

ILe(t) - F2(t)I <:'.1 11 - x(Ex)l llfl~l~ dx <:'. e 1 11 - X(Ex)l 1dx12' 
JxJ?:1 X lxJ?:l X 

car f E Am. On déduit du théoreme de convergence dominée, que Lc: comnh/' 

vers F2 uniformément sur IR, clone aussi dans D' (JR). Par continuité de la 
'. . '( ) (1 d )m+2L (1 d )m+2F· d V'(TI])) denvat1on dans V IR , on a, Ke T dt E -+ T dt 2 ans m.. • 

Donc Te:= JE + KE converge vers T dans V'(IR). 

3) On a évidemment Jxk f (x )1 <:: C lxlm+k. Ensuite d'apres 2), on a dans 

V' (JR), 

l eitxxk J(x)dx = limf eitxX(Ex)xk f(x)dx 
E-0 . 

( 1 d)kj . = lim -:--d e'1xX(Ex)f(x)dx 
e-o i t 

( ld)k J. (ld)k = -:-- lim e'txX(Ex)f(x)dx= -:--d. T, 
1 dt E-0 t t 

d'apres la continuité de la dérivation dans V'(IR). 
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ce qui montre que G'(t0 ) = O, \/to E R On en déduit que C est constante i.e. 
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4) On a J. eitx J'(x)dx = lim J eitxx(ex)J'(x)dx, dans D'(R). Ensuite, 
e-o 

comme x est à support compact, on peut intégrer par parties. On obtient, 

J e'txx(ex)f'(x)dx = -it J eitxX(Ex)f(x)dx - E J eitxx'(t:x)f(x)dx 

= Ic + lc. 

On a d'aprês 2), limlc = -itJ, eítx f(x)dx dans D'(R). Ensuite, 
E---+Ü * 

ej 1 eitx x'(ex) J(x) dxl :::; E sup lx'I 1 IJ(x)I dx --+ O 
jxj:Sl ll. jxj<'.'.l 

et comme x' E C0 , 

E eitxX'(ex)f(x)dx= -:- é e'txx'(ex)--dx 1 . ( 1 d ) m+2 1 . f(x) 
jxj:0:1 i dt lxl:0:1 xm+2 

_ (! ~)m+2 
- í dt Rc. 

On a, IREI:::; Ces~pJx'lfixl:O:l ~' car f E Am, ce qui prouve que Rc-> O 

uniformément sur R, donc dans D' (R). Alors, ( f -[ft) m+2 Re -> O dans 1Y (IR). 
Par conséquent, J"-> O dans D'(R). Si f =lona -ítT = O d'ou T = C50 . 

En fait C = 21r, car pour cp E C0 , d'aprês Fubini et !e théorême de 

convergence dominée on a, 

(Te,'P) = JJ eitxx(ex)cp(t)dxdt = J x(ex)cp(-x)dx-;=:; J 'f!(-x)dx 

i.e. (Te, cp) -> 21r<p(O) = 21r(óo, cp). 

5) a) Pour !xi 2 1, 1J(m+2+j)(x)I:::; ClxJ-U+2l. Donc j(m+2+i) E L1(R) et, 

d'aprês 1), J. eítx j(m+2+il(x)dx = f eitx j(m+2+il(x)dx = F(t). Le fait que 

F E Ci (R) résulte du théorême de dérivation de Lebesgue et du fait que, 

pour k :::; j et lxl 2 1, 

b) D'aprês 4), 

( 1)m+2+j [ 
tm+2+iT= -i }*eitxj<m+2+i)(x)dxECi(JR). 

1 

Pour tout j EN on a, TE Ci(JR \ O), puisque T = tmhf;t ou h E Ci. Donc 

TE C""'(lR \ O). 
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6) j Íixl<;l eitx(fn(x) - f(x))dxj :::; Íixl'.SJ lfn(x) - f(x)ldx ---> O, puisque 

f n -> f dans LL(JR.). D'autre part, 

11 eitx fn(x)m~{(x) dxj S 1 lfn(x) ~+{(x)j dx _ _, O, 
lxl:O:l X lxl:0:1 lxl 

par hypothêse. Ceei prouve que, Íixl:O:l eitx ;:_<;J dx converge uniformément 

sur R vers Jlxl:O:l eitx fl3f!2 dx et donc dans D'(IR). Par continuité de la 

dérivation dans D'(R), on en déduit que, 

( ~~)m+21 eitxfn(x)dx--+ (~!!__)m+21 eitx J(x) dx 
i dt jxJ:2'.l xm+2 i dt lxl:O:l xm+ 2 ' 

ce qui prouve le résultat cherché. 

Solution du problême 4 

I. 1) évident. 

2) a) ((Dx1 +Dy,),T,cp) = -(r,f (!: + :y'P)) = -f J r:: (x,x) 
J J J 

+ ~'P (x,x)] dx = -~ J ;-[cp(x,x)]dx = O. 
VYj i UXj 

Donc Dx1 T = -DY; T et D':;T = (-1)1<>1 n;r. Alors, 

a0 (x)D:T = (-1)1°1 a0 (x)D~T = (-l)lal D~[aa(x)T] = (-1)1°1 D~[a0 (y)T] 

( car (a°'(y) T, cp) = (T, a°'(y) rp) = J a0 (x) cp(x, x) dx = (ac,(x) T, cp)). 

b) (Pu, v) = J Pu(x)v(x) dx = (8(x - y), v © Pu) 
= (5(x - y), P(y, Dy)(v@ u)) = (t P(y, Dy)ó(x - y), v © u). 

II. 1) Dans le membre de droite de (3), l'intégrant este= en x et, pour tout 

aE Nn, 

a:;(eixç a(x,fru(ç)) = L (;) (iç)13 eixE(a~-/3 a)(x,ç)ú(ç) 
/3:Sa 

d'ou, 

ja'.;(eix·ça(x,ç)u(ç))j:::; C°'(l + lçlr+lal Ju(ç)J E L 1 

car u E S; donc Pu E C00 (Rn). 

2) On a Pu(x) = (21r)-n feix{a(x,ç)(Je-iY·Eu(y)dy)dç, u E C0 . Si 
m < -n l'intégrale double est absolument convergente. Alors pour v E C0 , 

(Pu,v) = (21r)-n JJJ ei(x-y) Ea(x,ç)u(y)v(x)dxdydç 

= !! [(21r)-n J ei(x-yHa(x,ç)dç] u(y)v(x)dxdy 
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d'ou Kp = (2n)-n f ei(x-y)f.a(x,f;)dç. 

Sim+ j < -n, pour tout a E Nn tel que la\ :S j, on a 

clone Kp E C1 (Ir). 

3) \Pu€(x) - Pu(x)\ :S j lx(êç)-1\la(x,ç)\\u(f;)ldç 

s j lx(êç) - ll(l + 1wm \u(ç)jdç 

et on peut appliquer le théoreme de convergence dominée puisque u E S. 

4) (Kp,,v0u) = (2n)-n jjj ei(x-y)é,X(Eç)a(x,ç)u(y)v(x)dxdydç. 

On utilise le fait que, ei(x-y) ç = ?:~1~ 1;~; ei(x-y)·ç et on integre par parties 

dans l'intégrale ( absolument convergente) ci-dessus. 

) S. N la(x,OI < C < C E Ll(JRn). 
5 1 2 > m + n, on a, (l+lé,l2)N _ (l+lff)N- 2 - (l+lé,\2)-1!-+• 

Donc, 

l(Kp,,v0u) - (2n)-n jjj .. . dxdydçl 

:S (2n)-n jjj lx(.sç) - II (l + lç~ 2)~+< !u(y)ll(I - l::.x)N v(x)!dxdydç 

et applique le théoreme de convergence dominée. 

6) On a, pour u,v E C0 , (P,:u,v)--+ (Pu,v). D'autre part (P,:u,v) = 
(Kp,, v 0 u) -, ( (2n )-n JJJ ... , v 0 u); le résultat cherché en découle. 

7) (x - y)° Kp, (x, y) = (2n )-n j [Df ei(x-y)·€J x(Eç) a(x, ç) dç et on peut inté

grer par parties, puisque xa E S. 

8) On a (-Dç)'' [x(.s ç) a(x, ç)J = L C0 13.sl/31 x(/3) (Ef;)(DÊ-/3 a)(x, ç). Donc, 
/35'0 

l(x -y)°' Kp, - (21r)-n j ei(x-y)·ç(-De)"'a(x,ç)dçl 

:S (2n)-n J lx(.sç) -111(-Dç)°'a(x,ç)ldç 

1) 

+CL j E\/3\ li/3l(Eç)l!Df-/3a(x,ç)ldç. 
/3-/0 ------,__.-' 

(2) 

Comme \DfaJ :S C(l + !Wm-\al :S C(l + \çj)-n-e E L 1 (Rn), le terrne (1) 

tend vers zéro, d'apres le théoreme de convergence dominée. Montrons que 
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(2) tend vers zéro. I'óur ç fixé, l'intégrant tend vers zéro à cause du Ell'I, 

1/JI fc O. Puis, 

E1f:il lx<11 l (.s OI ID;- 11 ai 
:; EIPl(l + !1;1)1/311x(ill(éç)l(l + lçl)-lill(I + ll;!)m-Jol fl/JI 

:S (1 + E jçj)I/JI JX(/J) (Eç)j (1 + !çl)m-locl 

:S { sup (1 + 1171)1/JI Jx<ill(17)!}(1 + !çl)m-lal E Ll 
r1ERn 

donc l'intégrale, pour (3 fc O, tend vers zéro d'apres le théoreme de conver

gence dominée. 

9) résulte de 5), 6) et du fait que la convergence uniforme implique la 

convergence D'. 

10) Soit (3, "f E Nn tels que, 1/31 + 1,1 :S j. On a, 

lâJ â~ { ei(x-y) ç ( -DE)º a(x, ç)} 1 :S C(l + \ç\)lill+bl (1 + \ç\)m-lal 

:S C(l + !çj)m+}-lal E L1(1Rn) 

ct donc, (x - y )" Kp est C}. 

Solution du probleme 5 

1) Considérons la suite (SN) e Cº(JR). Comme 1l1d2 :S 1~\~l~ :S f, cette 

suite converge uniformément sur JR, donc dans D'(JR), vers une fonction 

continue S. Alars ((ddx)k+ 2 SN) converge, dans D'(JR), vers 5(k+2l. Mais 
N s;;+2) = L ik+2aneinx = ik+2(TN-ao), donc (TN) converge, dans D'(JR), 

n=-N 
n,"O 

vers ÜQ + i-(k+2) 5(k+2). 

2) Soit Cn le coefficient de Fourier de la fonction f E L2 (0, 271:). On a, 

i 12,r r . e -1 r J" . Cn=- -(n-x)e-mxdx=-- yeinYdy. 
2rr O 2 41r _" 

Donc co = O ct, pour n E Z*, Cn = 2in. Comme f E L 2 (0, 21r) on 
N . N 

a f = lim L emx = lim L sinnx dans L2 (0 21r). Comme les 
' N----++(X) n=-N 2in N-++oon=l n ' ' 

n,"O 

fonctions sont 2n-périodiques, la convergence dans L 2 (O, 21r) implique la 

convergence dans Lfoc(JR), donc dans D'(JR). 
+oo 

3) Comme, dans D'(R), on a l'égalité L sinnnx = f, on en déduit, toujours 
n=l 

+oo +oo 
dans D', J' = l':. L sinnnx = L cosnx; puisque cosnx = ! (eínx + e-inx), il 

n=l n=l 
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5 1 2 > m + n, on a, (l+lé,l2)N _ (l+lff)N- 2 - (l+lé,\2)-1!-+• 
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l(Kp,,v0u) - (2n)-n jjj .. . dxdydçl 
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/35'0 
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1) 
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/3-/0 ------,__.-' 

(2) 
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(2) tend vers zéro. I'óur ç fixé, l'intégrant tend vers zéro à cause du Ell'I, 

1/JI fc O. Puis, 

E1f:il lx<11 l (.s OI ID;- 11 ai 
:; EIPl(l + !1;1)1/311x(ill(éç)l(l + lçl)-lill(I + ll;!)m-Jol fl/JI 

:S (1 + E jçj)I/JI JX(/J) (Eç)j (1 + !çl)m-locl 

:S { sup (1 + 1171)1/JI Jx<ill(17)!}(1 + !çl)m-lal E Ll 
r1ERn 

donc l'intégrale, pour (3 fc O, tend vers zéro d'apres le théoreme de conver

gence dominée. 

9) résulte de 5), 6) et du fait que la convergence uniforme implique la 

convergence D'. 

10) Soit (3, "f E Nn tels que, 1/31 + 1,1 :S j. On a, 

lâJ â~ { ei(x-y) ç ( -DE)º a(x, ç)} 1 :S C(l + \ç\)lill+bl (1 + \ç\)m-lal 

:S C(l + !çj)m+}-lal E L1(1Rn) 

ct donc, (x - y )" Kp est C}. 

Solution du probleme 5 

1) Considérons la suite (SN) e Cº(JR). Comme 1l1d2 :S 1~\~l~ :S f, cette 

suite converge uniformément sur JR, donc dans D'(JR), vers une fonction 

continue S. Alars ((ddx)k+ 2 SN) converge, dans D'(JR), vers 5(k+2l. Mais 
N s;;+2) = L ik+2aneinx = ik+2(TN-ao), donc (TN) converge, dans D'(JR), 

n=-N 
n,"O 

vers ÜQ + i-(k+2) 5(k+2). 

2) Soit Cn le coefficient de Fourier de la fonction f E L2 (0, 271:). On a, 

i 12,r r . e -1 r J" . Cn=- -(n-x)e-mxdx=-- yeinYdy. 
2rr O 2 41r _" 

Donc co = O ct, pour n E Z*, Cn = 2in. Comme f E L 2 (0, 21r) on 
N . N 

a f = lim L emx = lim L sinnx dans L2 (0 21r). Comme les 
' N----++(X) n=-N 2in N-++oon=l n ' ' 

n,"O 

fonctions sont 2n-périodiques, la convergence dans L 2 (O, 21r) implique la 

convergence dans Lfoc(JR), donc dans D'(JR). 
+oo 

3) Comme, dans D'(R), on a l'égalité L sinnnx = f, on en déduit, toujours 
n=l 

+oo +oo 
dans D', J' = l':. L sinnnx = L cosnx; puisque cosnx = ! (eínx + e-inx), il 

n=l n=l 
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vient, f' = ! L einr, d'ou L einr = 1 + 2 /'. D'autre part, dans l'intervalle 
nEZ nEZ 
n,'0 

(2k7r, (2k + 2)11-), l'équation de la fonction f est ! ((2k + l)1r - x) (car, par 

périodicité, elle est parallele à y = -! x et s'annule au point (2k + 1) 1r, milicu 

de l'intervalle). Pour r.p E C0 (lR) on a 

r<2k+2)-rr 

(f',r.p) = -(f,r.p') = - L )
2 

J(x)r.p'(x)dx 
kEZ 2 k-rr 

1 r<2k+2)-rr 
= 2 L )

2 
(x - (2k + l)1r)r.p'(x)dx 

kEZ 2k" 

1 ( (2k+2) 1(2k+2),r ) 
= 2 L [(x - (2k + l)1r)r.p(x)] 2krr 1r - r.p(x)dx 

kEZ 2krr 

= -21 L (1rr.p((2k + 2)1r) + 1rr.p(2k1r)) - ! r ip(x)dx 
kEZ 2 j'nl. 

(ici la somme sur k est finie, car r.p est à support compact). 

On en déduit, 

u',ip) = 7r L'P(2k?T)- ~ r r.p(x)dx i.e. 
kEZ IR 

t = Jr L Ô2k,r - ~ . 
kEZ 

En conclusion, 

L einx = I + 2J' = 21r L Ôzkrr. 

nEZ kEZ 

C'est la formule de Poisson. 

4) Si r.p E C0 , alors cp E S et les séries L ip(21rn), L cp(n) sont absolument 
nEZ nEZ 

convergentes. D'autre part, 

N ' N 

/ L einr, 'P) = lim / L einx, t.p) = lim ~ cp(n) = ~ cp(n). 
\ N-+=\ N-+= L.J L.J 

nEZ n=-N , n=-N nEZ 

Ensuite, 

N N 

/ L ó2n1r, r.p) = lim / L Ôznrr, r.p) = lim ' ~ r.p(21rn) = ~ r.p(21rn) 
\ N-+=\ N-+= L.J L.J 

nEZ n=-N n=-N nEZ 

ce qui prouve le résultat cherché. 
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Solution du probleme 6 

1) Par calcul direct on trouve, 

~:f (t, x, y) = 4 t2 F" (p( t, x, y)) + 2 F' (p( t, x, y)), 

::{ (t, x, y) = 4x2 F"(p(t, x, y)) - 2F'(p(t, x, y)), 

::{ (t,x,y) = 4y2 F"(p(t,x,y))- 2F'(p(t,x,y)), 

donc DJ(t, x, y) = 4p(t, x, y) F"(p(t, x, y)) + 6F'(p(t, x, y)). 

2) On a dans V'(JR), 

_:!_(Hê(s)) __ ! HE(s) 1 
ds /s - 2 s3/2 + ftbê, 

d2 (Hê(s)) 3 HE(s) 1 1 1 
ds2 . /s = 4 85/2 - 2 c3/2 6e + ft c5; · 

En utilisant l'identité sb~ = cc5; - bê, on trouve donc, 

( d2 d) H (s) 4s-+6- _E_ =4ftc51 

ds2 ds ft e 

211 

1 I 1t r 3) dxdy = 21r dr= 21rt 
x2+y2::;t2 jt2 _ x2 _ y2 0 Jt2 _ r2 ' 

pour tout 

t > O; donc, 

1T 1 E(t,x,y)dxdydt 
-T x2+y2::c;t2 

= 2 {T { 1 E(t,x,y)dxdy}dt = T 2 < oo Jo x2+y2::;t2 . 

pour tout T > O. Parle théoreme de Fubini-Tonnelli E E LI (R3 ) 
' loc · 

4) (DE,r.p) = (E,Or.p) = L E(t,x,y)Oip(t,x,y)dtdxdy.Onutiliselechange

ment de variab}es, (t,x,y)---> (s,r,(}), défini par t = Vs+rz, X= rcos(}, 
y = r sin e. L'image du cône C est le domaine, 

D= { (s, r, (}):O< s < oo, O< r < oo, O<(}< 21r}. 

Le Jacobien de la transformation est 

2v"s+r2 
( 

1 

J = det ~ 

r 
../s+r2 
cos (} 
sin (} 

-r~ine) 
r cos (} 

r 
2vs+r2 . 
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Ainsi: 

(OE,<p) = - r;;Oip(vs+r2,rcosB,rsmB) ~dsdrdB 1 j 1 r-:-;, . r 
27f D vs 2vs +r2 

1 1= 1 12,r 100 = - r;;{ Oip()s+r2,rcosB,rsinB)· 
27f O yS O O 

· ~drdB}ds 
2 s + r 

la derniere égalité résultant du théoreme de F'ubini. 

5) (LT, 1/J) = (4sT" + 6T', 1/J) = 4(T, (s'I/J)")) - 6(T, 1/J') 
= 4(T, s'ljJ" + 21/J') - 6(T, 1/J') = (T, L *1/J), 

L* - 4 d2 2 d avec - s ds'I + Ts· 

1 1= 1 - 1 1= 1 6) (O E, ip) = - r;; (Dip)(s) ds = -2 r;; L * tj;(s )ds. Comme tj; ap-
27f o V S 1f O V S 

partient à C 00 (]O, oo[) et supp tj; est borné supérieurement, la quantité 

( }s He, L • tj;(s)) est bien définie et on a 

(DE,,p) = lim 2_ 100 ~L*tj;(s)ds = 2_ lim ( ~He,L*ip) 
e--+O+ 27f e y S 27f e--+O+ y S 

= 2_ lim (L H/;, rp) = ~ lim ( vi8~, ,p) 
27f e--+0+ y s 7f e--+0+ 

2 = -- lim viip'(E). 
1f e--+O+ 

7) Le théoreme de Lebesgue de dérivation sous le signe intégral implique que 

tj;(s) est différentiable en tout point E > O et que, 

12" 1= 1 1 Ô<p rp'(s) = {---2 -8 ()s +r2 ,rcosB,rsinB) 
o o 4s+r t 

-~ (s + ~2 ) 312 <p( J E+ r 2 , rcosB, rsinO) }rdrdO. 

Le même théoreme montre que cp( t, r) est différentiable et que, 

Ô<p ;--:-;; {2" Ô<p ~ 
ât ( V é + r 2 , r) = l 

O 
8t ( V é + r 2 , r cos B, r sin B) dB , Vs>O, Vr20. 

11 résulte du théoreme de F'ubini que, 

1 [ 00 r2"" â r 
tj;'(s) = 4 lo { lo 8~ (Js + r2 ,rcos8,rsinB)dB} é+ r 2 dr 

1 r= rh r 
- 4 lo { lo ip( Js + r 2 , rcosB, rsinB)dB} (s + r 2 ) 312 dr 

- ! 1= âcp ( ~ ) _r _ d - ! 1= -( ~ ) r - 4 â V é + r~, r . 2 r 4 <p V é + r~, r ( 2 ) 3/ 2 dr. 
o t E+r o E+r 
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8) A pres intégration 'par parties il vient, 

-1 1100 Ô<p. r-:--;:; r 1 ~ 1 1r=+oo 
'P (é) = -4 ât ( V é + r 2 , r )--2 dr + -4 ip( y é + r2, r) y'c+r2 

o é + r E + r2 r=O 

_!loo{_l_âcp ~ r Ô<p ~ } 
4 ~ 2 â (Vé +r~,r) + --2 -8 (Vé + r~,r) dr 

o v é + r- r E + r t 

=-!_l cp(.;-i,O)-! f""âcp(Js+r 2 ,r) 1 dr 
4 -li 4 lo ar v's + r2 
1 1 

= -4 -li cp( vi, O)+ R(é, ip). 

Or -/E R(ê, <p) = -~ J;" ~ (( VE + r 2 , r) vflr2 dr, et 

,: (vs+r2 ,r) v's:r21 :S ,: (vs+r2,r)j :S C(ip)1{0$r$M}(r), 

ou C(ip) > O et M > O est choisi suffisamment grand pour que r > M 
implique cp( t, r) = O, pour tout t. En appliquant le théoreme de convergence 

dominée, on a donc lim y'ER(s,,p) = O. 
e--+0+ 

9) En vertu de tout ce qui précede, on peut écrire, 

1 1 
(OE, ip) = -2 lim cp( vi, O) = -2 <15(0, O) = ip(O, O, O), 

7f E--+0+ 1f 

pour tout <p E C0 (.IR3), donc OE= 80 . 

Solution du probleme 7 

1) Si n = {x: lxl < R}, la normale unitaire extérieure à n, en un point du 

bord, est n = l~I = Jl· En prenant F = (O, ... , 1, ... , O) et <p = 1 dans la 

formule de Gauss, on obtient div F = grad<p = O, d'ou Íixl=R xidlJ"R = O, Vi. 

Avec le même F et <p = Xj, on trouve Íixl=RX;Xjda-R = O, si i =/= j et, si 
i =j, i r x;da-n = r dx= Rn IS1I = ~,s~1-

l1xl=R lixJ<R n n 

2) Notons TR = 7h-(80 - µn) E l''(JRn). Pour <p E C 00 (l~.n) on a, 

f.if;T fixl=RdlJ"R = 1 Tt (TR,,P) = R21~RI Íixl=R(ip(x) - ,p(O))daR d'ou, par 
la formule de Taylor, (TR, <p) = (1) + (2) + (3) ou, 

- -1 1 n Ô<p 
(1) - R21S I Ex; -a . (O)daR 

R lxl=R i=l X, 

_ 1 Í 1 ~ a2 ip 
(2) - - R2jS I 2 ~xixi~ (O)daR 

R lxl=R i,j=l X, X1 

(3) = - R2j1S I f o(lxj2)daR. 
R ljxj=R 
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D'apres la question 1), on a (1) = O; ensuite, 

-1 1 n R2 82 <p 1 
(2) = --- ~ - ISRI- (O) = -- (D.<p)(O). 

R2 1SRI 2 ~ n 8xl 2n 

Enfin, 1(3)1 S R2118R 1 o(R2 )1SRI = 0 <;,2 >. On en déduit que TR converge vers 
- 2~D.Óo dans V'(Rn). 

3) Par hypothese, 7h(óo * f - µR * J) 2 O dans Lf0 c(JR.n), clone dans D'(Rn). 
Comme 7h ( ó0 - µ R) tend vers - 2~ D.óo dans V', on a, par continuité de la 

convolution, 

1 1 1 
R 2 (óo * f - µR * J) -> - Zn (D.óo) * f = - Zn D.f 

et clone - 2~ D.f 2 O dans V'. 

Solution du probleme 8 

r;T-T . · Ti h<p(x) - <p(x) 
I. 1) On a ( h h , <p) = -(T, rp'_h) ou <p'_h(x) = - -h . II suffit 

clone de montrer que (rph) converge vers ~ dans Co"(lRn). Tout d'abord, si 

supp <p e { x : !xi s M} et lhl s E, on a supp '-Ph e { x : !xi S M +E}. Ensuite, 
par la formule de Taylor avec reste intégral, on a (avec e; =(O, ... , 1, ... , O)) 

18~ <p(x - he;) - 8'; <p(x) + h8': ;:. (x)j S Clhl2 L sup l<t ip(x)I, 
i I.Bl:510<1+2 R 

ce qui montre que (8': '-Ph) converge uniformément sur Jr vers 8': ~ et 

prouve le résultat cherché. 

2) Si u E Lip(JR.n) et h =f. O on a I Thu(x)h- u(x) 1 = 1 u(x + h~) - u(x) 1 S A 

d'apres (1); alars, 

1/Thu-u )1-lfu(x+he;)-u(x) ( )d I Ali li \ h · , <p - h '{) X X S <p Ll(Rn). 

En faisant tendre h vers zéro et en utilisant 1), on obtient (3). 

3) Il résulte de (3), que <p 1--+ F(<p) = (g;:.,<p) est une forme linéaire 
continue sur C0 (JR.n) muni de la norme L1 . Comme C0 (JRn) est dense dans 
L1(1Rn), il existe une forme linéaire continue F sur L1 telle que F = F sur 
Cõ'(lRn). Comme F E (L1(1Rn))' = L00 (1R.n), il existe g E L00 (1Rn) telle que 
F(ip) = J g<pdx, Vrp E L1 (Rn). Si <p E Cõ'(lRn), on a J g<pdx = F(<p) = 
F(u,) = ( Bu ,n) i.e. au = g dans V' et .-º:!!. E L00 (1Rn). 

T 8xi''r 8Xi 8Xi 
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II. Comme u est cóntinue, on sait (cf. chapitre 1, proposition 3.4) que uE 
converge uniformément sur tout compact vers u. D'autre part uE E C 00 

t ~ au D' ' 1•· ' l"t' d . fi . e ax, = p,: * ax, . apres mega I e es accro1ssements ms, on peut 

écrire, ju,:(x) - uE(x')I S it ll~IIL= lx - x'I S it 11%:, IIL=lx - x'I, car 

IIPEIIL' = IIPII = 1. En faisant tendre E vers zéro, on obtient l'inégalité, 
lu(x) - u(x')I S llu'IIL= lx - x'j. D'ou u E Lip(Rn). 

n 
III. 1) On sait que D.E= óo. Alars D.(8E) = e D.E+ 2 L g: gf + (D.8) E. 

i=l t. 1-

Comme 8 = l pour !xi S 1, g: et D.8 sont nulles pour lxl s 1 et 
E E C00 (Rn \ O) dane ;:, g! et D.'e · E sont dans C0 (JR.n). On a ensuite 
BD.E= 8óo = 8(0)óo = Óo. 

2) On a Z! = e~ W· Donc g! est localement intégrable et 8 g:, E L1(Rn). 
n 

3) D'apres 1), u = u * óo = u * D.(8E) + u * w = L g;. * 8~ (OE)+ u * w = 
i=l t. t. 

n n 

L g; * (8 g:) + L g; *(%:E)+ u * w. Comme g9 E E C0 (Rn), on a 
i=l 1. ' i=l " \ x, 

g;:. * (-/t E) E C 00 (1R.n); de même, w E C8°(Rn), donc u * w E C 00 (JR.n). 

4) Notons E;= eM,. On a, 

1 (%:i * E;)(x) - (%:i * E;)(x')I = 1 j ::/Y) [E;(x - y) - E;(x' - y)] dyl 

S 11::JL= J IE;(x- x' + z) - E;(z)jdz S 11:: IIL=IITx-x'Ei - E;IIL1. 

Or E; E L1 (Rn) et la translation est continue dans L1 (JR.n); on en déduit que 

la fonction g:, * E; est continue. Il résulte de 3) que u est continue. 

En conclusion, si u E L 00 et g;:. E L 00 , alors u est continue et d'apres II, 
u E Lip(JR.n). 

Solution du problême 9 

I. 1) On a l(OE)(x)IP = l~i:/nxJfi E L 1 (1R.n) si et seulement si p(n - 2) < n. 

DoncPo(n) = n~2 • 

2) Posons 1/J = 8<p. On a (8(µ * E), <p) = (µ*E, 1/J) = [(µ*E) * ?,b](O) = 
[µ*(E * 'l,il)](O) = (µ, E*'l,b) = (µ,E* 1/J) = (µ,E* 1/J) car E= E. 

3) µ étant positive, c'est une mesure (à support compact). II existe clone 

C1 > O et un compact K, K C {x: !xi S M}, tels que, 

1(8(µ * E), 'P)I S C1 sup l(E * (O<p))(x)I ~ C1 sup l(E * (8<p))(x)l-
xEK lxlSM 
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4) Pour lxl :S M et <p E C0 (1Rn), on a, puisque suppB e {x : lxl S A}, 
(E*(Btp))(x) = ÍJyl:SA E(x-y)B(y)<p(y)dy. En utilisant l'inégalité de Hólder, 
on obtient, 

l(E * (Btp))(x)I s ( r IE(x - y)IP dy / ( / l(Btp)(YW dy) ! 
jlYl:'óA 

S ( lx-zl:SA IE(z )IP dz)} C2 ll<plb 

S C2(l IE(z)IPdz)} ll<f)IIL• :S C3ll<plb 
lzl:SA+M 

car E E Lfoc (!Rn). 

5) On déduit de 2), 3), 4) que, 

II s'en suit que B(µ * E) est une forme linéaire continue sur C0 (IRn) muni de 
la norme Lq. Comme C0 est dense dans Lq (puisque q < +oo), B(µ * E) se 
prolonge en une forme linéaire continue L sur Lq. Comme le dual de Lq est 
LP (ou!+ f = 1), il existe f E V(!Rn) telle que L(v) = J f(x)v(x)dx pour 
tout v E Lq. Si v = tp E C0 on a L(tp) = (8(µ * E), tp) = f f · cpdx = (!, tp} 
i.e. B(µ * E) = f E V(!Rn). Donc µ*E E Lf0 J!Rn). Ce raisonnement étant 
vrai pour tous les p tels que, 1 < p < Po(n), on déduit queµ* E E Lf0 c pour 
p E]l,po(n)[. Mais si p > I, Lf0 c C Lf0 c, clone µ*E E Lf0 c pour p E (l,p0 (n)[. 

II. 1) On a !::,. T = !::,. u - µ*!::,.E = !::,. u - µ = (1 - x) !::,. u. Done !::,. u = O dans 
V. Comme !::,. est hypoelliptique, on a TE C00 (V) i.e. ss(T) e vc. 

2) On peut appliquer la partie I àµ= x6u. On a Bu = B(µ*E)+BT. D'apres 
la partie I, 5), on a B(µ * E) EU, r E (1,po(n)(. Ensuite, BT appartient à 
C0 (1Rn), ear ss(8T) e supp8 n ss(T) e V n vc = 0. Dane 8T E U(!Rn) 
pour tout r ~ 1, ce qui prouve le résultat cherché. 

Solution du probleme 10 

1) Si k' ~ k et ç E !Rn, on a JS S 1tl; comme <p est décroissante on 
obtient 'Pk(ç) = tp(') :S 'P(W) = t.pk'(ç). Puisque u est une fonction 
positive, on en déduit que (vk) est eroissante, ainsi que (h). D'autre part 
comme 'Pk = 1 pour lçl :S k, e'est une fonetion C0 (1Rn). Ainsi on a 
h = (u, 'Pk) = (u, 0k); or 0k(x) = kn01(kx). Comme u E L00 , on peut écrire 

h = J u(x)0k(x)dx :S llullL= J kn 101 (kx)ldx, d'ou h :S llullL= ll01IIL'; ceei 
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montre que h est une_suite croissante, majorée, clone admet une limite lorsque 
k -t +oo. 

2) La suite ( Vk) est une suite croissante de fonctions intégrables et réelles. 
Pour presque tout ç, on a lim vk(ç) u(ç). II résulte du théoreme 

k-+oo 

de convergence monotone, que lim h = J u(ç)dç. Dane il E L1 (1Rn), 
k-+oc 

puisqu'elle est positive. 

3) La fonction il est positive, mesurable et bornée. D'autre part u E Hi (!Rn) 
car, 

( 112)"1'( )12 (l+IEl2r12 L1(1Rn) 
1 + ç 2 u I; = (1 + IW2n[Log(2 + IEl)]2 E . 

Cela résulte, en passant en eoordonnées polaires, du fait que r(Lo~ r)2 est 
intégrable sur (1, +oo(. Enfin u (j_ L1(!Rn) car, (toujours en passant en 
coordonnées polaires) -L1 n'est pas intégrable au voisinage de +oo. Il r ogr 

résulte des questions précédentes que u (j_ L00 (!Rn). 

Solution du probleme 11 

1) Soit u E Hs+,n et (uk) e Cõ telle que Uk -t u dans H•+m. Comme 
O < ó S m et P est d'ordre m, on a, Uk -t u dans H•H (et dans H•), 
Puk -t Pu dans H•. II suffit alors de passer à la limite dans (1). 

2) a) On a ile = 0eil et 0e(ç) = 0(Eç) E S(!Rn); il existe clone Ce > O telle 
que (1 + 11;1 2 r12 10(Eç)I s Ce, pour tout ç dans ]Rn. Alors (1+lçl2 )'7'/2 0(cç). 
(1 + lçl 2)'12 u E L2(1Rn), d'ou Ue E H•+m. 

b) llue - ullJJ-. = J(l + IEl2)ª ll - 0(Eç)l2 lil(ç)l2 dç. Comme u appartient 
à H•, on peut appliquer le théoreme de eonvergence dominée; pour ç fixé 
0(Eç) -t 0(0) = f ip(x)dx = 1, clone l'intégrant tend vers zéro. De plus 

ll - 0(cç)I S 1 + sup 101- Ensuite Pue = P(tpe * u) = tp~ * Pu. Comme 
IR 

Pu E HS, le raisonnement ci-dessus s'applique. 

e) Comme Ue E H•+m, on peut, d'apres 1), écrire pour tout e E]O, 1], 

Puisque Pue -t Pu dans H• et u" -tu dans H8, le membre de droite est, 
pour E E]O, 1], borné par une constante C indépendante de E. 

d) On a lim(l + jçj2)•H 10(cç)l2 lu(ç)l2 = (1 + IEl2)•H lil(ç)j2 et d'apres e), 
e-o 

lim f (HIEl2)•+6 l0(cç)2 ju(ç)l2 dç S C. On peut appliquerle lemme de Fatou 
e-o 
pour conclure que u E H•+6• 
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3) Comme E' C U H 8 , il existe so E IR tel que u E H 80 • Naus allons 
sEIR 

montrer, par récurrencc sur k EN, que u E If8°+k8. Ceei est vrai pour k = O. 

Si u E Hso+k8 , comme Pu E s~IRH8, on a Pu E Hso+k8 . On peut appliquer 

!e résultat de la question 2), pour conclure que u E Hso+k<i+8 = Hso+(k+l)8 . 

Donc u E Hso+kJ pour tout k E N. 

Solution du probleme 12 

I. 1) Comme uP E E', on a up E C 00 , p 2: -1. D'autre part, fi_ 1 = 
1/;ü = F(u * g), ou g = 1/J, Üp = hpfi = F(hp * u), ou hp = cp(2-PI;); on 

a hp = F[cp(2-Pç)] = 2rn h(2Px) ou h = <p. Dane u_1 = u * g, uP = u * hp, 

p 2:: o, d'ou é)'' U-1 = u * 3°g E L00 car 3ºg E s et ª°' Up = u * ªª hp E L00 

car 8ª hp E S. 

2) a) On a, cp(O) = O, car supp<p e { ! :S l,;I :S 2}, d'ou h(O) = J h(x)dx = O. 

Alors, up(x) = (hp * u)(x) = 2rn J u(x -y)h(2Py)dy 
= J [u(x - ,f;,) - u(x)] h(y)dy. 

b) On a, lu-1(x)I = j(g * u)(x)I :S ll9IIL1Jlu!IL=; ensuite, comme u E Cº·ª, il 
résulte de a) que, 

lup(x)I :S J (~;f[u]alh(y)ldy=TPª[u]a f !Yiaih(y)jdy. 

3) D'apres 2), b ), la série converge dans L00 ( car llupllL= ::; C [u]"a 2-Pª), donc 
N +oo N N 

dans S', i.e. L Up --+ L up dans S'; alors, F( L up) = L Up 
p=-1 N-+ 00 p=-1 p=-1 p=-1 

converge vers F( L up), i.e. la série L Üp converge dans S' et sa somme 
p~-1 p~-1 

est .F( L up)· 
p~-1 

4) II suffit de montrer que pour () E S, ( 1jJ(2-N ç) O)N --> O, dans S. On a 

1e ª°'[1/;(rN f;,)O - OJJ ::; li;,1 1131 11/J(TN ç) - llW'OI 

(1) 

+ L ( ~) li;,1 1131 rN1,,1 11/Jb>(rN 0118º_,, 01. 
-y.,So: 
-y;éO 

On a, l1/J(2-N ç) - li :S 2-N li;,I IWIIL=, d'ou, 

(1)::; rN sup(li;,1 1131 +11a0 0I) 
JRn 

(2) 
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<lonc (1) + (2)--> O,'si N--> +oo. 
N-1 · N-1 

5) Onafii,L,+ L ip(2-P·)Ü = '1f;(2-N·)ú i.e. L Úp = 'ljJ(2-N·)ü. Lemembre 
p=O p=-1 

+(X) + (X) 

de gauchc converge vers L Úp = F( L up) (d'apres 3)) et celui de droite 
p=-1 p=-1 

vers ú cl'apres 4) d'oú, u = L uP. 
p~-·l 

+= += += 
II. 1) IRq(x) - Rq(Y)I :S 2 I)vplloo :S 2MLTP" = 2MrqJ I:r(p-q)J 

p=q p=q p=q 

+oo 1 
< 2M" (-)r 2-qa < c2-qa. - L 2ª -

r=O 

2) Cela résulte du fait que, lvp(x) - vr(Y)I :S lx - yj L IIB"'vrl!L=, 
loJ=l 

3) On a, w(f;,) = O(Í) w(f;,) d'ou, w = Rn(h(R-)) * w oú h = O. Alors 

a0 w = Rn[R'ª' h(0 l(fl.)] *W et Jl8"w!IL= ::; Rl 0 l11Rn h(0 l(fl.)llv Jlwl!L= d'ou, 

11aa-wllL=::; R1" 111h(")llullwl!L=. 

4) On a ll8ºvpllL= :S Cn2PllvPJIL= :S C,2P(l-a) M, pour !ai = 1, car 

suppvp e {f;,: li;,I :S 22P}. Par conséquent, 

q-1 

1Sq(x)-Sq(Y)l:S L lx-yl( L C 0 M)2p(l-a) 
p=-1 loJ=l 

q-1 
:S C' 2q(l-u) lx - YI L 2(1-a)(p-q) 

p=-1 

+oo 
:S C' 2q(l-a) lx - YI L ( 21~a) r 

r=l °' 

:S C" lx -yl2q(1-u), car 1 - (J' > O. 
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IV. 1) i)_1 = r/r'l/J(ç)}, Vp = -r/r(()(2-Pf;,)}, par conséquent, suppv_1 est 

contenu dans { ç : li;,I :S 1} et supp Vp dans { ç : ! 2P ::; li;,I ::; 2 2P}, par 
définition de 1/J et 'P· 

2) On a Liu = f, d'ou, -l1;,l 2 u = f et v_1 = 1/J(f;,)it 'e: E', clone 

V-1 E C00
; de même Vp E e=. Posons O(ç) = r/r'P(ç) E Co'(lR.n). On a 

'Vp = 2- 2P0(2-2Pf;,)f. On en cléduit, V_1 = ,J; * u, Vp = 2-2p22:rnê(2P,) * f 
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d'ou ÔªV-1 = ôª ,J; * u E L00 ' ôª Vp = 2-2p2pn+plo.l (ôª Ô)(2P·) * f E L00 ' car 

âª'if;, âªÔ sont dans S(Rn). 

3) llv-1\\L= :::; ll'ifJllul\ul\L=; vP = -r/r-x(2-Pf;)Íp = 2-2px1(2-Pç)jp, ou 

X = 1 sur le support de <p et xi = -Tb x(ç) E C0 . On en déduit que 

Vp = 2-2p2pnX1(2P·) * Íp et \\vp\\L= :::; T 2Pll2pnX1(2P·)\\L1\\fp\\L= d'ou 
\\vp\\L'"' :::; 2- 2P\\x1 I\L1 2-pcr [f]u :::; M 2-p(2+0-). 

4) Comme b.u = J = f-1 + I: Jp, on a -\ç\2 u = f _1 + I: JP 
p2':0 p2':0 

d'ou u = -w Í-1 + I: -Tb JP = iL1 + I: iJP. On en déduit que 
p2':0 p2':0 

U = V-1 + I: Vp E C 2•", d'apres le 2) de la partie 3. 
p2':0 

V. 1) L'injection de E dans F a un graphe fermé, car si (un, un) converge 

dans E X F vers ( u, V), alors Un -> U dans c0 et Un -> V dans C 2 clone 

u = v. Les espaces E et F étant des Banach, cette injection est continue. 

L'inégalité (1) résulte de cette continuité et du fait que I: \Dªu(O)\ :::; 
lo.1=2 

\\ul\p. 
2) 11 suffit de prendre ( = (z, iz, O, ... , O) ou z E C \ {O}. On a alors 

n 
b.U = - I: (Jé<x,() = O et DªU(O) = (ª. 

j=l 

N +oo 
3) a) u E Cg"(BR) e E et \u(x)\:::; Lr2i sup\xU\:::; cLr2i = C'. 

j=O R" i=O 

b) Notons Ci = {x: j2-i R:::; \x\:::; 2-i R}. Comme b.U = O on a 

Puisque X = l pour \xi :::; j R, on a supp À ui e Ci et il est facile de voir 
que Ci n Ck = 0 si j i= k, car, si j < k on a 2-k R < j2-i R. Ensuite 

comme b.u E C0 (BR), il existe XN E BR tel que sup\6.u(x)I = \b.u(xN)\. 
R" 

Si XN n'appartient pas à suppb.u, alors b.u(xN) = O et 6.u = O. Si 
N 

XN E suppÁu e _u suppÁUj, comme suppÁUj e C3· et C3· n ck = 0 
3=0 

si j i= k, il existe un uni que jo tel que x N E supp 6. Uj. On en déduit que, 

\b.u(xN)\ = \b.ui0 (xN)\:::; sup\b.(xU)I = C", car Áui0 (x) = b.(xU)(2i0 x). 
R" 

e) Appliquons (1) à u. On a Dªui(O) = 2-2i22i DªU(O) = (ª, si 

\a\ = 2; d'ou Dªu(O) = (N + l)(ª. II résulte de (1) et de 3), a), b), que 

(N +1) I: l(ªI::,; C(C' +C"); ceei montre, en faisant tendre N vers l'infini, 
lo.1=2 

que I: !(ª\ = O, ce qui est contraire au choix de(. 
lal=2 
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Solution du probl~me 13 

1) a) Tout d'abord, Ut est bien définie, car g E S'(R) et eitç' § E S'(R). Alors 

Ut = eitç 3 §, d'ou (1 + Jf;l 2 )812 \u11 = (1 + Jç\ 2 )'12 \§I E L2 (R), donc Ut EH" et 

\\ut\\H• = \\g\\H• · 
b) Soit to E R et soit (tn) E R, tn-> to. On a, 

Le théoreme de convergence dominée montre que cette quantité tend 
vers zéro. (On majore le module des exponentielles par 1). Comme on a, 

~ = (it;lu1 , le même raisonnement prouve que (â!ut) E Cº(R, H•-k). 

e) Montrons que l'application t ,_. u1 de R dans H•-3 est dérivable. Soit 

to E R et (tn) -> to. Soit Vt0 = F(iç3 eitoç' fio) E S'. On a (1 + \ç\ 2)'23 JfJi0 J = 

(1 + Jç\ 2) '• 3 Jç\ 3 Ju0 J:::; (1 + JçJ2)! \fio\ E L2 • Donc vi0 E H•-3 . Alors, 

li u;: = ~:º -Vto [,_3 = j (I + Jç\2)8 \uo(ç)\2 \<I>(tn, to, ç)\2 dç 

ou, 
s(ei(tn-to)I;' 1 ) 

<I>(tn, to, ç) = eito{o tn - to - - iç3 . 

On a évidemment pour ç fixé, lim <I>(tn, t0 , ç) = O. D'autre part la formule 
n--++oo 

de Taylor avec reste intégral montre que, pour BE R, \ei8 - lf:::; \BJ, de sorte 

que J<I>(tn, t0 ,ç)J :::; 2\ç\ 3 . Le théoreme de convergence dominée montre alors 

que (u1) est dérivable à valeurs dans H•-3 et u~!) = Vto· Comme l'application 
t ,_. Vt appartient à Cº(R, H•-3) on a le résultat cherché. 

2) Soit 1/; E C0 (R2). On a, 

(~:,1/J) = -(u, ~~) = - l (Y(eit€39), ~~ t,·))dt 

= - l :t (F(eitç' g), 1/;(t, ·))dt + l (F(iç3 eit(: g), 1/;(t, ·))dt. 

Comme 1/;(±oo, ·)=O on a, 

\ ;; , 1/;) = - l (â1ut, 1/;(t, ·))dt = l (ui, 81'1/J(t, ·))dt 

= (u,811/J) = -(â1u,1j;). 

Évidemment on a uo = g. 
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Montrons que c'est l'unique solution. La différence v de deux solutions vérifie 

l'équation i~ + ~ = O ainsi que vo = O. On utilise alors un calcul identique 

à celui fait dans la preuve (b) du théorcme 1.1, chapitre 12 pour montrer que 

V= O. 

3) On a 50 E H 8 (R) si et seuJement si s < -{ 
4) On a E(t) = F(eit(3 S0 ) = F(eit(') = F(e'e o A1,13) 

-1- ;e t( -1 ) -1/3 ( ) A =ldetAt113J F(e )o A1113 =t Elo t-1;3. 

5) La distribution G = Ê(i) = e'e est solution de l'équation différentielle, 

iG'(ç) + 3ç2G(ç) = O. Donc E(l) = FC est solution, dans S', de l'équation 

xE(l) - 3E(l)" = O d'ou e=-!. 

6) a) On a évidernrnent Lfoc e Lfoc· 

b) On peut alors définir la fonction w(x) = fax v"(t)dt. C'est une fonction 

continue (d'apres le théoreme de convergence dorninée), donc L~c et nous 

avons vu au chapitre 3, exemples 2.3, (1) que, dans D'(R), on a w' = v 11 • 

Ainsi w = v' + constante. Comme w E Lf0 c on a v' E Lf0 c, d'ou v E H1!c-
7) Un calcul direct, rnontre que P XT - X PT = (3 + a)a;T. La valeur 

désirée est donc a = -3. 

8) a) On sait que (ut) E C 1(JR,H-3 ). Cornrne les applications u 1 r-+ XUt et 

Ut >-> 8~u1 sont continues de S' dans S' (donc de H-3 dans S'), on a xu 
et a~u E C 1 (R,S'). Enfin, l'application t >-> (twt) appartient à C 1 (JR.,S') si 

(wt) E C 1 (JR,S'). Ainsi finalement (v 1) E C 1 (JR.,S'). 

b) Corµme Pu = O, on a Pv = P X u = X Pu = O. Donc v est solution du 

probleme de Cauchy, Pv = O, vo = xg. 

e) Par unicité de la solution, on a Vt = S(t)xg. Par hypothese 

xg E L2 (R). Donc Vt E L2 (JR.). 

d) Pour tout t -/e O, on a Ut E L2 (JR) e Lf0 c(JR) et a~ut = ~(vt - xu1) est 

dans Lf0 c(R). Par 6) on a Ut E H1~jlR.). 

Solution du probleme 14 

1) Soit rp E C0 (Q). On a 

/ au, 'P) = _ / u, ªa'P) = - r+= 1 ~ ªa'P ( t, X) dx dt 
\ at \ t lo lx\<t t t 

1 l +oo 1 8rp 
= - - -(t, x)dxdt 

JR3 \xi f at 

1 1 1+=1 1 = -
1
. J 'P(lxl,x)dx - 2 rp(t,x)dxdt. 

JR3 X O lx\<t t 
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(%:L ,.'P) = -(u, aª((!)= - r= ~ 1 ar.p dxdt 
'J X; lo t lxl<t é)xj 

1+00 11 = - t IXjl r.p(t,x)d1J1 dt, 
O lxl=t X 

d'apres la formule de Green. On a donc 

(%xu,<p)=- r+=1 IX112'P(t,x)d1Jtdt=- r IXJ12'P(lxl,x)dx. 
J lo \xl=t X 1JR3 x 

2) On a tout d'abord, 

a [ (I xj a((! arp 
axj 'P xi, x)] = J;I 8t (lxl, x) + axj (lxl, x) 

d'ou 

3 3 
'\""""' x j a a'P '\""""' x arp 
~ i;r axi [rp(JxJ,x)] = Ft(lxl,x) + ~ 1; 1 axi (Jxl,x). 

Ensuite, I = (~,rp) = -<i~, if). D'apres la question 1) on a 

/ 1 arp 1+= Í 1 a l=- 11.1 3 -lxl8t(lxl,x)dx+ -t2 a'P(t,x)dxdt=(l)+(2). 
IR o \xl<t t 

11+= 1 a 
(2) = - _f (t,x)dtdx 

JR3 \xi t2 at 

1 [ 1 J +00 11+= 2 = tJ'P(t,x) 1 dx+ ~rp(t,x)dtdx 
JR3 x\ IR3 \xi t 

1 1 1+=1 1 =- -J J2rp(Jxl,x)dx+2 -<p(t,x)dxdt. 
JR3 X O \xl<t t3 

D'apres l'égalité (*) on a 

3 3 

(1) - - '\""""'1 Xj O '\""""'l X· Ôip - ~ -1 12 8~[rp(Jxl,x)]dx+ ~ - 1 -(lxl,x)dx. 
·-1 JR3 X X; . JR3 lxJ2 é)x 
J- J=l J 

D'autre part, 

'\""""' Ô ( Xj ) 1 X· a L: axj ~rp(Jxl,x) = ~'P(lxl,x) + I: ixf2 axj [rp(Jxl,x)J 
J 

et, comme <p E C0 (Q), il vient 

() { 1 ·~{ xârp 
1 = l!R, ~((!(lxl,x)dx+ ~JIR3 lxl2 axi (lxJ,x)dx. 
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On en déduit que, 

3 X 8 1+00 ! l 1=(1)+(2)=" f --;2(lxl,x)dx+2 /}<p(t,x)dxdt, 
~ lfil.3 !xi axj O lxl<t 
J=l 

ce qui est la formule annoncée. 

3) D'apres la question 1) on a 

;82u )-_;!!.::_ 8<.p)= r 1 8'P(lxl,x)dx 
\ 8x2 ''P - \ 8xj' axj lfil.3 lxl2 8xj 

J 

et d'apres la question 2), 

(Ou, 'P) = 2 r+00 ! ~ <p(t, x) dxdt = 2(u3, <p). 
lo lxl<t t 

II. 1) Tout d'abord, pour t > O, le support de Vt est contenu dans 

{x E ]Rn : Jxl :::; t}. Donc Vt E ['(R3). Ensuite, soit t > O; ~our 

<p E C""(R3) on a, (vt, <p) = f Íixl<t <p(x)dx. Posons x = ty; alors dx = t dy, 
d , , ( ) - t2 f in(ty) dy. Considérons la fonct1on G : IR -> C, 

OU Vt,'P - Jiyl<l r , , , , 

G(t) = t2 J; <p(ty)dy; c'est une fonction 0 00 sur R d apres le theoreme de 
IYl<l (!) 

dérivation de Lebesgue. On voit facilement que vo = Vo = O. 

2) Comme Vt E ['(R3) e S' on a, Vt E 0 00 • De plus Vt est invariante _par 

rotation, car Vt ( x) = f H ( t - j x 1). Don e Vt est aussi invariante par rotat10n, 

d'ou, 'Vt(ç) = Vt(O, o, IW = t Íixl<t e-ixalçl dx. 

En passant en coordonnées polaires dans l'intégrale, il vient, 

ilt(ç) = ! t f 2
1r r e-ircoslllçlr2sin8d8d<pdr 

t lo lo lo 
= 2; 1t r2(11r e-ircoslllçlsin8d8)dr 

= 271" ( r2 ( e-irxl(I dx) dr = _!!_ r sin( rlçl) dr t 11 4 1t 
t lo -1 tl€1 o 

= - 411" t r(cos(rlçl))' dr= -t1; 1: [rcos(rlW]õ 
t1€1 2 lo ., 

471" 471" ( sin( tlçl) I D) 
+ tlçl3 sin(tlçl) = 1€12 tlçl - cos(t ç . 

1• )1 87r d' ' 3) Pour t1€l :::; é on a, Vt(ç) ~ Ct~ et pour tlçl 2: é, on a, Vt(ç :S l€l2, ou 

l€1slvt(€)1:::; jç~-•; alors l€l"lvt(.;)I E L2 si 4- 2s > 3, i.e. O :S s < !- Donc 

Vt E L2 et Jçj"-Ot E L2, i.e. Vt E Hs, O ::S: s < l 
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Notations 

Les chiffres renvoient aux pages ou les notations sont définies. 

Ac = complémentaire de A 

K CC !l = K compact inclus dans i1 

JR* = lR \ {O}, N* = N \ {O} 

jal, a!, a ~ ,8, (;), â" : l 

Ck(n), k E Nu {+oo}: 1 

C~(n), C~(K) : 8 

L~: 14 

Céf (i1i) ® Céf(i12) : 18 

V'(n), V'(k)(n), v 1<Fl(n) : 20 

r1 : 21 

Ôx0 : 22 

vpi : 23 

supp: 8, 25 

E'(i1): 28 

aT: 36 
ôT. 36 
ôx1 · 

H(x): 38 

grad: 41 

div: 42 

n, 8'!,: 42 

f1: 46 

'P>. : 48 

Ck(I, V'), (Tt) : 61 

T1®T2:64 

T*S: 67 

ss(T): 72 

a= 14 

To f: 81 

f*(T): 82 

Hm(n): 85 

H[f'(!l), H-m(n) : 87 

O: 95 

S(JRn): 107 

S'(JRn) : 112 

Fu, u : 108, 114 

F: 109 

u: 110, 114 

sgn : 116, 129 

daR: 118 

tp: 129, 188 

H•(JRn) : 133 

c:o: 136 

-': 139 

'Y : 141 

C8° (iif;_) : 143 

a(T): 159 

N(À): 174 

Cº•": 197 

C2·": 198 
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índex 

A 
adjoint : 159, 160 
auto-adjoint : 160, 161 

B 
borné ( ensemble) : 6 
Banach-Steinhaus : 58 

e 
Cauchy (probleme de) : 99 

lndex 

chaleur (équation de la) : 55, 74, 165 
chaleur (noyau de la) : 176 
compact (opérateur) : 90, 160 
compact (support) : 8, 24 
conservation (de l'énergie) : 102 
convergence dans Ck(11) : 3 
convergence dans ct(n) : 10 
convergence dans V'(11) : 56 
convergence dans E'(11) : 63 
convergence dans S : 108 
convergence dans S' : 113 
convergence faible : 160 
convolutif : 78 
convolution : 15, 67 

D 

décroissance (des solutions) : 100, 157 
densité (théoremes de) : 14, 71, 134, 143 
dérivée (d'une distribution) : 36 
Dirichlet (probleme de) : 85, 93, 149 
distribution : 19 
distribution (à support compact) : 28, 117 
distribution (d'ordre fini) : 20 
distribution ( d'ordre infini) : 24 
distribution (déf. par une fonct. Lf0 c) : 21 
distribution (de Dirac) : 22 
distribution (valeur principale) : 23 

229 

distribution (indép. d'une variable) : 51 
distribution (homogene) : 48 
distribution (tempérée) : 112 
divergence : 42 

E 
élémentaire (solution) : 55, 74, 98 

F 
faible (solution) : 187 

G 
Gauss (formule de) : 42 
Green (formule de) : 46 

H 
Heaviside ( fonction de) : 38 
hypoelliptique ( opérateur) : 72, 7 4 
Huygens (príncipe de) : 101 

image (d'une distribution) : 81 
inégalité (de Poincaré) : 89 
influence (domaine d') : 101 

L 
Laplacien : 46, 74, 199 
Leibniz (formule de) : 2 

M 
mixte (probleme) : 164 
Morse (lemme de) : 130 
multiplication (par une fonction C 00 ): 35 
multiplication (dans V') : 36 
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N 
normale ( extérieure) : 42 
normale ( unitaire) : 42 
normale ( dérivée) : 42 
noyau ( de la chaleur) : 176 

o 
ondes (équation des) : 75, 96, 202 
opérateur (compact) : 160 
opérateur ( différentiel) : 37 
ordre (d'une distribution) : 20 
ordre ( fini) : 20 
ordre (infini) : 24 

p 

Paley-Wiener : 123 
Paley-Wiener-Schwartz : 126 
partition ( de l'unité) : 12 
phase (stationnaire) : 128 
plateaux ( fonctions) : 10 
positive (distribution) : 21 
príncipe (du maximum): 169 
produit (tensoriel) : 65 
prolongement (opérateur de) : 144 
propagation (à vitesse finie) : 100 
propagation (à vitesse infinie) :157 

R 
régularisation : 15, 143 

s 
sauts (formule des) : 40 
Schrõdinger (équation de) : 75, 152 
Schwartz : 107, 126 
semi-norme: 3 
Sobolev (espaces de) : 85, 133 
spectre : 159 
support (d'une fonction Cº) : 8 
support (d'une distribution) : 25 

support (compact) : 28 
support (singulier) : 72 
symboles : 189 

T 

Index 

Taylor (formule de) : 18 
tempérée (distribution) : 112 
tensoriel (produit) : 65 
traces : 140, 146 
transformation de Fourier ( dans S) : 108 
transformation de Fourier (dans S') : 114 
transformation de Fourier (dans L1 nL2): 
119 
transformation de Fourier (dans E') : 117 
transformation de Fourier ( et convolu
tion) : 120 
transformation de Fourier (partielle) :121 
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prolongement (opérateur de) : 144 
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support (singulier) : 72 
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tensoriel (produit) : 65 
traces : 140, 146 
transformation de Fourier ( dans S) : 108 
transformation de Fourier (dans S') : 114 
transformation de Fourier (dans L1 nL2): 
119 
transformation de Fourier (dans E') : 117 
transformation de Fourier ( et convolu
tion) : 120 
transformation de Fourier (partielle) :121 
transposé ( opérateur) : 37 
troncature : 14 
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valeur (principale) : 23 
valeur (propre) : 159 
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ÉLÉMENTS DE 
DISTRIBUTIONS 
ET D'ÉQUATIONS AUX 
DÉRIVÉES PARTIELLES 

Les équdtions aux dérivées partielles constituPnt la gém;r;1lisation 
naturelle des équations différentielles dans le cas OL1 la fonction 
inconnue dépencl de plusieurs variables. 1 a théorie des 
distributions établie par Laurenl Schwart7 leur fournit un cadre 
bien adapté. 

Ce cours esl une introduction à ces deux théories. li est le fruit 
d'un enseignement de plusieurs annfrs Zi des éludiants de 
maítrise de mathématiques. Ccpcndanl, il sera égalemenl utile 
aux éleves des grandes écoles, aux étudiants préparant 
l'agrégation ainsi qu'à de jeunes chercheurs. 

Outre la théoric illustr(c par de nornbreux exemples, le lecteur 
trouvera dans cet ouvrage un chapitre cumposé de quatorze 
longs problémes corrigés. 
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