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Préface

Nous présentons ici le contenn dan cours de probabilité destiné aux
étudiants de licence ou de master de mathématiques ou mathématigues
appliquées : un tel cours peut raisonnablement &tre constitué des cha-
pitres 1 & 23. Les derniers chapitres 24 & 28, en revanche, sont sans doute
trop difficiles pour un tel cours, mais peuvent servir d'introduction & la
théorie des processus stochastiques.

Lrarigine de ce livre se trouve dans les notes d’un cours enseigné a
Puniversité Paris 6 par le premier auteur, puis reprises et largement mo-
difides par le second dans un cours enseigné d’abord a Pérouse en 1997,
puis & Puniversité de Purdue. Nous tenons & remercier les étudiants de
tous ces cours pour leurs commentaires. Nous remercions également notre
éditeur Catriona Byrne pour Pédition anglaise, ainsi que Nick Bingham
pour ses remarques et suggestions constructives, ainsi qu'un referee ano-
nyme qui & contribué & rendre le texte plus lisible, et enfin Judy Mitchell
pour la réalisation matérielle,

La version francaise est une traduction assez fidele. mais améliorée
(du moius Pespérons-nous) sur certains points. La plupart de ces amé-
liorations ont été suggérées par André Bellaiche que nous remcreions
chaleureusement. La hibliographie a été élargie de fagon & citer les ou-
vrages de référence en francals, mais les références en langue anglaise ont
été conservées,

Jean Jucod, Paris
Philip Protter, Ithace
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Chapitre 1

Introduction - Phénomeénes aléatoires

Chacun est maintenan familier avec le concept de probabilité : on
nous indique (en Amérique du Nord au moins) chaque jour la probabi-
lit¢ pour qu'il pleuve le lendemain ; on évalue la probabilité de gagner an
loto ou de survivre & un accident d’avion, Les compagnies d’assurances
calculent les probabilités qu'un homme ou une femme ayant atteint 20
aus soit encore vivant(e) 4 80 ans. Les supermarchés calculent le nombre
de caisses & ouvrir en fonction de la probabilité du nombre de clients.
L.es banques estiment la probabilité qu’un prét ne puisse pas étre honoré.
Iin médecine on évalue les probabilités de succes de divers traitements,
Un succes récent de la théorie des probabilités concerne la gestion de
portefeuille par les compagnies boursieres, en utilisant des modeles d'é-
volution aléatoire des cours de la bourse trés sophistiqués, On pourrait
poursuivre cette liste presque indéfiniment : les probabilités sont omni-
présentes dans la société moderne, et dans Pensembie des sciences,

La théorie des probabilités est un sujet relativement ancien, Les pre-
miéres publications sur les jeux de hasard remontent & J. Cardan (1501-
1576) avec son livre De Ludo Aleae [5), ou & Kepler (1571-1630) et Galilée
(1564-1642). Cependant les historiens des sciences s’accordent & dater le
véritable début de la théorie aux travaux de Pascal {1623-1662) et Fer-
mat (1601-1665}, Ces derniers ont échangé une correspondance fournie,
résolvant certains « paradoxes » posés par le Chevalier de Méré pour des
jeux de cartes ou de dés. Plus tard le mathématicien hollandais Christian
Huygens (1629-1695) écrivit un livre [16] ayant eu une grande influence
ot développant les idées de Pascal et de Fermat. Finalement en 1685
Jacques Bernoulli (1654-1705) proposa de nowbreux problémes proba-
bilistes (dans le « Journal des Scavans”; voir aussi [3]) nécessitant le
développemnent d'une théorie élaborée. Apres les travaux de J. Bernoull
et de son contemporain A. De Moivre (1667-1754) [9], de nombreux ma-
thématiciens renommeés de cette époque travailiérent sur des questions de
probabilité, notamment Daniel Bernoulli (1700-1782), Euler (1707-1803),
Gauss (1777-1855), et Laplace (1749-1827) : on peut se référer & [24] pour
une histoire decumentée des probabilités & cette épogue, Au cours du
vingtitme siecle, le mérite de la reconnaissance des rapports entre les
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probabilités et la « théorie de la mesure » de Borel et Lebesgue revient
4 Kolmogorov (1903-1987). Aprds le travail fondamental de Kolmogo-
rov, Paul Lévy a introduit nombre d'idées modernes sur les « processus
aléatoires » et sur les fonctions caractéristiques et les théoremes-limite.

Nous concevons la théorie des probabilités comme un modéle ma-
thématique pour le « hasard », ou les « événements aléatoires ». L'idée
consiste & partir d'un petit nombre de principes de base décrivant com-
ment un phénomene aléatoire se comporte ; ces principes dojvent étre as-
sez simples pour gn'on puisse légitimement considérer quils déerivent de
maniere adéquate Ja réalité, ou la « nature ». Ils doivent aussi permettre
I'élaboration d'nne théorie mathématigue suffisamment complexe pour
résoudre des problémes plus compligués. C'est la le but de ce livre.

Déerivons maintenant 'approche adoptée. En premier lieu nous dé-
crivons les principaux éléments des probabilités discrétes de fagon & fon-
der les idées cssentielles de la theéorje. Ces idées sont ensuite étendues
an cas des probabilités sur Iensemble des réels : tout ceci oecupe les
chapitres 2 4 7. La notion de variable aléatoire est traitée de maniére
analogue, d'abord dans Je cas discret (fini ou dénombrable). puis dans le
cas général. Puis l'espérance mathématique des variables aléatoires est
introduite et les rapports entre I'espérance et l'intégrale de Lebesgue cla-
rifiés, dans un cadre «abstrait », puis dans les cas particuliers de R {ou1
R ost Penscmble des réels) et de R™. ce qui nous améne au chapitre 12.

Les chapitres 13 a 21 sont consacrés aux théorémes-limite, en com-
mencant par les outils analvtiques nécessaires et notamment les fone-
tions caractéristiques (ou transformees de Fourier) et par une étude
assez complete des variables aléatoires gaussiennes (normales) multi-
dimensionnelles.

Nous introdnisons ensuite I'espérance conditionnelle, en utilisant la
méthode des projections dans Iespace de Hilbert des variables de carré
intégrable, ce qui nous améne & consacrer le chapitre 22 4 un exposé
rapide des propriétés de base des espaces de Hilbert. Nous prolongeons
I'espérance conditionnelle & toutes les variables intégrables ou positives,
dans le chapitre 23. Enfin, dans les chapitres 24 & 28 wu apercn de la
théorie des martingales cst esquissé. avec une application au théoreme
de Radon-Nikedym. Ces-cing derniers chapitres sont sans doute « hors
sujet » dans un livee consacré aux bases des probabilités ; nous les avons
néapmoins inclus car la plupart des applications actuelles des probabi-
lités utilisent la théorie des martingales, et aussi parce que cette theorie
ostoune inteaduction naturelle an sujet des processus stochastiques.

Quelques exercices proposent la démonstration de propriétés énon-
cées mals pon démontrées dans le corps du texte; beancoup sont des
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applications simples, permettant au lecteur de vérifiersi les concepts sont
lyien assimilés ; enfin, certains proposent des extensions (en général assexz
simples) des résultats du texte Jui-méme. Les exercices flanqués d’un
astérisque sont A notre avis les plus difficiles. Nous ne prétendons pour ces
exercices A aucune originalité : la plupart se trouvent déja dans d’autres
livres ; un nombre appréciable ’entre eux est tiré du livre [14] de Allan
Gutb. Signalons aussi que la présentation de la théorie des martingales
suit d’assez prés celle du livre [1] de Richard Bass.

Auncune connaissance préalable des probabilités n’est requise. mais le
lectenr est supposé maftriser I'analyse élémentaire (séries, intégrale de
Riemann, intégrales multiples) et un minimum d’algébre linéaire.

Nous terminons cette introduction par une présentation générale —
non mathématique — de la problématigue et des principaux concepts des
probabilités. ‘

Les phénomeénes aléatoires

Les phénoménes aléatoires sont des phénoménes dont on he peut
prévoir le résultat A 'avance, mais qui par « répétition » présentent un
certain caractére de régularité. Un exemple typique est constitué par le
jeu de pile ou face : on ne peut prévoir ¢ priori le résulfat d'un tirage
particulier, mals si on fait un grand nombre de tirages on obtiendra une
moyenne da peu pres 50% de « pile », si la pikce n'est pas truguée.

La théerie des probabilités vise & fournir un modele mathématique
pour décrire ces phénomenes. Cette théoric contient trois ingrédients
cusentiels
a} L’espace d’états : C'est l'ensemble, noté habituellement €2, de tous les
résultats possibles de lexpérience (al¢atoire} gu’on réalise.

Exemples.

1) Un tirage & pile on lace : £ = {p.f}.

2) Deux tirages successifs & pile on face : @ = {pp,pf,fp,ff}.
3) Tirage de deux dés: Q@ = {(i,7): 1 <i < 6,1 < j <6}

4) Mesure d’une longueur L, avec une crrenr de mesure : 2 = Ry ;
w € 0 désigue le résuliat de la mesure, et w — L est Perreur do
mesure.

5) Durée de vie d'une ampoule électrique @ Q = R,
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b) Les événements : Un événement est une propriété dont on peut dire
si elle est vraie on non, une fois Pexpérience réalisée : lors du tirage de
deux dés, par exemple, «le second dé donne 4 oun 5> on «le résultat
du second dé est inférieur & celni du premier » sont des événements. En
termes mathématiques, un événement est représenté par 'enseruible des
résultats pour lesqnels il est réalisé. c’est-a-dire par une partie de Q. Si
A et B sont deux événements,

¢ |'"événement contraire de A est représenté par le complémentaire
Ac;

s Vévénement « A ou B » est représenté par la réunion A UB;

s Pévénement « A et B » est représenté par 'intersection A N B;

o Pévénement certain est

s Pévénement impossible esi I'ensemble vide (};

¢ un événement élémentaire est un « singleton », i.e. une partie {w}
ne contenant gu’un seul point w de £2,

On note A l'ensemble de tous les événements. Souvent (mais pas
toujours ; on verra pourquoi plus loin) A est I'ensemble, noté P(2) on
2% de toutes les parties de €. En tous cas, A doit &tre «stable » par les
opérations logiques décrites ci-dessus @ 81 A,B € A, alors on doit avoir
Ae 4, ANBc A AUBcC A etaussi Q€ Adete A

c} La probabilité : A chaque événement A on associe un nombre, noté
P(A) et appelé « probabilité de A ». Ce nombre mesure le degré de vrai-
gemblance qu’on accorde @ priori 4 A, avant la réalisation de Pexpérience.
I1 est choisi entre 0 et 1, et il est d’antant plus prés de 1 que 'événement
est jugé plus vraisemblable.

Pour avoir une idée des propriétés de ces nombres, on peut imaginer
la. probabilité comme limite de « fréquences » : répétons n fois la méme
expérience ; les n résultats obtenus peuvent bien siir 8tre différents (pen-
ser & n jets successifs d'un méme dé, par exemple). Notons fr{A) la
fréquence de réalisation de Vévénement A (i.e. le nombre de fois on il est
réalisé, divisé par n). Alors, « intuitivement » on a :

P(A) = limite de f,(A) quand n T +oo. (1.1)

(on donnera un sens précis a cette « limite » plus tard), Des propriétés
évidentes des fréquences, on déduit immeédiatement que :

1. 0K P(AY < 1,--
2. P() =1,
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3. PAUB) =P(A)+P(B) s ANB=0 4

Un espace de probabilité, ou espace prodabilisé, est donc un triplet
(02, A, P}, constitué de lespace Q, de I'ensemble des événements A, et de
lo famille des P(A) pour A € A : on peut ainsi considérer P comme nne -
application de A dans [0, 1]. qui vérifie an moins les propriétés [2) et (3]
ri-dessus {plus nme propriété supplémentaire, plus délicate & appréhen-
ilor, et qui sera expliguée au chapitre snivant).

Une quatrieie totion, importante également, guoigue moins fonda-
uentale, est celle de :

d) Variable aléatoire : I s’agit 14 <’une grandeur qui dépend du résultat
de 'expérience. En termes mathématiques, c’est une application de §2
dans mu espace E, souvent E = R ou E = R?. Attention : cette termi-
nologle, consacrée par I'usage, est assez malencontreuse ; une « variable »
aléatoire n’est pas une variable (an sens de l'analyse), mais une fonc-
tion! ¢'est en fait une terminclogie apparentée & la notion de variable en
pliysigue ou en sciences humaines, domaines ot on désigne volontiers par
« variable » la valeur prise par telle ou telle fonction de I'état du systéme.

Soit X une telle variable aléatoire, qui applique §2 daus E. On peut
alors « transporter » la structure probabiliste sur 'espace d’arrivée B, en
pusant

Px(B) = P(X"!(B)} pour BCE.

on X~ 1(B) désigne P'image réciproque de B par X, c’est-a-dire I'ensemble
des w € Q tels que X(w) € B. L'événement X~*(B) correspond donc
exactement a la propriété « X € B », et on écrit en général P(X < B)
an liew de P{X1(B)). Cette formule définit une nouvelle probabilits,
uatée Px. cette fois-ci sur l'espace E (au lieu de Q). Cette probabilité
Px s'appelle 1a loi de la variable X. ‘

Exemple (tirage de deux dés). Ouna vuque Q@ = {(i,j): 1<i<6,1<
7 < 6}, et il est naturel de prendre ici A = 29, et

card{A)

PIA) = =755

si AcCQ,

ot card(A) désigne le nombre de points contenus dans A. On vérific
aisément les propriétés (1), (2), (3) ci-dessus, et on a P({w}) = 3% pour
chaque singleton. L'application X : @ — N {olt N est Yensemble des
entiers positifs ou nul) définie par X (4, j) = { + 7 est la variable aléatoire
« somme des deux dés », de loi

nombre de couple (4,7} tels que i + j & B
36

Px(B) =
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(par exemple Px ({2}) = Px({12}) = &, Px{{3}) = &, etc.).

Nous allons formaliser la notion d’espace de probabilité an chapitre 2,
tandis que les variables aléatoires serountt introduites rigoureusement dans
les chapitres b et 8,



Chapitre 2

Axiomes des probabilités

Nous commengons par présenter ci-dessous les propriétés minimales
qui nous sont nécessaires pour définir une probhabilité. Nous espérons
que Ie lecteur se convaincra que les deux axiomes dans Ia définition 2.3
ci-dessous sont raisonnables, notamment au vu de 'approche par les
fréguences évoquée lors de I'introduction de la formule (1.1}, et 1a théorie
toute entiére découlera de ces deux axiomes simples. Toutefois, avant de
les présenter nous devons introdudre le concept de tribu.

Soit {2 un espace « abstrait », ¢'est-a-dire sans structure particuliére.
Rappelons que P(£2) ou 2 désigne I'ensemble de tous les sous-ensembles
de 2, y compris le sous-cnsemble vide noté §. Etant donnée une pattie
A de 2. on considére les propriétés suivantes

(17 Be det Qe A;

(2) A est stable par complémentation : si A € A alors A® € A, on A"
désigne le complémentaire de A {sous-entendu : dans ) ;

(3) A est stable pour les réunions finies et les intersections finies @ &
les A; sont tous dans A, alors [J;_, A; et (7, A; sont aussi dans
A (il suffit pour cela que A4 soit stable par réunion et intersection
de deux éléments quelconqgues):

(4) A cst stable pour les réunions dénombrables et les intersections
dénombrables : si les A; sont tous dans A, alors [ ;2 A; et N7, A;
sont anssi dans A :

Définition 2.1. A est une algébre si elle vérifie (1). (2) et (3) cvi-dessus.
C’est une tribu (ou une o-algébre) si elle vérific (1), (2) et (4) ci-dessus.

Noter que si on a (2), alors (1) peut étre remplacé soit par (1') :

§ € A, soit par (1) : @ € A. Nater aussi que (1)+(4) implique (3), de
sorte que toute tribu est une algébre (mais une algebre peut ne pas étre
une tribu : voir I'exercice 17).
Définition 2.2. Si C C 2%, la tribu engendrée par C ef notée o(C) est la
plus petite tribu contenant C. (Elle existe toujours ; en effet intersection
d’une familte quelconguze de tribus est encore une tribu : voir I'exercice 2;
on applique alors ce résultat & la famille de toutes les tribus contenant
C. famille qui contient au moins la tribu 2%.)
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Exemples.
(iy A=1{0.Q} (la tribn «trivialc»).

(i} St A € alors o({A}) = {0, A, A° Q}.

(iii)°Si @ =R {on plus généralement si (2 est un espace topologicue.
un cas gne nous traiterons au chapitre 8), la tribu borelienne, ou
de Borel, est la tribu B engendrée par la classe des ouverts {on de
maniére équivalente, par la classe des fermés) ; une partie de R gui
est, dans la tribu borélienne s’appelle un harélien.

Théorbme 2.1. La iribv bovélienne B de R est engendrée par les inter-
valles de lo forme ] — oo 0], ot a € @ (Q = enscmble des rationnels).

Preuve. Soit C la classe de tous les intervalles ouverts. Tout onvert, A
de R est rénnion dénombrable d’intervalles ouverts @ en effet powr tout
r € A on note 1, =]ay, b, [ le plus grand intervalle ouvert contenant + et
inclus dans A (on prend b, =sup(y : y >z, [, y[C A)et g, = inf(y 1 y <
r,Jy.z] C A)): alors A est la réunion des I, lorsque @ déerit I'ensemble
des rationnels contenus darx A. Cette propriété, jointe & l'axiome {41,
entraine que ¢(C) = B, tribu borélienne de R.

Scit D la classe des intervalles de la forme | — 00 al, ot ¢ € Q.
Soit Ja, b € C: il existe des rationnels {ay)p»; décroissant vers a et des
rationnels (b, ), 5 croissanr strictement vers b, de sorte que

la, b = U lan, by
= J (0 =o0.balN] = o an]).

Pur suite C C (D), donc a(C) C a(D). Par ailleurs chacque élément de
T est un feriné, donc un borélien, ce gnl entraine o(D) C B. Le résultat
découle alors de :

B=ol)Ca@D) CB. ]

Sur l'espace d’états 1, la classe des événements sera toujours uue
tribu A : les axiomes (1), {2) et (3) correspondent aux opérations
« logiques » decrires dans le chapitre 1. L’axiome (1) est nécessaire pour
assurer la coliérence interne de la thédorie (par exemple, pour donner nn
sens mnathémetique précis A la convergence (1.1)), et aussi pour assurer
sa richesse mashématique (par exemple si nne suite (A,) d'événements
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~ gonverge » vers une limite A, en un sens précigé plus loin, alors on veut
que A soit aussi un événement).
Ou peut maintenant définir la notion de probabilité :

Définition 2.3. Une mesure de probabilité, ou simplement une probabi-
lité, définie sur wne tribu, A d’un espace §, est une application P 1 A —
0. 1) gus vérifie :

1 P() =1.

2. Pour toute suite Ay, Ao, Ag, ... d'éléments de A qui sont deuz d
deus disjoints (i.e. A, VA, =0 sins#m), ona

P (O An) = i P(A,.).

Le nombre P(A) s'appelle Ja probabilité de I’événement A L’axiome 2
ci-dessus s'appelle g-additivité; voir I'exercice 9 pour un affaiblissement
de I'axiome 1.

Dans cette définition on pourrait imaginer une condition plus simple
que 2, & savoir que

ABEA ANB=0 = P(AUB)=PA)+P(B). (2.1)

Cette condition 8’appelle Uadditivité et, par une récurrence élémentaire,
on voit gu'elle entraine que pour toute famille finie Ay, A ..., A, d’élé-
ments deux A deux disjeints de A4, on a

P (U An) = iP(A,,).
#=1 n=1

Théoréme 2.2. 5i P est une probabilit¢ sur lo tridbu A, alors :
(i} on a P(0)=0;
(i) P est additive.

Preuve. Si dans Paxiome 2 on preud A,, = ) pour tout =, on voit que le

nombre ¢ = P(¥) est égal A a+a+a+- -+ ; comme par aillenrs 0 € o € 1,
ce n'est possible que si @ = 0, et on a (i}. Pour (ii} il suffit d’appliguer
l'axiome 2 avec A, = A, As =Bet A3 =A; =--. =0, plus le fait que
P(#) = 0, pour obtenir {2.1). [ ]

A Vinverse, la g-additivité n'est pas impliquée par l'additivité. En
fait 1'additivité, malgré son caractére intuitif, n'est pas suffisante pour
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traiter mathématiquement les problémes de la théorie. méme dans des
cas aussi sunples qu'une suite de jets de dés, comme nous le verrons plug
loin.

Le théoreme ci-dessous exprime ce qu'il faut exuctement ajouter &
Iadditivité pour abtenir la a-additivité. Afin de rendre son énoncé plus
clair, nous présentons d’'abord deux conséquences immédiates de 1'addi-
tivité et de Paxiome P{}) =1 :

AcA = P(AY) =1-P{A)
ABEA ACB = P(A) < P(B)

{pour la premiére, appliquer (2.1} 2 A et B = A°, et utiliser P(Q) = 1;
pour la seconde appliguer (2.1} a A et C = AN B done ANC =0 et
AuUC =18

Ci-dessous on note A, | A et on dit que A, décroit {ou «tend en
décroissant ») vers A #i A, D Apy1 pour tout et si MyA, = A, On
note A, T A et on dit que A, croit (ol « tend en croissant ») vers A si
A, C A,y pour tout moet si U, Ay = AL Noter que si les A, sont dans
la tribu A4, il en est de méme de A dans les deux cas ei-dessus,

Théoréme 2.3. Soit A une tribu de Q. Suppasons que P © A — [0,1]
satisfusse {'nmome 1 et soit additive. Les assertions suinantes sont alors
dquivalenies

(i) on a l'aztome 2 (o-additivité) ;

(i) si A, € Aet Ay | 0, alors P(An) | O

(ili) st A, € Aet A, | A wlors P(A,) | P{A):

(ivi st Aq € A et An TQ, alors P{AL) T T;

{(v) st A, e Aet A, T A. alors P(A,) T P(A).
Preuve. Observons que A,, | A impligue A5 T A° Comme P{AZ} =
1—P(A,) et P{AS) =1 —P(A). on voit que (i1} et (iv) sont équivalents,
ainsi que (iii) ot {(v}. Limplication (v)=-(iv) est évidente.

Supposons maintenant (iv). Soit A, € A avec A, T A. Posons B, =
A, UA% Alors By, croit vers 2, de sorte que P(B,,) T 1. Comme A, C A,
ona Ay, AT =9, done PLA, UAYY = P(A,) + P{A%) ot il vient

1= lim P(B,) = lim {P(A,)+P(AT}.
fE e o1 N~
Par suite lima 0o P(A;) =1 — P(A®) = P(A), et on a (v).

Il reste A montrer que (i} et (v) sonf équivalents, Supposons d'abord

(v}. Boit dex A, € A deux & deux disjoiuts, et définissons B, =
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Uscpen Apet B = 22, Ay, L'additivité implique P(B,) = Y0_ P(A,),

p=1
qui croit vers Y oo P(A,) quand n — 2o, et crott anssi vers P(B) par
(v}, douc

oo oo
P(B) =P (U An) =Y P(Ay),
n=1 =1
et (i) est prouvé.
Finalement. supposons (1), Soit A, € A, avec A, croissant vers A,
On constrnit une nouvelle suite d’'éléments de A ainsi :
Bl = A]_,
Bs = Aj \ A=A (Ai‘)

B.=4A. \‘\ A,y

Ona | J° By, = Aetles (B,),»1 sont deux 4 deux disjoints. Doue (i}
entraine

NN

P(A) = lim Y P(B,).
pn=1

On a anssi 37 | P(B,) = P(Ay), donc limy, o P(A,) = P(A) et on
a {v). [ |

81 A cst une partie de Q, on définit sa fonction indicatrice par

1 1 siweA,
W) = .
lA(‘ ) { 0 =iw 9}_4
On dit gque A, converge vers A (et on écrit Ay, — A)si limp oo 1o, (W) =
14(w) pour tout w & (1. Noter que si la suite A,, croit (resp. décroit) vers
A, elle tend anssi vers A an sens ci-rlessus.
On associe aussi & tolte suite A, de parties de (1 les ensembles sni-

vants :
fo ]
limsup A,, = m U A

R—rx
- n=1mzn

liminf A, = O () Am.

n=1lmzn
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Par suite A, — A si et seulement si A = Jimsup A,, — liminf A, : en
e =2

effet, Vindicatrice d'une réunion (resp. d’une intersection) d’ensembles
est le sup (resp. I'inf) des indicatrices, donc

"Nimsup, . A. =limsupla,, Liminfa oo A, = Hminfls
n—230 o0
et par ailleurs on sait gn'une suite de réels v, converge vers une.limite
u 8l et seulement si v = limsup,_,  u, = limsup,, . u,.

Notet que limsup, . A, est l'ensemble des w qui appartiennent
une infinité d’ensembles A, tandis que lim inf, .. A, est Uensemble des
w qui appartienuent i tous les A, sauf au plus a un nombre fini d’entre
eux.

Théoréme 2.4, Soit P une probabiliid et A, une suite d’éléments de A
gui converge vers A, Alors A € A et lim,_, o P{A,) = P{A).

Preuve. A étant une tribu, on alimsup, . A, € Aetliminf,_ A, €
A {voir Pexercice 4). Comme A, — A on a douc aussi A € A

Ensuite, soit By, = ﬂmz” Amet Cp =, Am. Alors B, croit vers
A et C, décroit vers A, donc limp_.., P(B,) = lim,—.a P(C,) = P{A)
d’aprés le théoreme 2.3, Mais B, < A, C C,, donc P(B,,) € P(A,) €
P{C,), de sorte que limp .o P{A,) = P{A). ]

Exercices

1. Soit €2 un ensemble fini. Montrer que la tribuy 2 de toutes les

parties de £ est également finie.
2. S0it (Go)ueca une famille quelconque de tribus sur Vensemble €1

Montrer que H =[], Ga est anssi une tribu,
3. Soit (Ap)nz1 une suite de parties de (2. Montrer que

|
) \U:,Qﬁl Aﬂ>c = ﬂ& A; )
b) (ﬂoo A Uoo Ac. 5 //"

4. Soit A une tribu et {A,;)q»1 une suite &' eléments de A Avec les
notations (2.2), montrer que

liminf A, € A; limsup A, € A; Iminf A, Climsup A,,.

o0 n—soo n=—oo T 00
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5.

Soit (A, )ps1 une suite de parties de 1. Montrer que

lim sup ]-A,-L - h,}]l];gf 1An — ]-{limf-upn A A\liminf, Ay}

ft— ok

(avec la notation A\ B = A B°si B CA).

. Soit A une tribu sur 2 et B € A. Montrer que 7 = {ANB: A e A}

est une tribu sur 'ensemble B (appelée la « tribu trace » de A sur
B). Est-ce encore vrai si B est une partie de £} qui n'appartient pas
a.4?

Soit f une application de £1 dans un autre espace E muni luj
aussi d'une tribu £. Soit A = {A C Q: il existe B € £ avec A =
FUB)}. Montrer que A est une ttibu de €.

Soit f : R — R une fonction continue, et soit A = {A < R : il existe
B e Bavec A= f71{B)}. ol B est la tribu borélienne de 'espace
d’arrivée R. Montrer que A < B, tribu borélienne de 1'espace de
départ &,

Pour les problémes 9 d 16 nous supposons donnds un espace £, wne triby
A de cet espace, et une probalilité P sur cette tribu; les parties A, B,
A, ete. sont toutes supposdes appartenir & A.

9.
10.
11.
12,
13.

[1.

15.

81 ANB = 0, montrer que P{A UB} = P(A) + P{B).
Montrer gne PLIAU B) = P(A) + P(B) - P(A N B).
Montrer que P(A) = 1 ~ P(A€).

Montrer que P(ANB"} = P{(A} —P{ANB).
(Identité de Poincaré.) Montrer gue

P (U :\L)_ Y OP(A) - D PANA) + Y PANA NAY
i=1 i s

i<i<k
— e+ (CD)PIPAI N AN NAY)

ol. par exemple, qu signific la somme pour toutes les paires
d'indices (4, 7) avee 1 <1 < j < n.

AMantrer gue i P(A) = % et P(B) = %| ol a nécessajrement 1’_2 <
PIANB) < %

(Sous-additivité.) Montrer que

P (OuAg) § rle>(A?)-
=1

i=1
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pour chaque n, et augsi que

P (G Ai) < i PiAL).

i=1 =1

16. (Inégalités de Bonferroni.) Montrer gue

A P (Ux) > n P{A) - ) P(ANA)
i=1

=1 i<
b) P (U Aq;) <Y P(A) - ) PIAINAY)
1=1 i=1 1l ]

+ Z P(A; ﬁAj A

o yh

17. Soit £ un ensemble infini (dénombrable ou non) et A Pensemble
des parties de Q2 qui sont finies, ou de couplémentaire fini. Montirer
que A est upe algéhre. mais pas une tribu,



Chapitre 3

Probabilités conditionnelles et
indépendance

Soit A et B deux événcments d’un espace probabilisé; rappelons
« 'approche par les fréquences » : la fréquence f,(A) de réalisation de
I"événement A lorsqu’on 1épéte n fois la méme expérience converge (en
un sens A préciser!) vers ta probabilité P{A), qui quantific « les chances
de voir A réalisé ».

Supposons maintenant qu’on sache que Pévénement B est realisé. Les
chances de voir A réalisé vont changer ¢t étre quantifiées par un nonveau
nombre P(A|B), la « probabilité de A sachant B » : on peut & nouvean
considerer la fréquence de A lorsque l'expérience est répétée n fois, sauf
qu’il faut caleuler cette fréquence sur ensemble des expériences ot B se
réaligse. Il est ainsi naturel de considérer le nombre de fois oni A et B sont
réalisés, o est-d-dire nf, (A M B); pour obtenir une fréguence. it convient
de diviser ce nombre par le nomnbre Yogenrrences de B, ie. nfy,(B), de
sorte op'en définitive on doit avoiy

_nfy(ANB)  f.(ANB)
PA]B) ~ wfa(B) T fu(B)

La définition 3.2 ci-aprés est tirée de cette relation en « prenant la Hiite
CTL M o».

En particulier, it se peut que le fait de savoir que B est réalisé nc
donne ancune information sur la réalisation de A : on dit alors que A est
« indépendant ~ de B. ot cela se traduit par le fait que P(A|B) = P{A).
C'ompte tenu de la définition 3.2, cela se traduit par

PANB) _ P(A), donc P{ANDB)=PAP(B).

P(B)

Nous allons maintenant introduire les définitions proprement dites,
en cominengant par I'indépendance.

Définition 3.1. (a) Deux événerments A et B sont dits indépendants s%ls
vérifient P{A N B) = P(AP(B).

15
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(b} Soit une famille (finie ou infinie) d'dvénements (A;).er. Ces événe-
ments sont dits indépendants, ou parfois « mutuellement indépendants »,
s pour toute partie finie J del on a

P (ﬂ A,,) =[] rcay.

1] A}

Attention : s1 les (A,);er sont indépendants, ils sont aussi dewr & deur
indépendants, ce qui signifie que A; et A; sont indépendants pour tous
i.j avec i # j, mais la réciprogue est fausse.

Theoréeme 3.1. 5i A ef B sont indépendants, il en est de méme de A el
B, de A" ¢t B, et de A® et BC.

Preuve. Pour Aet B, on a
P(ANB®) =P{A) —P{ANB) =P{A) — P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B))
=P(A)P(B).

Les autres propriétés se montrent de maniere analogue. [ ]

Exemples.

1. On jette 3 fois une piéce. Si A; est U'évinement «le i-ieme jet
donmne pile » il est habituel de choisir la probabilité de sorte gue les
événements A, A ot As solent indépendants.

]

. On choisit. une carte au hasard parmi 52 cartes. A = {la carte
est un cceur}, et B = {la carte est une dame}, Un modéle naturel
L

pour cette expérience consiste a affecter la probabilité ¢ au choix

de chacune des cartes. Par additivité, P{A) = £ et P(B) = 5 et
P(ANB) = g5, donc A et B sont indépendants.

3. Soit @ = {1,2.8,4} et A = 2% Soit P(i) = § pour i = 1,2,3,4.
Soit enfin A = {1,2}, B = {1,3}, C = {2,3}. Alors A, B,C sont
deux a deux indépendants, mais pas (mntuellement) indépendants.

Définition 3.2. Seit A, B denr dvemements. avec P(B) > 0. La probabilite
conditionnelle de A sachont B est P{A|B) = P(A N B)/P(B).

Théoreme 3.2. Supposons que P{B) > 0.
{a] A ¢t B sont indépendants si et senlement st P{A|B) = P{A).
() L’application A — P{A|B) de A dans [0,1] definit une nouvelle

mesure de probabilite sur A, appelée ln « probabilité conditionnelle
sachant B .
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Preuve. (a) résulte d'un calcul immédiat. Pour (b), posons Q(A} =

P(A|B), avec B fixé. On doit montrer que Q vérifie (1) et (2) de la

définition 2.3, Mais (1) provient de

P(2nRB) P(B)
P(BY — P(B)

Quant & (2), on observe que & (Ap)pz1 est une suite d'éléments de A

gqui sont deux a deux disjoints, alors

o o °"“An = By
o) o[ p) - i)™ M)

P(B) P(B)

=1.

Q) =P(2|B) =

¢t les (An M B),.z1 sont également deux & deux disjoints; done

>

_ZP(A nEB) ZPA,,\B) 3 QiAL). .
n=1

n=1

Les trois résultats sulvants, quoique élénientaires, sont extrémement
utiles, et en particulier le second d'entre eux,

Théoréme 3.3. (Théoréme des probabilités composées.) Si Ay, .. A, €
AetsiP(Ajn--NAs_1} >0, alors
P(Ain- - NA,) =PANYP(A | A JP{As A NA) . ..
P(A, | Ai1Nn---NA, )

Preuve. La preuve se fait par récurrence. Pour n = 2, le résultat est
simplement la définition 3.2. Supposons le résultat correct pour n — |
événements. Soit B = A; M ... A, _,;. La définition 3.2 donne P(B N
An) =P(A, | B)P(B); puis on remplace P(B) par sa valeur, donnée par
I'hyvpotheése de récurrence :

P(B) = P(A;)P{Aa[A)). . .P(A L |A N oM A, o),
et le résultat s’ensuit. [

Une famille {E;};er de parties de §2 est appelée une partition si les E,
sont deux & deux disjointes et si { ),y Es = Q0

Théoréme 3.4. (Formule des probabilités totales.) Soit (E,) une parti-
tion finie ou dénombrable de 1, constitude d’éléments de lo tribu A.
Pour tout A ¢ A ona

P(A)=) P(A|EW)P(E).

n
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Preuve. Observons que

A:AmQ:Am(UE,,,) = J(ANE.).

ko

Les E,, étant deux & deux disjoints, il en est de méme des (AN E,)n_.1.
donc

P(A) = P(U(A n En)) =Y P(ANE,) =Y PA|E.)PE,). B

Exemple. On dispose de deux urnes, la premiere contenant 1 boule
blanche et 3 noires, la seconde contenant 2 houles blanches et 2 noires.
L’expérience consiste & choisir d’abord « au hasard » une urne, puis a ti-
rer « aut hasard » une boule dans ’urne choisie. On cherche la probabilité
de I'événement A = «on tire unc houle tojre ».

L'espace S est {{i,j) « i =1.2:5 = 1,2.3 4}, oit 7 est lc numéro de
I'urne et j le numéro de la boule dans 'urne. On considire la partition
(Ey,E3) de £ définie par E; = {{7.j) : 7 = 1,2,3,4}. L¢ mode opéra-
toire conduit naturellement & supposer que P(E;) = 1/2 pour ¢ = 1,2
et aussi que P{{{#, ))} | Ey) vaut 1/18i i =4 et O sinon, Si on convient
que dans chaque urne les bonles noires ont les premiers numéros, on a
A = {{1,1},(1,2),(1,3),(2,1),(2,2)}. Comme la probahilité condition-
nelle est aussi une mesure de prohabilité¢ {théoreme 3.2(b)), donc est
additive. on a P(A|Ey) = 3/4 et P(A | Ey) = 1/2. D’apres la lormule des
probabilités tutales i1 vient alurs

3 1 2 1 5

) JP(Ex) + PA|B)P(By) = Tx 54 7 x 5 =2

j‘.‘ Théoréme 3.5. (Théoréme de Bayes, ou de « probabilité des causes ».)
.E. Seit (E.} une partition finie ou dénombrable de Q. constituée d'élé-

" ments de la tribn A. Pour tout A € A tel que P(A) > 0 on a

P(A|E \P(E,)
3 P(A|ERLIP(E)

et 13

P(A) =Pl

P(E,|A} =

Preuve. Au vu du théoréme 3.4 le dénominateur vaut
ZP JP(E.,) = P(A).

La formule devient donc
PIAE,)P(E,) _PANE, ) P(E
P(A} T P(A)

n|A). »
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Ce théoreme a des couséquences profondes en probabilités et en sta-
listique : voir par exemple 'exercice 6.

Exercices

IYans tous les exercices 'espace de probabilité est fixé, et A, B, A,,, ete.
sont des événements.

L

Montrer que si AN B =@, alors A et B ne sont pas indépendants,
sauf 81 P{A) =0 ou P(B) =0.

Si P(C) > 0, montrer que PLAUB|C) = P(A|C) + P(B|C) —
P(ANB|C).
St P(C) > 0 et si les A; sont denx 2 denx disjoints, montrer que

i=1 i=1

. Si P(B) > 0. montrer que P(ANB) = P{A|B)P(B).
. 5t 6 < P(B) < 1, montrer que

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B).

\\.6. Chaque don de sang est soumis & un test du SIDA. On suppose

3

/ que ce test a une efficacité de 99% (= probabilité que le test soit

A positif pour une personne atteinte dn SIDA), ot une probabilité de

1

\ fausse alarme de 5% (= probabilité que le test soit positif pour une
“personne uon atteinte). Enfin, on suppose la fréquence de séropo-

sitivité est 1/10000. Quelle est la probabilité pour qu'une personne
obtenant un test positif soit atteinte du STDA 7.
Soit A, — A et B, — B (voir avant le théoréme 2.4). Supposons
ausst que P(B) > 0 et P(B,) > 0 pour tout n. Montrer que

a) linyee P(An | B) = P(A |B);

b) lim,~. P(A|B.) = P(A|B);

¢) lim, o P{A.|Bn) = P(A|B).
On modélise le jet d'une piece avec deux résultats possibles, p =
Pile et f = Face, chacun avec la probabilité 1/2. On jette deux
fois cette pidce, de sorte que Yensernble des résultats possibles
contient lcs quatre poiats : pp, pf, fp, ff. On suppose gue les deux
jets sont indépendants,
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al Quelle est L prebabilité pont obtenir denx {ois Face, sachaut
que le premior jet donpe Face? [Rép. - ﬂ.
Bl Quelle est L probabilite pour obtenie deax fois e, sachan
pee Pun des denx jets au moins doune Face ? [Rép. : 4]
Sy AL B, Csout indéperdants el PLANB) # 0, montrer que P{C) AN
By = P(C).
e wine contient 1 boules ronges et 7 boules notres. Une Hhonle
ost choasie ol hasard (chague bonle w by méme prohahilite détee
tirde ). et une seconde boule esl ensnite choisie pu hosard parmi les
r 40— 1 boules restantes. Trouver la probabilitd pour gue

wodes SURPTEILEN - T Ay - 7__7'(?’—1)4_47
a} Lew dewx howdes solenl ronges {Rv];. : (T_H’WJ”,’“].

b} La premiere banle soit ronge et la sceoude noire [Rép. :

. 7 H
Gtp)r =17
{Urne de Polva) Uue urne contient r boules rouges ot n bonles
noires. Une honle est choigie an hasard, on note sa coleur, ot on
I remer avec d hondes supplétmentaires e la roéme couleur. Pris
o recaminence laomeme procédure ausst souvent que ndeessaire,
Trouver la prebahilite pour que
a) La seeonde bonle tirde goit noire [Rép. : —4J
n4r
b La premivye bonde est noire, sachiant gue la sceconde est nolee
ERRY
I\(ap L +rl‘}
Dans 1o sitnation de Vexerciee 11, on note B, Pévenement sclon
leguel Ia w-ieme bode tirde est noire. Montrer que P(B,,) = (D).
Tonjonrs dang la situation de Yexercice 11, tronver la probabilité
poilt gl I prewiére honle soit noire, sachant que Jes e — 1 sui-
vaniles sont 1udres ; tronver la limite de cette probabilité lorsgue

) ot Lo Ve
m o= o (Rép. s A la liite est I].

Une compagnie d’assurance assure uyu nombre égal do conduc-
teurs masculing et Bminins, Tous les conductens (masenling) ont,
chugue anmnde, o prohabilité ¢ d'avoit un aceident. ot cect indépen-
damment des antres atiwdes, ot des antres condneleurs. I en est de
meme les condnernces, avee i probabibte dhcadent dgale i .
Lo compagnie sélectionne un/une conducteur/trice au hasard.

ad Qoelle est 1o probabilité ponr ane la persomio sélectionnde ait

N . il
un aecident cotte annde ¥ [Re Do “;‘ ]
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1h.

JN,

LY Caelle est 1 probalalite ponr goe b personme sélectiomdée ait

2

2 jed
. ) ] . . N . . 32
un accident deux annees conseentives 7 [Hep. : L]

Dans Ia situation de Vesercice 14 soit A, Tévénemnent « I per-
sonne sclectionnée oo accident Tannde mnuéra ¢ ». Moutrer «qne

P(As A} 2 P(Ar). [Rép. s P(A2] A = P(A) - o= ]

20047
Tomjonms dans b meme sibiahon. tronver b probaliiiné pom gue.

nne anpée doimde. nne porsonile sélectionnée an hasard parmt celles

. . . . 7
avinnd e i aceident solt ane candnetrice. [Th-p. L — }

Lt

SiA,As A, sonl des dvenaments indépendants, montrer que
la probabilité pone qnioncun des &, Ye =oit véalisd estoon plis fgale
. M .

aooxpl -ST0 T(ALD.

lema i = |

St P{AY = 0 wontrer que PIANDBIADDB) < PIANB]A).



Chapitre 4

Probabilités sur un espace fini ou
dénombrable

Dans tout le chapitre 4 nous supposons que Uespace d'états 0 est
{ini ou dénombrable, et nous choisissons pour tribu la classe A = 2% de
toutes les parties de €.

Théoréme 4.1, (a) Une probabilité sur ['ensemble fini ou dénombrable
sl caractérisée par ses valeurs sur les singletons @ py = P({w}). w € Q.

(b} 5 {p_Jucq est une famille de réels wnderée par Uensemble fini oy
denombrable Q. il existe une probabilité P (nécessairement unique por
()} sur Q telle que P{w}) = po pour tout w € § si et seulement si
e =0 et ZwEQ po = L.

Lorsque € est infini dénombrable, 3 p., est la somme dune infinit¢
de termes, qui ¢ préiori ne sont pas ordonnés (bien qu'on puisse épumérer
les points de €, cette énumération est en fait arbitraire); on n'a done
ppas & proprement parler une gérie, mais une « famille sommable ». Nous
donnons en appendice & ce chapitre un résumé des propriétés des familles

sommables qui nous sont utiles dans ce chapitre et dans le suivant.

Preuve. Soit A € A;ona A =|J ca{w}, réunion finic ou dénombrable
do singletons deux & deux disjoints. Si P est une probabilité sur £2, la
r-additivité implique

P(A) =P (U {w}) =Y Pwh = p.

weA wEA wEA

On a done {a).
Pour la condition nécessaire de {b). on remarque que si P{{w}) = p.,,
alors par définition p, 2 0, et aussi

1=P =P (U{w}) =Y Pw) = p.

we wEQ wel)

Supposons inversement que les p,. vérifient p, = 0 ct 3 p, = £ On
pose P(A) = ¥ .4 P, avec la convention qu'une somme « vide » est
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nufle. On a donc P{Q) = > po = 1. Pour la o-additivité, elle est
évidente larsque {2 est fini, et lorsque Q est dénomnbrable elle provient de
ce qu'on peut « sommer par paquets » pour obtenir gue -, Zwe&i Po =
ZWEU1.€[ A, P i les A; sont deux 3 deux disjoints. ]

Suppogons d'abord €2 fini. N'importe quelle famille de réels positifs
indicée par € et de somme 1 constitue un exemple de probabilité sur (.
majs parmj tous ces exemples le snivant est particuliérement important

Définition 4.1. On dit que la probabilité P sur Uespace fini {} est uniforme
sip, = P({w}) ne dépend pas de w.

Dans ce cas il est immédiat que

.y card(A)}
P(A) = card(Q)’

ou card{A) désigne le « cardinal », ou nombre de points, de A. Dans ce
cas le caleul des probabilités se rameéne a des dénombrements : on est
dans le cas de la combinatoire. Sur un espace fini donné 2 il existe une
et une seule probabilité uniforme.

Nons allons maintenant donner deux exemples de probabilités trés
importantes pour les applications, puis examiner les rapports entre ces
denx exemples.

a) La loi hypergéométrique. Une urne contient N boules blanches et
M boules noires. On tire n boules (sans remettre les boules tirées dans
l'wrne, done < N + L), Parmi les boules tirdes, il y en a X blanches
et 7 — X noires. On cherche la probabilité pour que X = z, ofl ¢ est un
entiet {arbitraire) fixé.

1l s’agit dune épreuve aléatoire, dans la mesure ou on ue connait
pas a priori le résultat. Comme il s’agit d'un tirage sans remise, on
peut stipposer quion tire simuliansment les n boules. Ainsi. il est naturel
de considérer gqn'nn résultat est une partie a n éléments de Uensemble
11,2, ... . N+ M} des N+ M boules {qu’on peut supposer numérotées de
1a N+ M) Done £ est Venserable de toutes les parties & n éléments, et

) Cew o nenpt
card(§2) = Cl = ‘,ﬁ—rm‘:n—). (

pestpl=12...(p-1).p.

Ensuite, il est également naturel de considérer que tous les tirages
pussibles sont ¢quiprobables, done P est la probahilité uniforme sur €.
La quantité X st une « variable aldatoire » car si on connait le tirage w.
on connait avssi le nombre X{w) de boules blanches qu’il contient. L'en-
semble X71{{r}), noté aussi {X = =z}, contient CRCy" €léments si

rappelons que la factorielle 'un entier
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r < Netn—zx <M, et est vide sinon. Donc
14 -

Ch O

PX=2) = ¢ Chan
0 sinon.

81 0o €N et 0g€n—e<M

On a ainsi obtenu, lorsque x varie, la loi de X. Cette loi, appelée
lol hypergéométrique, intervient naturellement dans la théorie des son-
dages : 1l ¥ a N + M électeurs, dont N ont 'opinion « blanche » et M
Popinion « noire », et on sonde avec un échantillon de taille n (c¢f. Pexer-
cice 3 pour une généralisation & plus de deux « opinions »).

b} La loi binomiale. De la méme urne que ci-dessus, on tire n boules, avec
rernise aprés chaque tirage (done # peut éire aussi grand gu'on veut). On
cherche encore la probabilité P(X = zj, lorsque . est un entier entre 0
et Ti.

Tci, l'espace d’états naturel est le produit cartésien @ = {1.2,... , N+
M}7™, avec encore la probabilité uniforme. On a dong card () = (N+M)™?,
et un caleul simple montre que le nombre d'éléments card{X = x} vaut
CZ N*M"~*. Done

£ -
PX=12z) = C} (N-{I\—TM) (NI—\;—KIM) pour x=10,1,...,n

On écrit en général le résultat ainsi, en posant p = ﬁ :

PX=ux) = CLp*0—p)"* powr z=0,1,...,n

Cette formnle donne la lod¢ binomiale de tatlle n et de paramelre p. A
priori p est quelconque dans {0, 1} (dans Pexemple ci-dessus. p est bien
slir rationnel). On note B(p,n) cette 1oi.

¢) La loi binomiale comme limite de lois hypergéoméiriques. Lans la
situation a) ci-dessus, on suppose que n est fixé et que N et M tendent
vers +oo, de telle sorte que I_\f?;f”ﬁ tende vers une limite p (nécessaire-
ment dans {0, 1]}, En développant les combinaisons dans (11}, on voit

facilement que
PiX=2z) — CZp"(L-p)"" pour x=0,1,...,n, "

donc les lois hypergéométriques « convergent » vers la loi B(p, n) (en com-
parant & b) ci-dessus, on pourra vérifier que le résultat est intuitivement
évident ).

Exemples avec () dénombrable.
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. La loi de Poisson de parawmetre N > 0 est la probabilité T* sur N
détimic par

\H

-\ L

!

C =002

‘,‘U‘, —= ¢

2. La foi glométrigue de parminttre o € {0, 1 est la probabilite T sar
N odétinie paw
= {1 = ala, o= 123 ..

Nater que dans le modele binomial, lorsque noest grand, e nombye
G4 pH{L—p)" 77 pent sevevéler impossible a calrnier nuncriguemnent. Sip
nest proche ui de 0 de Ll existe nne approxitation dite « normaie »
auti sera obtenne ultérienvament, quamd on parlera dn théoréme-innite
ceudral. Lorsque poest < petit » il existe une antre approximation que
nons déerivens ci-dessons.

Pour renrdre compie du fat que poest « potitos of o o8t « prand »,
o1 =appose gine poalépend de oo el ou Ie wote py, oo it tendre o vers
Pinfini. e suppusant que lm, . spe = A On pent alovs montrer (ol
exereice 1) aue (powr j fixé)

Y
i Cltm)' 0 —pp” =

et sinst on approchie [ ol binomiale par wne fai de Polssat,

Appendice : Quelques résultats utiles sur les séries

Dang et appendice nous Tadsous modsume, essenhicllement. sous de-
motstrations, des résaltals sy les séeies et fanglles sonunables gni sont
dusage constant dans Pétade des probabilités sur un capace dénom-
Dbl

Aunparavant. signalons mite nons serons amends tres zonvent A fadre
des opérations fadsant mtevvenir oo (qn'on écrit plus simplement. )
ou — . Ponr que cos opérations adent. an seng precis, on fevn fodjonrs
leg conventions siivantes

FOUFDO = FXL s N = — W, A0S = 00, 0 -0 e soa & R,
(4.3

On o = a€il.x] = axoo =+, ¢ [-m, 0] = axoc = —ox.
(4.2

Solt o, wne aite mnnerigue, ot S, = w4+ o -0, T o sonie

partaclle s o lordre 2.

S1: [ e metle S” i, ext dite conrergente s 8, converpse vors aue Hhaile
Jiare 5, notee nass 5 = 30w, (Cest la - somme - de la séie).
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32 Lasdrie N u, ost dite absolumnent convergeate sila série S,

LI TR

A3 5w, 0 pour tout », la suite S, est croissante, done clle tend
conjonrs vers une linndte 8§ € 0L x]. On éerjt eyeore 8 == 37w, hion
qme 1 sére converge an sens de (S1) s et senjement s 3 < o, Avee
wes conventions (L1 eeci s applimpie méme si los 1, sonl & valenrs dans
[t \"&-

Fi géncral la convergencee done série dépend de Pordre dans leguel
an considare les termes. I existe dens cas taportanls, sigalés ci-dessons,
oft Tordre des lermes n'a pos diimportance ; an lien de o« géric » on din
Alars plutdt gu'on a une « fanille sommahle »

330 Lovsgne les vy, sont des réels de siene quelrongoe et lorsgne 1
Lorie est absolmnent convergente, on peut tnodifier de maniere arbitrare
Vovdre des termes sans changer [y propricté JdCclre absolument conver-
pente, ni o somnne de Ta sdiie.

35: B, € [00x] ponr tont ol somme Y, (lnde ou dalinde @ ef,
1531 ci-dessns g ne change pas 81 pn cliange Vorildre de sopimation,

Dans cos deny sibuations, vee proprictdé suppléwcntaive mertie Catre
denalée :

56 0 0S)ou, ¢ [H.OCL o 81 In =6rie est absolpment converponte, on
pent o« gommer par paguacks « 0 osoll (A nne pactition de T v
P= {1,200 0 N} ponr un envder Noon B =T Pour chiagne « = T on

pose iy = ca i, st AL est B, Clestoune sonpee ordinaire s sinou,

vy}

o, teel te

est elle-meme bsommie done série. Onon nlors 37w, = 30
derpitre somnue est de nonvoan 1o somme duyue série i T=N"J.

Exercices

{Approximation poissanuieyne de Ta loi hinomiale, snite)) On consi-
dére la 1e) hinomiale Bp, v ). ot on pose N = po, Montrer que

T e )

rn - (-2 ,

It

On fgr tendve wowvers Vinling, et on Lt dépendre prde ) e sorte
e A resle constant. bMoutrer que pour & Ixé on a

f

A

P({k}) = 77¢
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[Remarque : pour que cette appraximation soit bonpe il faut que
n soit grand et p petit, de sorte que A = np soit de taille modérée,
par exemple A € 20).]

. (Appreximation poissonnienne de la Iol binomiale, suite.) On se

place dans la sitvation de Nexercice 1. Si pp = P({k}), montrer
gque les g = pp_; sont les prohabilités des singletons pour une
loi binomiale B{1 — p,n). En déduire une approximation de la loi
binomiale par la loi de Poisson lorsque n est grand et p est proche
de 1.

. On se place dans le cadre de la « loi hypergéométrique », sauf qu'il y

ayn couleurs et N; boules de couleur i. Onnote N = Ny 4. .- + N,
et X; le nombre de boules de couleur + parmi les n boules tirées.
On a bien sir X1 + -+ - + X, = n. Montrer que
RO
P(X1=$1,...,X-m:$7n) = CR‘I
0 sinon.

St &1+ - +T;m =1



Chapitre 5

Variables aléatoires sur un espace fini
ou dénombrable

Dans ce chapitre nous supposons encore 'espace d’états Q fini on
dénombrable, et nous choisissons pour tribu la classe A = 22 de toutes
les parties de (). Une variable aléatoire X est détinie comme une applica-
tion de £ dans un ensemble B o priord arbitraire, Une variable aléatoire
représente une guantité inconnue (d'ol la terminologic « variable ») qui
dépend de U'issue de Pexpérience : ce n'est done pas une « variable » an
sens algbrique du terme, comme z dans la relation 22 — 9 = (. Avant
e réaliser I'expérience, ce qui revient & choisir un point w dans £2, on
connait les valenrs que X peut éventuellement prendre, mais on ne sait
pas encore quelle valeur elle va effectivement prendre lorsqiron réalise
Pexpérience.

Noter que 'espace d'arrivée E n'est pas nécessairement dénombrable,
¢'est par exemple R si I'expérience consiste & cholsir une personne dans
une salle et si X(w) représente la taille de la personne w; mais l'image
E’ de §! par X (i.e., tous les points 7 de E pour lesquels il existe au
moins un w € Q avee X{w) = i) est, qnant & elle, nécessairement finie ou
dénombrable.

On peut alors définir la Joi de X, appelée anssi la distribution de X.
par la formule

Pei{A)=P{w:X(w) e A =PEX"1{A))=P(X c A).

Le fait que cette formule définisse une mesire de probabilité sur B (muni

de la tribu de toutes ses parties 28} est évident, Comme E’ est au
plus dénombrable, cette probabilité est complétement déterminée par
les nombre suivauts .

pE=PX=j)= > po

{wX{w)=3}

et la famille ( p;( : 5 € E') est aussi appelée parfois la loi de la variable X,
On a bien sir Px(A) = 3., pf. Si Px est une loi munie d'un nom,

20
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par exemple une loi de Poissorn, on dit aussi gue X est une variable de
Poisson.

Définition 5.1. Soit X est une wvartable aléetoire ¢ valeurs dans £ = R,
définie sur un espace fini ou dénombrable ). On appelle espérance, ouw
espérance mathématique, de X le nombre

E(X) =} X(wpa,

lorsqu’il est bien défini : c’est le cas =i ) est fini; lest qussi le cas,
lorsque Q est infini dénombrable, si lo série ci-dessus est absolument
convergente, ou si X{w) 2 O powr tout w (dans ce dernier cas on peut
avoir BE(X) = +oc).

La motivation de cette définition vient de approche par les fré-

quences : si on répéte n fois Uexpérience et si on note Xy...., X, les
valenrs snccessives ohtenues pour X. un calcul simple montre que la

moyenne empirigue (X + - 4+ Xp) vaut 3 o X(w) fr{{w}). et done
« copverge » vers la quantité E(X) définie ci-dessus (au moius s £ est
fini},

Notons L' P'espace de toutes les variables aléatoires réelles qui ont
une espérance finie, Il est alors immédiat que :

(i} L' est un espace vectoriel, et la fonctionnelle espérance B est
linéaire.

{ii} La fonctionnelle espérance E est positive : 5si X ¢ £ et X > 0,
alors E(X) 2 0. Plus généralement si X, Y € £! et X € Y alars
E(X) € E(Y).

(iii) L' contient toutes les variables aléatoives bornées Si X = a, alors
E(X) =a.

(iv) 81 X € £', son espérance dépend seulement de sa loi, et si E est
I'image de § par X. on a

E(X)= Y jP(X=). (5.1}

JEE”

(Dans la formule de définition de E(X), appliquer la « sommation
par paquets », propriété S6 du chapitre précedent, avec les
« paguets » A; = {w : X(w) = j}, en remarquant que Zwe% Pu =
X =7))

(v} Si X = 14 est lindicatrice d™un événement A, on a E(X} = P(A).
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Théortame 5.1, Soit h - B — [0, 0c] une fonction positive et X une wo-
riable aléatoire réelle. On a olors

. E(h(X}
P({w : h(X{w)) 2 a}) < %2
potr toub a > 0.

Preuve. Comme X est une variable aléatoire. il en est de méme de Y =
(X} soit

\\‘!

A=Y HWa, ) = {w: AXW) = a} = {A(X) 2 a}.
(na h(X) 2 ala, done
E(h(X)) 2 E{ala) = aB(la) = aP{A)

ot le résultat suif. [ |

Corollaire 5.1. (Inégalité de Markov.) On o

E(XD

P{IXl Zza) < =

Prenve. Prendre i) = |z| dans le théoréme 5.1. [ |

Pour bien comprendre la définition suivante, on remarquera que si
e X est une variable aléatoive réelle on a |X| < 1 + X2, de sorte que sl
X? est dans £' alors X est aussi dans £1 (cela sera un résultat général
pour les variables réelles, voiv le théoreme 9.3).

Définition 5.2. Sott X une variable aléatoire réelle telle que X2 soit dans
£Y. On appelle variance de X le nombre

o' =gl = B{((X —EX))?).
L'écart-tvpe de X, soit ox, est la racine corrée positive de la variance.
La motivation essentielle pour introduire Pécart-type est Je fait qu'il est
comparable A la variable X elle-méme, an sens de la « dimension » ; s
X est par exemple une longueur. alors 0’)2( représente une surface. tandis
que ox représente 4 nouveal une lougueur,

i 4 = E{X) représente 'cspérance de X, on moyenne comme on
l'appelle souvent, alors E(}X~ E(X}[) = E(|X —p|) représente la moyenne
de Pécart entre X et sa moyenne ; cette quantité mesure donc comment X
differe de sa moyenne. La variance est la movenne du carré de I'écart entre
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X et sa moyenne : par rapport & E{|X ~ ]} cela diminue 'importance
des « petits » écarts et angmente Pimportance des grands. Cependant la
variance est en général (beancoup) plus facile & calculer que E(|X — pf)
(voir par exemple l'exercice 11.) Ainsi, lo variance peut également étre
cangue cormine nne mesure de la variahilité de 1a variable aléatoire X.

Corollaire 5.2. (Inégalités de Bienaymé-Chebyshev.) $i X? est dans £!,
on @ )

‘ X

@ P(X|za) < E%Q—l pour a > 0,

('."2-

(L) PX-E(X) 2 a) < a—;;‘ pour a > 0.

Preuve, Pour (a), on applique le théoréme 5.1 avec h(z) = «*, ce qui
donne

.. B(X?
P(IX| 2z a)=Ph(X) 2 (az ).
Pour (b), on applique (a} 4 la variable Y = | X — E(X)|. [ |

Exemples.

1) X est de Poisson de paramétre A. Si A < N, on a
7

P(Xe€A)=) PX *j):z%e"’\.

JEA JEA

L'espérance de X est

o) ™

. . AN
BX) =} JPX=j) =} e
Py S=0
— MU ALA
A;(jl)'e Aete A

2} X est de Bernoulli, i.e. elle prend seulement les deux valeurs 1 et 0
avec les probabilités respectives p et ¢ = 1 — p {avec p € [0,1]).
Alors

EX)=1PX=14+0P(X=0=1p+0g=p

3 X est, hinoruele B(p, n), i.e. X peut prendre les valeurs 0. [, 2, n,
et
P(X = k) = Chp* (1 —p)" 7"
Supposons qu'on réalise n expériences successives pour une variable
de Bernowlli {avec le méme parametre p), en notant Y; le résultat



5. VARIABLES ALEATOIRES SUR UN ESPACE FINT OU DENOMBRABLE 33

5)

6)

de la i-ieme expérience. La somme X =Y +--. +Y,, est précisé-
ment une variable binomiale B(p,n} (cf. Pexemple 3 du chapitre
4). Donc

E(X)=E (Z“) = ZE(YJ = Zp = np.
i=1 j=1 i=t

Noter qu'on aurait aussi pu calculer E(X) algébrignement en uti-
lisant la définition :

E(X)= D iP(X = i) = D _iChp'(1 — p)*™,
i=0 =1

tnais ce calcnl n'est pas immédiat.

Supposons encore qu’on réalise des expériences de Bernoulli avec le
méme paramétre p, mais au lieu de fixer le nombre # d’expériences
@ priori, on s'arcéte des que le nombre de saceés (le nombre de fois
o Y vaut 1) atteint un entier fixé r = 1.

Soit 'abord X le nombre d'échecs avant le premier succes (i.e.
r = 1). Dans ce cas X suit une {0¢ geomeétrique de parameétre 1 —p :

P(X=k)=(1-pFp, k=0123,...
et on a

E(X) = D kP(X = k) = > _kp(1 ~p)* = p(1 ~p)=5 = e
k=0 k=0 d P

Dans la méme situation que ci-dessus, X est maintenant le nomibre
d’échecs avant le r-idme sucees, avec r = 1. Cette variable X suit
une loj de Pascal, ou loi binomiale négative, de parametres r et p :

P(X'::j CJJrr 1P (lip)J! .=051523""

Noter que dans ce cas X = Zz.;l Z;. on les Z; sont des variables
géométriques de parameétre p. Par snite

E(X) = ZE 1pp)

Une loi fréquemment rencontrée en sciences soclales est la lot de
Pareta, ou lot Zéta. Une variable aléatoire X suit cette loi si elle
prend ses valeurs dans N* et vérifie

PX==c—F

=123
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pour nu parametre fixé o > (. La constante ¢ est telle que
(’2?11 FI?J— = 1. La fonction

1
-y
k=1

est appelée fonction Zéto de Riemann, et elle est tabulée. On a
, L 1 , i
done ¢ = 7747y, et on peut écrire

s>1,

1 1

PR e

On pent facilement calculer espérance :

o0 o0

. e 1 7
EX) =Y jP(X =4) = :
(X) EJ (X=4) C(O.Jrl);jaﬂ
R TR Y TS ).
TS et )

Noter que cette espérance est infinie si 0 < o £ 1, et finje si o > 1.

7) On dit que la variable X est uniforme sur {1,2,...,n} si sa loi est
la. loi unifornie sur cet ensemble fini, ¢ r—»stra—due si

. 1 .
P(X=jj=<. =12 n
2
Comme Y/, i = "(”;1), on voit que
™
~ . o on{n+1) w4l
=2 P ‘ﬂ‘z?—:*Z I==yE T
i=l1 i=1 J=1

Exercices

1. 8i ¢ :[0,20[— [0,00] est strictement croissante, montrer que

< Ela(Xp)

P(IX] > )

pour a > 0.
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-1

10.

11,

12*

14.

Sih:R — [0, a] montrer que pour 0 € u < & on a

- Eh(X)) —a
P(A(X) > a) > 0K —a

a—a
Mountrer que ¢% = E(X?) — E(X)? si les deux espérances existent
et sont finies. *
Montrer que BE(X)? < E(X?) si les deux espérances existent.
Montrer que 0% = BE(X(X — 1)) + ux — u%, st px = B(X) et si
toutes les espérances existent et sont finies.
Soit X binomiale B{p, n). Quelle valeur de 7 maximise ’expression
P(X = j) 7 {Indication : Calculer %ﬁ%.] [Rép. = [{n 4 1)pl, olt
[x] est la « partie entiere » de z.]
Avec X est comme ci-dessus, calculer la probabilité pour que X
soit pair. [Rép. : 5(1+ {1 — 2p)™).]

. Soit X,, binomiale B{p,,n}, avec A\ = np, constant. Soit A, =

{X, = 1}, et soit Y une variable de Poisson de parametre ().
Montrer que limp—n P(Xy = J [ An) =P(Y = 4|Y 2 1).

. Soit X une variable de Poisson de paramitre ). Quelle valeur de §

maximise P(X = j) 7 [Voir I'exercice 6. Rép. : [A].]

Avec X comime ci-dessus, pour j > 0 fixé, quelle valeur de A\ maxi-

mise P(X = 7)7? [Rép. : 7]

Avec X comme ci-dessus, et si A est un entier, montrer que
. 223t

E(X-Al)= 77—
(X-A) =515

Soit X binomiale B{p, n). Montrer que pour tous A > 0 et & > 0

on a

et que g% = A

P(X — np > ne) < E(exp(A(X - np — ne))).

. Soit X,, binomiale B{p,n). Montrer que pour tout b > 0 fixé on a

P(X, €6} — 0 quand n — oo,

Soit X, binomiale B(p, n). Montrer que

7

et que P{|X,, —np| € ng) — 1 pour tout £ > 0 quand n — .

Xn
P

> a) < Mmin{\/p(l——p),a\/ﬁ},

ain
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15 Soit X, binomiale B L/2, 2m) avee e entier, et sojt

1
alw by = = —TP(X =m+ )

Tt

e

Montrer gue i, le{w k) = e ™

V6. Soit X géomdtrigue. Monteer qne st 4,7 = honaP{X > i+ X >
iy = PUX o= )
17, Soit X glomdétrique de parainctre p. Montrer que
. 0 . .
‘ (}TK) = mg((l —-p)r 7L
180 On jotte plusieurs fois de suite et indénpendamment ane pitie de
monnaie, a probabilité de tomber sur « pile » étant p. Teemver
A o probabilite de we pas avoir de o face » i conws des i prec
miors jets:
B probabilité dobtenis « [oee » pour la premicre fois wu n-
e jet

Pespérance du nombre de jers fnsgqu’a la premiérs oblentioy
de «face ». [Rép. + v ]
19, Btant donnée ime suite quelcongue d'événemonts (A, 3, o monrer

que
) N oK
L(Z ta ) =5 P(AL,

Ln=3

G}

(o Ctant nne videvr passible ponr clucin des momnbres de cette
Conation).

20051 X premd ses vadetrs dous T montrer que

R{X) = Z PIX >0}

1=
21 Seit X une variable de Poisson de parametre A, Montrer que pour
r=2.038,4,... ona
E{X(X =0 N~k b)) = A
2. Soit X une variable géomctrigue de poaranetre po Moutrer gue ponr
r=123 ..., 00a
rh

E(X(xfl)m:xnmu)):ms.



Chapitre 6

Construction d'une mesure de

probabilité

Dans ce ehapitre £2 est un espace Lotalement gueleongite, ng dline
b AL e couple ($,.A4) estoappeld mu espree mesurable. Nous nous
proposons de eonstrnire, on de cavactérizer, nue mesure de probabilite
A {on dit anssi, say (€2..A4)) b partiv de In connaissanee des prohabi-
Aues PLAY pour fes éavenements A appartenant 4 nie cortaine sous-elasse
do AL quran sitoetat étee «anssi pekite que possthle » Chiand € est b
o depombrable nous avons v que ¢était ane chose shimple a realiser,
Jopartiv pac exemple de la probabilité p, = P{w]}] des singlotons, Mais
dans e cas général T méme méthode ve marche pliss @ une probahilite
< tvpigque » I ovérifiers P({w}) = 0 pour toul w et done les nomhres
P{{wt) ne caractérisent pas P

Uows consiruire P il convient d'abord de préciser les ingecdients de
Hase. Onoverra dans des cas « conerets - of notanunent an chapitre soie
vaub, quiil o<t sonvent aisé de constrnire nne « prababililé » sor e
algtbre gqui enegendre Lo tribu A, ot le problene qir’on e pose ci-dessons
vst Pextension de celte probabilité o Ty tyiln elle-nncme.

Solt done nue alpéhre Ag gni eneetidre o Lribu A, o nne prahabilice
st Ay copor 1 onentend une Tanetion T Ay 0 001 i sanisGiit

LRy =1,

2. Ler-aedditiviee.) Ponr tonte snive (A, ) déléments de Ag deux i dens

disjoiuts ol telle que U,;, A, Ag.ona (U, A,) — Z” PUAL).

Théortme 6.1, Toule probabilité 1* définde sur une algibre Ag admel e
mique eefension (notee aussi D)6 e febe A = a{Ap).

I iniporte de somtligner qid'on ne pet en général pas étendre la pro-
habilité ¥ 3 Ja tribu 2% de tontes leg parties de @ 41 plesiste pos de
probabilite sur cette tribn gnd colncide avee P sar 4.

Nous allons démonerer ci-dessaus ariceité s quant a exislotee. as-
sez ditficile, nans venvoyvons A Tun des nowbreonx Bereg de théorie de la
mesure. par exemple [18], [4] ou (260 Nones devons dCabord dtabliv iy
resultat Tres weile dans de nombrens conlextes,
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Définition 6.1. Une clusse C de parties de £ est stable par intersection
si pour tous ABeC ona ANB el fetalors, st Ay....,A, €C. on«a
AinAs 0 N AL & C pour noarbitraive fini ),

Une clusse O est stable par limite croissante si pour toute suite
croissante Ay € Ay € Az C - C A, C - d¥léments de C on e
Uno A eC.

U'ne closse C est stable par différence s¢ pour tous AB £ C avec
AcBona B\AECC,

Théoréme 6.2, (Théor2me des classes monotones.) Soit C une clpsse de
parties de $1, stable par intersection et confenant ). Sait D la plus petite
classe contenant C et stable pur limite croissante ef por différence. Alovs
D =a(C}.

Preuve. Remarquons d’abord que l'intersection d'une famille queiconque
de classes qui sont stables par limite croissante et par différence est une
classe également stable par limite croissante et par différence. Alnsi.
en prenant Uintersection de toutes les classes ayant ces propriéfés et
contenant C on voit qu'il existe une plus petite classe contenant C et
stable par lhnite croigsante et par différence.

Pour tout B € 0 notons Dy la classe de toutes les parties A vérifiant
A € Det ANB € D. Etant donuées les propriétés de D, on voit facilement
que Dg est stable par limite croissante et par ditférence.

S0it Bel: pour chagur Ce ConaBNCeC CDet CeD, donc
C € Dp. Parsuite € C g © D. Done D = Dy, grace aux propriciés de
D et de Dg.

Maintenant, soit B dans D. Pour chagque C € C on a B € T, et
& cause de ce gui précéde il vient BN C £ D, done C £ Dy, douc

CC Dy D, done D = Dg,

Comme D = Dy pour tout B € T, on conclut que D est stable par
intersection. De plus 2 € D, et D est stable par différence, donc aussi
par complémentation. Comme T est aussi stable par limite croissante,
il s'ensuit que D est une tribu, et ¢’est clairement la plus petite tribu
contenant C. | |

La preuve de 'unicité dans le théoréine 6.1 est une conséquence imme-
dinte du corollaire 6.1 ci-dessons, qui est hui-méme une conséquence du
théoréme 6.2,

Corollaire 6.1. Sott P et ) deux prodabilités définies sur A. 51 P et
coincident sur wne classe & C A qui est stable par intersection. ef si
o(Cy = A, alors P = Q.

1. B Alésigne B AC
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Preuve. §} & A parce que A est une tribu. et comme P() = Q) = {
on peut supposer sans perte de généralité que Q2 £ C Soit B = {A ¢
A:P(A) = Q(A)}. Par définition d'une mesure de probabilité et par le
théoreme 2.3, B est stable par différence et, par limite croissante, De plus
B contient ¢ par Iypothese. Par suite, comme o{C} = A.ona 5 = A
par application du théoréme des classes monotones 6.2. ]

Tl existe une version du théoréme 6.2 pour les fonctions, Nous ne
I"utiliserons pas dans ce livre, mais ¢'est un théoreme qui est utile pour
de nombreuses applications et nous allons 'énoncer sans démonsiration,
et en anticipant sur le chapitre & pour la notion de fonction mesurable :
le lceteur pourra trouver une preuve dans [18] ou [22]. Si M une classe
de fonctions de © dans |, on note o(M) la plus petite des tribus de O
qui rendent toutes les fonctions de M mesurables.

Théoréme 6.3. (Théoréme des classes monotones.) Soit A une classe
de fonctions bornées de © dans R, Suppesons que M soil stable pur
multiplication : f g € M impliquent fg € M. Soit A = a{M) (la plus
petite triby rendant toutes les fonctions de M mesurables). Soit enfin H
un espace vectoriel de fonctions, contenant M. 5T H conticnt les fone-
tons constantes et est stable par limite croissantc (i.e. 51 les (fi, )z sont
des fonctions de H telles que 0 fi S fos fa -, et si f = nlgrgo I

est hornee, alors f & H). Alors H conticni toutes les fonctions bornées
A-mesurables.

Si en générat on ne peut pas étendre la probabilité P sur la tribu A4
& la tribu de toutes les parties de {2, on peut néanmoins I'étendre a une
tribin un peu plus grande que A. Clest Pobjet de [a fin de ce chapitre,

Définition 6.2. Soit P une probabilite sur A. Un ensemble négligeable
pour P est une partie A de 2 telle qu’il existe yn élément B de A vérifiant
ACBeetP(B)=0.

On dit qu'unc propriété est vraie presque sirement (en abrégé : p.s.)
si etle est vraie en dehors d’un ensemble négligeable ; cette notion dépend
bien sur de la probabilité, de sorte qu'on dit parfuis P-presgne strement.
ou P-p.s,

Les enzembles négligeables ne sont pas nécessairement dans 4. Néan-
moins il est naturel de leur affecter unc probabilité nulle, et on peut
méme étendre la probabilité & la tribu engendrée par A ot les ensembles
P-négligeables. CMest ce qu’on fait daps le théoréme suivant, gqui ne sera
pas utilisé dans la suite,

Théoréme 6.4. Soit P une probabilite sur A ¢t N la classe de tous les
ensembles P-uégligeadles. Alors A" = {AUN: A € AN & N} est une
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tribu, appelée P-complétion de A. C'est la plus pelste tribu contenant A
et N, et P s'étend de maniére unique en une probabilité (notée aussi P)
sur A, en posant PLAUN) = P(A) pour Ac AetNe N,

Preuve. L'unicité de 'extension, si elle existe, est triviale; de méme,
comme ) appartient & A et & A le fait qne A’ si ¢’est une tribu, soit
la plus petite tribu contenaut A et A est trivial. 1 nous suffit done
de montrer que A’ est une tribu et que si on pose Q{B) = P(A) pour
B=AUN (avec A € Adet N &€ N}, alors Q(B) ne dépend pas de la
décomposition B = A UN et  est une probabilité sue A’

D’abard, {t & 4 C A et on a déja vu que B € A4’ Ensnite comme A
et N sont stables par les unions dénombrables (pour vérifier ceci pour
A, utiliser Vexercice 16 du chapitre 23, A’ 'est également. Soit B =
AUNe A avec A e det Ne N Tl existe C € A avec P(C) = 0 et
N ¢ C. Posoms A’ = AN C° (qui est dams A) et N' =N AN C {qui
est contenu dans C et qui done appartient & V) ; comme B = A’ UN’,
on a B &£ A, et A’ est stable par complémentation : ainsi, A’ est une
tribu.

Supposons maintenant gue A UN; = AoUNs avec A; € Aet N; € A
La différence syvmétrique AjAA> = (A; N AS) U AT M Ay) est contenue
dans Ny 1Nz, lui-méme contenu dans un élément C de A de probabilité
nulle : par suite P{A;) = P{A2), ce qui montre que Q est défini sans
ambiguité, et coineide de maniére évidente avec P sur 4. Enfin le fait
que € soit une probabilité sur A’ est & pen prés évident. N



Chapitre 7

Probabilités sur R et fonctions de
répartition

Dans ce chapitre nous traitons un cas particulier — concret — du
probléme exposé au chapifre précédent, & saveir la caractérisation d'une
probabilité P & partir des P{A) pour une classe aussi petite que possible
d’événements A. On suppose que ¢! = R, et on munit cet espace de la
tribu borélienne B {¢’est-d-dire B = (O), ot O désigne la classe de tous
les ouverts de R).

Définition 7.1. 5i P est une probabilite sur (R, B}, sa fonction de répar-

tition est lo fonction
{7.1)

Théoréme 7.1. La fonction de répartition I caractérise ln probabilité.

-

F{z) = P(] — o0, )

Prenve. Nous voulons montrer que si () est une antre probabilité suy
{k, B), de fonction de répartition

G{z) = Q] —o0,2])

et 8l F =G, alors P = Q.

Soit d’abord By la classe de toutes les unions finies disjointes d’inter-
valles de la forme [z y], avec —o0 < 7 € y € 400 (avee la convention
que |z, o] = ]z, c0f; noter aussi que |z, y] = @ si z = y). 1l est facile de
vérifier que By est une algebre. De plus tout intervalle cuvert Ja, b[ s’écrit
Ja, b =12 _gla,b—1] pour un N assez grand, de sorte que 0 (By) contient
tous les intervalles ouverts. Comme tout ouvert de R est une réunion dé-
nombrable d'intervalles cuverts et comme B est la tribu engendrée par
les ouverts, on en déduit que 5(Bq) 2 B. Enfin (i Ja,b + £ = a, 8],
done By C B et par suite B = og(5p).

La relation {7.1} impligue

P(le.y]y = Fly) — F(z),
et si A & By g'éerit

A= | Jzw),  avee y <7,

1 €ign



b T OFEOBADRIULEES St BohL PONCTIONS D GFRARTIVION

as P(A) = Py = Ul it Conime G = F, QAL ext donnd
par 1o meme exvpression © par siite QA = POA) ponr toide A = By

..._4|"L- J‘{

of de théarcme 61 impligne gne P o= 0 = B, Le. P el (3 sont 1n meme
probabiiite. =

Lasignification do théarime 7.1 et e la probabilicé st entidremoent
connne s1ooir connalt sewlement Foooo pent done en principe retromver
PLAY ponr w'importe aquel horéhien A partic de b fonction F {déterminer
wrxpliciiement - PLAT en fimction de Foest nne toat aatre chose 1)

MMest done impartant de ssvolr caractériser los lonetions F aud sont des
fanclions de eéperrtition : cela pervet on principe de cavacidviser foufes
ics pronabiites suy Boer eola it Fobjet du thidoremne suivant, (Rappelons
gqunne fonction [ est continne & drofe si limy,,, Fly) = () ponr tout
T e J«)

Théortmae 7.2. [ue fonclion B oesl la fonetion do cepartition o wne (-
gue} probahilebs’ sur (B BV a0 of sewlement seoefle vepihe ies bros poro-
POREES spinaaties
D) F esi cvomssanibe (wa scns lorye)
010 sl continne & drotle
i) Vi Pty =0 bl g o Bl =1

Preuve, Snpposons gue Fosoit la fonetion de sépactition de s probabi-
it PSSy oo a o] ey done Bt = P - o)) =
Pl o, u)) = Fly) ot on o (1), Ensuite, soft @, nne saite de réels
decioisal vers o Oy o ﬂ,!:IJ ot = oot et o smite inter-
valles {J—ac 2, ]2 = 1} est décroissantae. Done Pf]—ae, o)) = Py -
o tal) =, oo P —noa, ) dCapras e théoramne 2.3, of onon (i), De
fdme maniere le théoreme 2.3 nomg donue (i),

lversotnent, w‘nppm‘mm aqiton wii (1), ) et {33 BEn oaecord aver

. o0 pose o) = Dol Fltoo) = } Introdirizons Inoweme algcbre
By qno dang 1,| preave du théoreme 7.1 Défindssons ensuite fa tonetion
DBy = [0 commne snit s POY = 0 etoponr A = UL e ] svee

R T R e o

PlAY = L F (= Fle 0.

L.;,-ﬂh

{(Naler aue la repregentation de charque A < By etalessus est andgne, La
condition (i) eolrame PORY = 11 vons veste & owondrer gque Poest ine
prpbhabilite sur BBy dans ce cas. Lo théortme G mpigueca que I oadmet
wne migoe extension & s tribo B dout Ta fonetion de répartition cst
irivialement Fooer le easaltat sera ddmautye.
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H nons reste done & montrer 1o m-additivite de P osar By @ ponr tonte

autter (AL T By denserahles denss Sedetrx disjainés, Lels que U AV
By, alors J-’(\U%_‘ A1 = ‘T;:_ -\,,), Mais Talditivite de P bll| By
fo. PA D) = P(A) (H) AND =W AB £ Byl est oune

CONSCqUEIeD i]l]tllf‘(l],if.{-' rl( la d¢ ]"[r'tlf.IDl’: de oot e théoreme 2.4 donne
plusieurs cotditions cquivalentes ponme qninige wesure « additive » sur nne
fribn st m-ndditive, T est imneedint de vérior gque ces comditions restent
valubles sioon reuplace T terbn por nne abgnbre @ par snjte. 1 nm:.s‘ ~1iti
de montrer gque da conditing (11) est vérifiée, apirement dit gque sl A, & By
o Ay, décraissant vers B ators PrA,,) -0

Liickir de fa prenve consinte, potr ehngee 5 BHERE, v entist maine tie
suite doctobsgante dCensendles By, de By tels gque By, © A, ot P(A,
P(B,) < = ot que les B, soient compacts @ comwme (YA, = o a

NG, =W et doue B, = & paur passez grand,
St done Ay, € L”u enttnne Cl-dessus. Chague A s

A . LRI T
iy, = U IEN A

(B

| weryt

vy e, Bait o e 0 Par i) i existe anonembre o ted gae

Flozye set D —F) <20 Powr chagque soet ¢ il exigte af C]lz:j",y’”] el
ane Fla™) — Ve <0 oo grace i (31). Powans alors

B, = U terarta] sl Be= ()0,

Vil b, RSN

Un remagne que BY < By ot B C AL done B, € By et By 0 A

H
falemment. Do phis A AB, < U, (A0D] ) par suite
DAL~ PB) < Pl -2z 21+ Z P(An\B, )N ] 2 2])
= |
v Pl - Z \ Pem ol
P(=2) +1 - Flz) + Z Z{F(up'; BEOY
LU R
SIS (7.2)

Deoplus B, © A, (o1t B, ost I formiensue de B0 done la suite dis
G, i est déeraissante. est intersection vide par by pathese. Bnfin
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B. C [z, z], done chaque B, est un ensemble compact. Une propriété
cdes compacts, connue sous le nom de « propriété d'intersection finje»',
est que si Pintersection d’une infinité de compacts est vide, il existe une
sous-famille finie parmi ces compacts qui est déja d'intersection vide : la
suite de compacts By, décroissant vers @, il s'ensuit qu’il existe na n tel
que By, = 0, done a fortiori B, = 0 et P(B,) = 0, pour tout » = m.
Donc
P(A,)=P(A,) —P(B,) <3

par {7.2), si n 2 m. Comme £ est arbitraire, on en déduit que P(A,) | 0.

(Noter que cette démonstration — plutét longue — deviendrait pros-
que triviale si la suite k&, ci-dessns était bornée: mais, bien que les A,
décroissent vers ), la suite &, tend typiquement vets infinil). ]

Proposition 7.1. Soit F la fonction de répertition de la probabilité P sur
R. En notant F(z—) la hmite & geuche de F au point © (qui existe
puisque F est croissante}, pour tous r <y o ¢
(I) P(]J:y yJ = F(y) - F{"I:}:

(it) P(la.y]) = Fly) - Flr=),

(i) P(iz.y) = Fly-) - Flz-),

(iv) Par yl) = Fly—) - F(x),

(v) P({z}) = F(a} - F(z—),
el en parmcuher P({x}) = 0 pour toul x si et seulement si la fonction F
est continue.

Preuve. (i) a déja été montré. Pour (ii) on écrit que

pat {i). Le membre de droite converge guand n — oo vers F(y) — F(x—)
par déiinition de la limite & gauche de F; quant an membre de gauche,
il converge vers P([x,y]) par application du théoréme 2.3 et par le fait
que la suite d'intervalles |o — 1 y] déeroit vers [z, y]. Les assertions (i),
{iv) et (v} se montrent de manidre analogue. ]

Exemples.
Considérons d’abord deux exemples généraux :

1. Voir par exemple (15, p. 81] ou (8],
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1. Si f est positive et Riemann-intégrable et ffooc flz)de = 1, la
fonetion Fx) = f_ fly)dy est la fonction e répartition d'nne
probahilité P sur R, L<1 fonction f est appelée sa densite. (Il n'est
pas vrai gque toute probabilité sur R admet une densité : en effet 'l
existe une densité 1a fonction F est continue. alors qu'il existe bean-
coup de fonctions de répartition discontinues, alnsi que le montre
I'exemnple suivant.)

2. Soit o € R. La «masse de Dirac» au point @ est la probabilite sur
R qui est donné par

P(A)_{ 1 siaw€ A,

0 sinon.

Sa fonction de répartition est

0 slr <o,
F(J')z{l sla =«

Dans les exemples 3 & 10 ci-dessous nous définissons la probabilité {ou
«loi») P sur R par sa densité f,; c’est-a-dire que nous définissons la
fonetion po‘;itive f d'intégrale 1, et la fonction de répartition F de P est
F(r) f' w)du. Dans chaque cas le lecteur vévifiera sisément que f
cst positive et d intégraic 1. On commet un léger abus de langage (habi-
tuel} en identifiant f avec la loi P correspondante, puisqu’elle détermine
cn fait de manitre unigque cette lol

L sia<a<h,
3 fle)=< b-ua est appelée la loi uniforme sur
0 sinoi,
(@, b]. Cette loi correspond a l'idée que « chaque poiut de [a,b] est
également vraisemblable » et elle est I'analogue « continu » de la loi
uniforme sur un ensemble d'entiers {p, p+1,..., ¢} ; elle correspond
& une densité constante sur U'intervalle considéré [, ).
. Be— o gz >0,
4. flz) = est appelée la lo? erponentielle de
0 i <0,
parametre 3 > 0. Cette loi est souvent utilisée powr modéliser la
durée de vie d'un objet qui ne « vieillit » pas : sachant que cette
durée de vie dépasse s. la probabilité conditionnelle pour qu'elle
dépasse s + 1 est la méme gie la probabilité a priori pour gu'elle
dépasse t. (Uest par exemple ce qui se passe (semble-t-il!) pour la
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La foneton gamma oat definic par Tro) — ] 77 e

TOUROBAKI LS SUR K BT PORCTIONS e R RT0N

durce Je vie des Tmnpes an néon @ s on ervoit e [n validite dlun
tel madele, 11 est alupide de remplacer un tbe an uéon e état de
nutrche par un tube peaf, Cette propricee de « non viedilissemaent -
caractérise en fall Lol exponentielle  vol les exercices 21 el 22
in chiapifre 9.
Il

fﬁ—{:;" bpmmde T
fla) = [{exy est appelée la lod gorina

1 IR | N
de paramerres a et Guee 0 a7 o eh U 7 e s T ldsine Ta
fonction sammma™. Cette Lol intervient dans diverges applications,
Un exemple en sl da Babilite @ s Péidment. essenticl dnye nmehine
A une dirde de vie vxponentiote de paranerre 30 on qugimente I
dnbilite en atockant oo- § picces Jde rechanee. L duvée de vie fotale
sutl sdors mee ol gama de parametyes (.95 {voir Uexercice 17
du elmpitre 15), Les Tois gamma onl aassi des relatious Stroites
avec Lol de Poission {voir Uexercice 22 oy chapitre 9) of avee Tes
bois duy hisdens (vole Cexemole 6 du chapitee 10),

i S AR Fr ey sy =),

flr) = ‘ ' est appelée la foi de

0 =1 ),

Weibudi e pavametres ooet Foavee 02 Lo ek 0 - el o).

Clette lof appirall conme une gendtalisationde bolot caoponeutintle,
dons e diveciion diflérente de celle des Joms gannma @ volr par
exemple Texercier 23 du chapitre &

e r)T 2 o appelée Ta o normale de pratametres

Geor)oavee o2 Koot 0 = o= o X, o i e Causs, o elle e
. i . ' . . . .
uates N{poa®y, Cette Bianlle de lois sera disentoe oudetad dung les
chapitres Hief 2] ce sout cortainement les lois tos plus hinportantes
en probahilités atusi quien statisbigue.
. P R P o .
Sotog, o) = - L T 2 densitd norniale oob i
\ e

des=nsy, Alors

[ .

. =i :_,.,:fh]{_;m) s 0,
fley = a

Y a2 ()
est appelfe a fo lognarirale, de prrametres (. 52)’ (avee 11 € R et

<o - 0t Cette Duanille de lois est ulilisée pour modeliser des,

gt Tdr a0 an g ) =

1
P — L0 8] e el B awee L convention 00 Loy (DY = /5
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1,

quantités aléatoires posifives, Ou les appelic ausst Iois de Galton-
MeAlister, on de Cobb-Donglas dans un coplexte ceonomiauie,

g3,
fley = o7 Temel et appelée b dor coponeninlle double e pa-
raaétres v ob F (avee o € B oet U 7 A oe), on wasst far de
Laplace.
. L 1 . . .
fley = esl appelée s fod de Cueuehy de pa-

NSNS
randtres o ot f (aver o € Rel 0« 9 < oo), Cotte famille de lois
est souvent 1l powr fournir des coutre-cxeruples en theorie des
prohahilités, of a Mé mtroduite Lisroriguement ponr cette raison
précise ' in Tt guielle présente des guines < &paisses s, Blle esl,
ntilisee e mceanique ot en éectricite,

Exercices des chapitres 6 et 7

A

Soit (A0, une suite ddvénesents Jeux & deax disjoioes sar oy
espace de prabahilicd (02,4 Pi Blouteer que lim,, o PEA, ) — (O
Soit (A 100 noe umille dévénctents deux b denx disjoluts sur
un cepace de probabiling (Q, A P Mo ver gne 51 PPEALT D pone
tout 7 ¢ B.oalors lensemble dindices B oest fing on dénotnbratile.

Montrer que le nmxinnun e 1a densite do T dor gamma est agteint

ponr e = T larsque o 3 L
Montrer e Leomaximm de bn densitd de T Iod Qe Wbl ewr
]
. 3 .
aftemt pone s — ."(":-'- Y dorsgue a1
Bontrer cue fe maxinnin de Ja densild de la lol nevinale est attelnt
DOUL & = jt.
Moentrer gne e maximim de b densiid de Ja im loznorinale est

altemnt pour &= 4 7,

Montrer gue le naxinniny de baodlensibe doe Iy o exponenticdio
double ost atteint poar o — .

NMontvey gbee fog ok eann of do Weibll contisnnent connne cas
parfienher Lo lob exponentielle.

oo I2n gl Poisson utilisa cos lois Jdes 1824 pony exhiber nu cas 01 le Lhéneene-liariie

ventral (ef. chapitre 217 et fany Plus tard cee o ant joand an pale cential dlong une

Poedemingne entre o by ot Bienavme Fon e e,
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9, Montrer gque les densités unitorme, normale. exponeutiolle donlbile
et Canchiy sont symétriqnes par rapport & point gn'on détermi-
e

HE Une lof est dive undimadale siclle admet gue densivé ayant et
seal maximom (un « wode » est un maximmn de la donsité, ou ponr
cortains autens nn maxinuin loca]l de la densité). Maontrer gque
iex lots nonnale, exponenticlle. expoucntielle doyble. de Canehy,
gatmua, de Weilmll ot lognormale sont inimodales,

11, Soit P une probabilité sur B adinettant une densité £, Monirer que
PU{rh) = 0 ponr tout 2.

12, Sait P oeomie ding Vexercice L Montrer que <1 B est e partic
Aote on déuomlrable de B alors B oest s bordlien of P{B) -

1 S0il P et I3 connne dans Vexercice 120 Soit A in borélien vérifiant
P(A) = L. Moabrer que AUD estun bovélien ot qne PIAUB) -~ 2,

11 Sail A, Ancoos e smite dlensembles négligenhles Monwrer

que B = [J 2, AL est ealement udgliveable,

Ly Soit X onne variable aléatoire définie sy espace dénonbrable.
Suppaosons qie - Montrer ¢ue Xo= § sanl pent-otre sur
e cpsemble wégligeable. Est-1 possible den conelure gque X
partout (Le. X = O porr tont w) ? MMép, » Non

HGF Soit ¥ e fonetion de vépartition. Montrer que F pend avolr une
minitd de pointr de discontinmté, mais que feonombre de cos points
erl an plus dénombirable.

7. Soit IF Ta fanction de vépartition dotnée par

{

1 1
o) + 5 5L q(WT' lame L)

ot P o probabilic admettant ¥ pour lonction de sépartition. Tron-
ver la proln;l‘lnﬂil‘d des évéuements siivants

;L) A== E' sL
R
b €= 53l
d) D= 0.2,
e} I= ],
153, Soit ta fopction 17 donnde par
Fle)— Y LIRS

it
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Montrer quie clest ba fonction de réparctition d une probahiliteé TP s
R, Trouver Te prababilitd des dvdrements smvantls -

ab A =[x
D) B =[xl
¢) €= {0},

d) D =i 40
oy B o= - 0,
£y G=]0,ncl.



Chapitre 8

Variables aléatoires

Dans le chapitre 5 nous avons consideérs des variables aléatoires dé-
finies sur un espace fini on dénombrable §2. Nous voulons maintenant,
considérer un cspace 2 quelconque, éventuellement uon dénombrable,
cet pspace dant muni dune tribn A d'événements et dune probahilité
P {sur A).

Comme nous Pavons vil au chapitre 1, une variable aléatoire est une
apphication X de 0 dans un autre espace F. Nous cherchions en premier
licn & déterminer la probabilité ponr que X appartienne a une partie
domnée A de F o clest-d-dire, la probabilité de la partic {X € A} =
WHA) = {w: X(w) € A} (trois manitres équivalentes d’écrire la méme
chosc, la premiére étant la plus parlante). Pour cela, il faut évidemment
aque I'ensemble {X € A} soit dang la tribu A, ce qui o prioert n'est pas
vral pour une partie arbitraire A de F. Cela motive la definition suivante.

Définition 8.1.  (a} Soit (B, &) et (F,7F) deuw espaces mesurables. Une
fonction X+ B — ¥ est appelée mesurable (velativement our tribus
E et F)si X7HA) € & pour tout A £ F. (On éorit aussi X~H{F) C
£ woiy Pexzercrce 1 du chapitre 9.)
(bY 87 (E.£) = (12,4}, une fonction mesurable X est appelée une va-
riable aléatoire fen abrdgé @ ra.)
(¢) Quand T =R (resp. T = R}, on prend cn général pour F lu tribu
borélienne B de B f{resp. B de RY) ¢ sauf mention contraire, ce
serg toujours e cas dans lo suite.

Théoréme 8.1. Soit C wne classe de parties de F telle que a(C) = F.
Ppur gu'une applicetion X de B dans F soil wesurabie (relativement aux
iribus £ et F). dl faut et d suffib que X—HC) € &, cest-a-dire X " Y(C) € &
pour tout C € C.

Preuve. La condition nécessaire est évidente. Pour la condition sufli-
sante, supposons que X~ (C) € £ pour tout (! € C. Posons D = {A €
Fi: X YAYe &Y OnaC C D par hypothese et, comme X' (|, An) =
Uy X1 AR XU, A) = M, X7HAL) et XTAS) — (X' {A)E. ou

en d'nutres termes XU o conumute » avec les réunions dénombrables, les
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intersections dénombrables et 1o passage au complémentaire, on voit gque
D est aussi une teibm. Done D D #{C) et aussi F 2 D. Cornme F = o(()
on conclut que F = D, ce qui Jdonue le résultat, "]

Un cas particulier du théoréme précédent permet de caractériser de
manitre particulicrement simple les v.a. a valeurs réelles (ie. guand F =

R}

Corollaive 8.1, Soit ([F.F) = (R.B) et X et X, des upplicatians de B,
espice munt de 1o tribu £, duns ¥,

{a) X est mesurable si el seulement 5 (X < a} = {w: X(w) € a} =
X=H] —oc,0)) € € pour tout a € R, ou méme si et seqlement si
(X< al e pour tout o € Q1

(b)) Siles Xy, sont loutes mesurables, los fonciions sup, X, wf, X,,.
Wmsup, L. X, 6t imind, o X, sont toutes mesurables.

(c) 8iles Xy, sonl loutes mesurables et st X,y converge simplement vers
X. ulwrs X est mesurable.

Preuve. (a} D’aprés le théoréme 2.1 on sait que B = a(C) = a(C'), ob
C={]-x,al;a e BletC' = {]—=,a];a € Q) N suffit alors ' appliquer
le théorome 2.1.

(1) Comme X,, est mesurable, {X,, € u} £ & Donc {sup, X, € a} =
N, {X. < a} € € pour tout a, et sup, X, est mesurable par (a). De
maniere analogue {inf, X, < o} = (N, {Xn 2 a})° € & et douc inf,, X,
est mesurable. On a limsup, X, = inf, sup,,s, X, = inf, Y, ol
Y, =sup,, ., Xy On vient de voir que chaque Y, ost mesurable et done
que inf, Y, est aussi mesurable : done limsup,, . X, est mesurable. De
maniére analogue liminf, . X,, =sp,, infry, X, est mesurable,

(¢} Si X,, — X stmplement, on a X = limsup,, o X, = iminf, oo X,
et la mesurabilité de X se déduit de (b). ]

Théoréme 8.2. Soit X mesuradle de (E £) dans (F_F). et soit Y mesu-
rable de (B, F) dous (G, G) ; elors la composee Y o X est mesurable de
(B, &) dans (G,G).

Preuave. Soit A ¢ G. Ona (YoX)7'(A) = X' (Y H{A)). Comme Y est
mesurable, B = Y~}(4) € F. Comme X cst mestirable, X" U{B)C £, W

Un espace topologigue st un enscemble F muni d'une faille d’on-
verts'. Cotte famille d’ouverts est aussi appelée la topologic de F. La

1. Une - famille d'ouverts » est une [amille de sons-ensembles qui est stable par
rsunion quelconque et part intersection finie, et qui contient ensemble F tout entier
et l'ensemble vide @.
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définition d'une application conlinue cst alors la suivante : étant donnés
denx espoces topologiques (B ) ot (F.V) (ot I ot 3 sont les familles
d'ouverts de E et F respectivencnt]), wlors une application f 2 E — F est
continue si [~H{A) € U pour tout A € V (cest-d-dive i f-1(V) C U). La
tribu, boréhenne, on de Borel, d'un espace topologigne (E L) est a{ld) :
lorsque E = R, on retrouve la tribu B introduite avant le théordue 2.1
i chapitre 2. (La famille des coseinbles onverts nest pas clle-inéme
nne tribu, car elle n'est pas stable par intersection dénombrable, ni par
compiémentation. )

Théoréme 8.3. Soit (E,14) ef (F.V) deur espaces topologiques, ef soit €
et F lewrs {iibus boréliennes. Chague opplicalion continue X de F dans
F est olors mestwrable (on dit aussi que X est bordlienne).

Preuve. C'onume F = 7V}, d'aprés le théoréme 6.4 il suffit de montrer
que X1V ¢ £ Mais comme X est continue on a X~ '(V) C U, d'on le
résultat. -

Rappelons que si A est une partie de B son fndicatrice (ou - [onction
mdicatrice »), est délinie par

Lo} — 1 wixe A
ATV 0 sizdA
Aingi la fouction z +— La(r), dorite La, «indigue » s nn pednd, 2 appar-
tient ou non a ke partie A,
Théoréme B.4. Sost (F,F) = (R, B), et (E, &) un cspuce mesurable quel-
congue.

a) Une indicolrice 14 sur B esl mesurable 5i el senlement s A € £,

by SEX L Xy wont des fonctions réelles mesurables sur (B, 8 et
si foest wne fonctioa bordlienue réelie sur RP . alors (X1, X}
est mesurable.

c) St XY sont des fonctions réeltes mesurables sur (E. &), i en est
de e de X + Y. XY, X /Y (nne mameére concise 'érrire
max{X. Y}, XA Y (une wonmdre roncise d'éerive min(NCY3). et
XY (50Y nme s'anaule pas).

Preuve. (1) 3i B C R, on a

=
7.

i 0¢DB.1¢D0
A s 0g€B. 1B
si 0eB,1¢8B
si 0eB 1¢B

= >
woo

Le résultat oxt alors irmindediat.
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(b} La tribu borélienne B de B™ est enpendrée par les ensembles
H,L‘\\.n]—oo,u.t] : cecl se montre exactement de la méme manitre que le
théoreme 2.1, 81 X @ E — R™ désigne la fonction « vectorielle» X =
(Xi, o X, ona XTHT L] — oo ad]) = e {Xs € ) € €5 done
X est une application mesipable de (B, &) dans (R™, "), L'assertion
itesirée snit alors du théoréme 8.2,

(¢) Noter que la fonetion f) : R? +~ R donnée par fi(z,y) = 2 + ¥y
est continue, ainsi que les fonctions fo(z,y) = ay, fs(z.y) = x vy =
max{r.y} et fi{r 4} = 0~y = min{s, y). La fonction fs(z,y) =
est continue de R .. (R Y 10}) dans R. Done (¢} découle de (b) et
théoréme 8.3 {les fonctions continues sont borélicnnes). [ ]

£
1
u

Soit maintenant X une v.a. sur un espace de prohabilité (2,4, P). &
valeurs dans un espace mesirable (B, £). La lai de X est alars définie par

P(B) = P(X(B)) = (P X " )(B) = Pi{w: X(w)c})=P(XcB),

ponr tour B € £. Les quatre manitres (derire Py (I3) du coté droit sont
utilisées, mais la plus usuelle est

PyiBy=P(Xx = B).

ce qui évite de spécifier explicitcment Vespace (1 1 cet espace est en eflet,
souvent difficile & caractériser mathématiopemncnt, tandis git'on s'inté-
resse cn fait sealement & wne ou plusicurs v.a, définies sur cet espace.
Parfois on appelle ausst Py [7mage de P par X.

Comme X~' commute avec les réimions et les intersections {fuies,
dénombrables on infinies non dénombrablest), et comme X ~° (E) = (L
o1 a Jde maniere immeédiate :

Théoreme 8.5. La I Px de X est une mesure de probabilite sur (E.€).
Lorsgue X est une v.a. réelle, sa 1ol Py est une probabilité sur R, dont
on sait gqielle est entierement caractérisie par sa fonction de répartition :

Fuir) = Py(] - a0, ]y = PIX < 2.

La fonietion Fyx s'appelle la fonction de répartition de la v.o. X, Lorsque
Fyx admet une densité fx (e Fx{r) = ff,x Felyldy pour tout = € R},
on dit aussi que la fouction fx est la densite de la va. X,



Chapitre 9

Intégration par rapport & une mesure
de probabilité

Soit {£},.A, P} un espace de probabilité. Nous voulons définir 'espé-
rance, on ce qui est équivalent, « Pintégrale » d'unc v.a. réelle sur cet
espace. Nous avons déja {ait cola lorsgue Q0 est fini ou dénombrable.
mais le cas général est plus délieat.

Commengons par des cas particuliers.

Définition 9.1. a) Tne v.a. réelle X est appelde simple. ou étagde, si elle
ne prend gi'un mombre fini de wvaleurs, or qui reviend § dire gu’elle se
et sous la forme

n
X = Z(lilA“ (q-L)

i=1

oba, e Real Ay & A 1 <7 < n (Cette formule définit clairement une
v, cest-d-dire une fonction mesurable ; inversement si X est mesurable
et ne prewd que les valonrs ay, ... . a, clle se inet sous L forme (0.1) avec
A, = {X = a;}: unc v.a. simple a bien siir plusienrs représentations
différentes du type (9.1).)

L) 85 X est une v, simple, san espérance (ou ~ espérance mathéma-
fique », ou - mitégrale » par rappert 4 P) st e nombre

B(X) =Y aP(A;). (9.2)
=1

(On Véerit aussi [ X{w)P(dw). ow méme plus simplement [ X dD.)
U calowl élémentaire montre que B(X) ne dépend pas de lo repre-
sentution (9.1) chowie.

Soit, X, Y deux v.a. simples ot 5 un réel. On pout éerire X ot Y comme
danns (9.13, avece les mémes événcments A, qui forment une partition de
2, et avec les nombres a; pour X et b pow Y. Ainsi, 8X ot X + Y sout
cncore de la forme (9.1) avec les mémes A; et avec les nombres Jea, et
a; + b; respectivement. Done E(IX)BE(X) et E(X +Y) = E(X) + E(Y).

[ §
[ §
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Wt

ce qui signific gue Pespérance est lindaire sur I'espace vectoriel des voa.
(réclles) simples. Si de plus X & Y oon a a; < b ponr tout . done
E{X) & E(Y).

Ensuite, nous définissons espérance pour les v.a. positives. Le, les
v a valenrs dans [0, 00]. en incluant +oc comme valeur possible @ cofte
extension anodine est néeessaire pour certaing des résultats nltérienrs.
On pose alors

E{X) = snp{E(Y) : Y v.a. simple avec 0 < Y € X). (9.3)

Ce supreminm existe toujours dans [0, oc], Comne E(X) < E(Y) pour
des variables simples vérifiant (<& X € Y, il est clair que (9.3) ot (9.2)
coltteident lorsque X est shimple.

Noter gque E(X) = 0, ot qulon peut avoir E(X) = x, méme =i X ue
prendd one des valenrs finjes.

Finalement soit X nue v.a. réalle alitraire. Soit N7 = max(X, ()
et X7 = —min(X.0). Oua X=X - X7 et Xt oot X osont des v.a.
positives, et on a aussd | K| = Xt 4 X7,

Définition 9.2, (a) On dit qu'une v.a. X o wne cspérance finic {ou « est
inbegrable ) si B{XT) et B{X7) sont toutes dewa finies (on verra plus
tard que cela revient A dire que K([X]) est finie), Dans ce cus, son cspé-
ranee est le nombre

E(X) = B(X") - E(X7), (9.1

quon eorit ausst [ X{wldP(w) ou [ XdP. (S X =2 0ona X = (et
Xt = X, done, comme clairement E(0) = 0, cette définition coincide
avee (0.3)),

O node £V Pensemble de fouies les voa. réelles intégrables (pnrfois
LHEL AP pour duviter toute ambiguiic),

(h) Une voa. X admet une espérance st E(XT) et E{(X ") ne sont pas lous
dewr sumnadtapément infinis. Dans ce cas, son espérance est encore donnée
par (9.4}, avec les conventions £33 4+ a4 = 40C ef —00 4 (4 = -0 Ponr
o= R, (S X 20 cotte définition comncide eucore avee (9.3): noter que
st X admet une espdrance, an a E(X) € [—no, +2¢], et X st intéarable
i et serilement si son esperance cxiste ot est finie.)

Remarque. Lorsgue £ csl fini en dénombrable. on a done apparemnicnt
deux definitions différentes pour Pespérance dine voa, XL celle ci-dossus
ot celle du chapitre 5. Bien entendn ces deux définitions coincident :
il suffit de le vérifier pour les via. simples, et ponr celles-ci on ohsorve
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o)
=1

que les deux formules (9.2} avec A, = {X = g;} ot (5.1} sont en fait
ilentiques.

Le théoréme snivant priésente les propriftés les plus importantes de
Ia {onctionnelle espérance. La prenve des parties (d). (¢) ot (I} est dif-
licile ef pent &tre omise. Dans son énoncé, Passertion « X = Y presque
siirement », 0w en abrége « p.s.», signifie que U'événement {X #£ Y} est
négligeable, dest-d-dire que P(X # Y) = 0 ou de maniere équivalente
PX =Y) =1:de méme «X 2 Y ps » signifie P(X 2 Y) = 1, ¢t
« X, converge p.s, vers X » que Pensemble des w pour lesquels la suite
unmeériqie X, (w) ne converge pas vers X(w) est négligeable,

Théorome 9.1, (a) £ est un espare vecloviel ef Uespérance est une
forme lincaire sur LY, et anssi une foncfionnelle positive (ie., X 2
0= B{X} 20/, S5 deplus X et Y sont dewr voa. quee 0 S X €Y
etY € LY alors X € £ et E(X) € E(Y).

(L) X = £ sief seulement si |X| € LY, ou de maniére dquivalente si
E(IX|) < oo, ¢f dans ce cas [E{X)} < E(|X]). En particulier toute
v bornde est intégruble.

(¢) St X =Y presque sirement, alors E(X) = E(Y).

(d) (Théoréme de convergence monotone.) Siles v.a. X, soni positives
et s o swile (Xy) aroft pos. vers X alors limy,- o0 E(X,) = E(X)
(méme si B(X) = oc).

(¢) (Letmme de Fatouw.) Si les voa. Xy, verifient X, 2 Y ps., avee Y
integrable, les va, X, et liminf, o X, odmelftent wne espérance,
et on o Bliminf, . X)) € Hminf, . B(X,). Cela esf wrar en
porticalior st X, 2 0 p.s. pour fout 0.

(ty (Théoreme de convergence dovimdée de Lebesgque.) 83 les v X,
connergent p.s. vers X of £ |X,,| < Y p.os.opouwr fouf n, o0 Y est
une v.a. intégrable, alors X, ¢ L', X € L1, ¢ E(X,,) — E(X).

L'égalité p.s. ontre v.a. est clairement une relation d’éguivalence, et
denx v.a. équivalentes (i.e. p.s. égales) ocut la méme espérance : On peut
done détinir Pespace LY comme « £1 modulo cette relation d’équiva-
lence ». En dantres termes un élément de LY est une classe 4 équiva-
leuee, ¢ ext-d-dire ensemble de toules les va. qui sont p.s. dpales 4 une
v, partienliere. Vo {c) ei-dessus. on pent parler de « lespérance » de
votte classe déquivalence, qui est Uespérance e n'importe laguelle des
v.a. appartenant a cette classe. Comme de plus addition de denx v
et la multiplication ('une v.a. par une constante préservent I'égalite p.s.,
Pensemble L est aussi nn espace vectoriel. Par suite on commet abus



f’,-f‘% . IN TR CUION PAR RAPPOL ) A UNFE KEESURE DE FRODBAGI R

(anodin) didentitier une v.a, avee =a classe d'équivalenee, ot ou déerit
dhabitade X € LY an lien de X e £

Sil < p < o, on définit L7 connne Uensemble dos voa, X telles gue
IX|7 & £'; 1P est défini de maniere analogne a LU ¢est £7 maodulo la
relation dPégnivalence « dgalité poa. » 1 ou do maniére équivalente, deux
alements de £F ¢ sont pus. dganx saut cousiddrss comme denx repré-
sentalts du méme dément de LY, Nous n'utiliserons vrament dans ce
livre que les cgpaces LY et L2,

Avanl de donner lo preuve du thcoreme 9.0 nous montrons deux
résnltaty anxiliaires.

Résultat 1. Pour toute v.a. posilive X il cinisle une suite (X))~ de .
posibives stmples qui evort vers Xoguand 0 — oo Un exeiuple d'npe telle
suile st dound par

o) = ] F2 2T X ) < (27 e 0 S b2 L
S 1 n st X(w) = n.
{0.5)

Résultat 2. 57 X est wne poa. posuive cf o (X, ), esture suite apbilraee
de coa. posidives suples coossant pers X, afoes (X, ) erord ners KX,

Ponr virifier eect, on ohserve dabord gue Iaosnite BN, eroit vers
nne dmite o, gqui vérifie o o« BN par (9.3). Ponr obteniv gqn'en fait
a — E(X). ¢t an vu de (9.3) encore. it suffit elairement de montrer que
si Y oest 1me voa. simple telle que 05 Y < X, alors BE(Y) < a,

La variable Y prend & valeurs différentes, disons a,, ... ap, et on
pose Ay = Y = o} Choisissons = & J001. Lo v Yoo = (I —
YY1 aavex,y prend les valenrs (I — ) sur Uensenble Ay, - =
Ap ol =Y <0 X, el 0 sur Peuserble {(1 - 2)Y > X, b De plus il
st avident que Y, o &0 X, doue dlapres (9.2) 11 vient

L
E(Y, ) = (1 =93 mPlAg,.) € B(X,). (9.63)

=]

Mainteunnt. rappelons gue Y < lim,, X0, done (1 )Y < lim, N, dés
que Y o= U, de sovte que Ay, - = Ay quand 2 — 20, Une applieation da
theordme 2.4 entraine P{Ay,, o) — P(Ag), dane e passant a la iimite
dans (0.G) on obtient

ke

(=) a PIA) — (1 - DY) < a

=1
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Il roste @ fadve 2 — O ci-dessus panr obtenir K(Y) < a, d'olr le résultat 2,

Preuve du théoréme 9.1, (a} Solt X et YV conx v, positives, et oo & B
Le vésultat 1 pertiet Folhtenir deis suites (X, o (Y, ) de v positives
siniples, crolssant vers X ot Y respectivement, Les voa X, + Y, ol aX,
sont sinples el croissent vers X 4+ Y of a X respectiverment, tadis giie
E(X, + 3,0 — BXG) + E(Y,) of BE(aX,)) — aB(X,) en appliquant le
résiltat 2 on oblient alors B(X-1-Y) — E(X)+F(Y) et E(aX) = oE(X} Si
de phis X =0 Y, Uindgalite E(X) 2 B(Y) est une conséguence immeédiate
de (23,

Co g préeide enlraine les dens dermines assertions de (a). Conue
pour des vaal réelles gqueleongues X oor Y et ponr o £ R oonn (X174
(aX)7 w al(XT X et (K4 HIX4Y) <Xt +X +YH 1Y
on en déduit cusuite gne £ est un espace veetoriel, Finakoment, connme
13{X) = k(X ") — E(X 7} on déduit que Uespéranee est linéaire.

(1) Camme |X| = XT | X7 1a premiere assertion est évidente. Side
plis X = £ ana |E(X), < E(X') + E(X7) = F(IX|). Enfin. comme
E(Y) = 51 8 = e [0, <[, laderniere assertion ost ézalenient dvidente,

fe] Supposons que X = Y pa el supposons d'abord que Xz 0 et
Vool SEA = 4w N(w) F Y(wi} — {X = Y onaP(A) — 00 De plus

EOY = TUYTA | Ylar) = BOY L)+ BV w) = BY Ta) - BN Ty ).

Soit une snite (Y, de voa, sinples positives evoissant vers Y, Les via,
Y, la sont ausst siinples ot ereissent vers YLy, Cownne Y, est simple
elle est boande, disons par Ny, el ona

0<E(Y,1a) SEN, L) =N, P(A) =0,

-

Dome FIY T — Ty, oo B{Y o ty) — 00 De miéime E(le,) = {). Finale-

ment. o wient

BV = LE(Yta) | E(X1a) =0+ E(XEy ) = BXLa) + E(N a0
= E(X).

Lorsgue X ot Y sont de signe queleongme, la propriété X =Y s, entraine
anssl YT =XT pas ot Y7 =X pos, et (@) senaiit.

() Pour chague » fixé on choisit une sitte (Y, 2 )es de v, sunples
poritives crolssant vers X, {quand b — <), daprees le eésuliag B Posons

Zio = max ¥, .

Tk
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Alors (Zy )k, est nne suite croissante de v.a, simples positives, adimet-
Lapt done une limite 72— g o 25 De plus

Yot D4 € X=X ps. pourn =k

ce qui entraime

X, =75 X ps

En faisiml 10 — oo on obtient Z = X pos. Llespérance étant ome fonction-
nelle positive,

E(Y., ) < E{Z,) < BE(Xy) ponr v < k.
Fixons »oot faisous b — >, Le réesoltal 2 implique
E(X,) < E(Z) < k]im E(Xih
e

En fisant maintenant w — oo on obtiont

e

I [(X,,))  E(Z) < A]inl E(X,),

el. comne los deux membres extrémes sont dganx. s sout anssi éganx A
celul du milien. On deéduil alors le résnltat de () ot de 'égalilé X = 7
pes.

(o) Posons X, = X, — Y. de sorte que X, = 0. Soit Z, =

infey, Xpo Les Z,, sont de v.a, positives, eroissant vers la voa. positive

liminf, o~ Xy, ot on & ansst 7, < X, Par suite {4} impligne qoe

Ediminf X, = L E(Z,) = Iminl B(Z,) < iminf B, 19.7)

—. W Te— i
Par aillers st une vaa. U wérifie U 2 Y ps avee ¥ ¢ £ on a
U= < |Y! ps, done B(U ) < Y < o de sorte que U ad-
mict une ospérance - on en dédoit que les X, et liminf, ... X, ad-
meltent tontes une espévance. Enfin, on a B(X,)) = E(T\;,,\ + LiY) et
E(linint,, 5 X)) = E{lim, o ).,,) + E({Y), done 'indgalité cherchée se
déduit immédiatement. de (9. ”)‘

(f) Soit U = liminl, .o X, ot V = limsup,, _. X,. Par hypothese
U=V =X pas Onaanssi|X,| < Y opas.et [X] <0 Y pos., done K| X, ) <
E(Y) < 20, done X, est intégrable, ot de mtme X st intégrable, Dnne
part, X,, 2 Y pa. ot =Y € £', done (¢} entradne

E(U) < limint E(X,,).

T =D
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On o ansst - X, = =Y pwoet =V =liminl,, .. —X,. desorte que

-E(V)=E(-V) < hm\ml El- X, ) = —Thusup E(X,, )

™ [IEERAE

En rassenblant cos deux résnltats, of grace a (), on arrive 8

(XY = BT |1lll 1I|f E(X,,) = Hmsup BIX,) < B(V) = E(N)L
H— 2
Les denx menibres exte@mes ctant éeaux, tons les termes de Uindguation
ci-elessis sont dganx, ot on déduil Ie rasultat. a

Une conséquicnce ttile da tlidoréine de comvergenee donunee de Lio-
=

bespne ipartie (1) do thémme 9.0) et lo résnfiat suivant, qui pernet
dintersertis sommation et espérance. Comme Ta somtne J mue serie ost
o Timnite des sorunes particlles e que Pespéraneo ost en fait anssi nno
litnite, eola revient i changer ordree dans leguel ou prend les deux Ji-
1Hites.
Théortme 9.2, Su X, woe sinte de oo,

(a) Siles X

sout tonbes positioes, dlors

Z\,, —,:iE(xnj. (0.8)

L n—I

H

les dewe memhees dtant stingllendment fines o infinds.

(L) 57 L“ G EOXL D) < oo, abars da série Z:_L X, coneerge D8, sa
somme egh Inlégrable. ot on a (9.8},

Prenve. Soit 5, — 377 INg] el T, = Y/ Xi. Ona
B, =B[N ] = Y R
k—1 k=1

la snite S, event vers la limite § — 3707 {«gr pent étre nfinge
POl coertadites valenurs rh- w ot Hnie pone Caartves). Done e {hemaone de

cotvergenee onotone D 1(d) inpligne

H

(e
E(S) = T 12(S,) = 3 B(X, "
Lo =1

Silos X, sont tontes positives on a 8, = T, el on o done pronye (o). Siles

- . o . . X ~ .
X, ne sont pas nécessaireinent positives, mais siona )0 EIX, 1) <o
on ablicut aussi que BE(S) <0 e,

»
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Maintenant, ponr chaque € > 0 on a ljs—y < 28, dime

s — ) = E‘“{H: ,(_rl) = “E(S)
Par suite, F{9) <0 oc et o Juit que £ est arbitraivanent proche de G oen-
~ - oK td ;.
trainent gque P(S = o¢) = 01 done 307 | Xy ost pass une série absoltiment
convergenic, ot sa somme, disons 1. est I limite des T, Do plus
I'T,, <9

<85,

ot 8 C L' Parosnite le thtortane de vonveraenee dominde ((héoreme
L)) implique

E ;xt = B{ lim T, =E(1).
oo g est (8], | |

5 o
Rappelons gne 17 et L2 sont los enseibles de classes d*équivalence de
v intcgrables (resp. de cared intégrabile), por la relation dégquivalence

dealite ps e

Théordme 9.3.  (a) St X ot Y sonb daws L7, ona XY C L' et lindpalile
de Canehy-Sehwarz

XY < VEN)I(Y2):

() Ouwa L2 C LY s X L miors 130X < B(X7)

(0) T ospore L? el i espoce vectoviel - st XY € L et on, 8 B, alors
aX + 2Y € L? (nons verrons an chapitre 22 qu'en fail 1.7 ost un
espitce (o Hilbert),

Preuve. (a) Onoa [XY] -0 X772 V92 done XY 2 L2 inipligne XY ¢
LY Ponr ton o € B ou a

0 BGX 4+ Y5 = 2 2650X3) 1 220E(XY) + F(Y?). (9.49)

Le diseriminant du polvnanie do second deard (en e} dans le membre e
droile ci-dossis vaut

AL PIXY)) — BNy,

ot eonmne Uexpression (9.9 ost tonjours positive le diserimimant deit étree
négatif, co qui donue udealite de Canchy-Schwara,
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pe)

(1} Seit X 2 L2 Comme X = X-1 ot cotame I fonetion ideulioiement
duale ol prqrtlt\nt a L2 avee E(1?) = 1. Passertion se dédaie de ().

() Soil XY < L2 Powr dontes conslanled a el 3 on a que taX A+
IY <t XE 2+ 0 Y /2 ot inddgrable @ done oX 4 JY & LY et 12 et
1L eshoce vectoricl. |

StX € L7 Ta variance de X, uotée aussi 2(X) au a2, cst
Var (X) = a2(N) = B{(X — (X D3,
{Noter qre X

T

L7 = X ¢ L' done BE(X) existe) Sip= I(N) on a
Var (X) = 1((X — p)°) = E(X?) - 20(X) 4 ;2

= B(X?) — 4 7

— X7 -yt

On adone s Pegalitd snivante, trivisle mois tres ntile

By

AN = LX) E(X)E

Théoréme 9.1, (Indgalité de Bienaymé-Chebyshev.y On o
) X2
P(X| = a) < ( )
g
Prenve. Sur Uevwcrible JX] = ab ona a?log i~ — a2 <0 X2 o0 sor o
1 RN

complénentaire de cer ensemble o1 a u"l{m S — NS Par snite la
varinble aléatoire «F | (10t b ORL njorce partent par la varialble aléatoire

X2 ctona (e UIJ‘Xl Sat) % J(X"))‘ Done

) <D (X%
lepésaltat <obtieng en divisaut por o, |

Cette négnalité ost souvent Gerite pour In vaiable X — FyX), ee qni
(i()llll(? :
. a4(X)
PX AN _
(X E{X) ",

nE

Le théoreme snivimt ost tros otie. de iéiae gque Te corellnive o e
ST, pow les calenls effectils desporance. 1hmontre que Vesperanece June
variable aléateire ne dépend que de saloi, e il <"agit d une version de la
fornnile « de changement de variable » dans les nitégrales, vue sons an
impeet «<alstrail -

[ZAS
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Théoréme 9.5. Soit X une v.a. sur (2,4, P). i valeurs dans (E, &), et
de loi Px. Soit h: (E, &) — (B, B) une application mesurable.

(a) On a h(X} e LY AP) si et seulement si h € L'(R, B, Px).

(b) i h est positive, ou st elle satisfait les conditions équivalentes de
(a), on a

E(h(X)) = fh(:c)PX(da:). (9.10)

Preuve. En se rappelant gue la loi Py est définie par Px(B)=P(X~'(B)},
on voit que

B(1n(X)} = POC/(B)) = PX(B) = [ 1a(0)P (7).

Par suite i i est simple, on a (9.10) par lindacité de ['espérance. Si & est
positive on choisit une suite (k) de fonctions simples et positives, qui
croit vers h. On a

E(h(X)) = E( lim h,(X))

=00

= lim E(h, (X))

= lim [ hp(2)Px{de)

= fnlglgo ha(2)Px(dx)
= / hix)Px (dx)

en utilisant deux fois le théoreme de convergence monatone. Cela prouve
(b) quand h cst positive. En appliquant & |A], cela prouve aussi (a)
{appelons que X € £! si et senlement si E{|X]) < o). Enfin en écrivant
h = h* — k™ on déduit (9.10) pour A de signe quelcongne de la méme
formule pour it positive par soustraction. [ |

Le résultat suivant peut se dédnire du théortme 9.5, mais nous le
prouverons en fait au chapitre 11 {corollaire 11.1) et nous oinettons done
la preuve ici.

Corollaire 9.1. Soit X une v.a. de densité f (i.e. P(X <) = [* flu)du
pour tout x € R). St E(|AX)]) < 20 si h est positive, on a E(h(X)) =
i flx)ds,
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Exemples.

1. Soit X de loi expornentielle de parametre a. Alors
te )
E(h{X)) = [ h{z)oe™ " d.
Jo
En particulier, si i{z) = z il vient

1

. 1
E(X) = / are”"Tdn = —
0 9
par intégration par parties. Amsi, la movenne d’une variable expo-
nentielle est 1/q.
2. Soit X de loi N{y¢, o2) (loi normale, ou gaussienne). Alors B(X) = s
Pour voir ceci, on écrit

E(X) = [ 21 w e T2 gy
[y Vixes

et on fait le changement de variable y = & — y, done » = y + p, et
il vient

R |
o V2O

o 1 2.2 e 1 2 0.2
- V2 gy f V2 gy
/_m 27T0y yrH e V2To Y

EX)= (y + u)e*yz/zf’zdy

La premiére intégrale est I'intégrale d'une fonction impaijre inté-
2 g -

grable, donc est nulle: la seconde égale p [~ flalde = p-1=p.

3. Soit X une variable de Cauchy de densité f{z) = %1 +lm2. On a
E(X

) = oc, puisque

Tz 2/"0 z 2f°°1
X = —_—r = — — BA— —a0 =
E(X)) .[mwmmz)d” e [ fae=o

(en effet ;%5 2 0 pour & 2 O et =5y = 3= powr @ > 1). Par suite

Vespérance E(X) n'eviste pas.
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Exercices des chapitres 8 et 9

I
T

S

34

Sl X 0 A - TR e v, Posens

F={AA=X"DBLhe B =X (B

NMontrer qpae X est mesnpable en tanl qulapplication de ({8 F) dang
(IR, B).
Soit (£0 AL P) mu espave de prabalilite, of it F et § denx fribng
sire 82 Sapposons gne £ O A et G 7 LA fog dit alers grie F et G osonl
dew sous-tribus de ). Les Leibus £ ot G sond dtes endependand rs si
pont tons A € F ot e Goun PIAID) — P{AYP{E). Supposons
alors F el G mdépendantes, et soit X oo 0o (B B) une fonetjon
mesirable # la Tois powns oo tribn F ool ponr la wribu G Monirer
cque X oest pes. constapie. e P(X — ) = | pour npe certaine
constante e
Soit (0L A, PP) nu espace de probabilité of A = {A N A <
LN TN ol A est T clasme des ensenihiles ndglipeables (comnne
dans Ie théareme 6.1 Soit X ol Y deus applications e 4 dans |
telles gue Tensemble {X 2 Y appartionne & A7 {on éevit cneore
X — ¥ pas) Monbrer que X (82,479 = (R, B) oxt miesinble s et
semfornent. si Yoo (€0 AT - (RUB) est mesiirable.
Soit X = L0 (0A4A0) e constdérons une suile ddvihements
(AL telle que Hue,, o A — 00 Maontrer gne Ty, KISy
= 0 [ Alfention @ nous ne supposons ey que linl, v Xy, = 0
| N
Soit (AP i espace de probabilite ot Xonme v réelle pelle
aue X 2 0 passoet BN = [ Déissons @ A — B par A) =
190X 141 Montrer que Q estoane mesure de probabilite sur (82,47,
[

5o Powr Q eonmie dans Pexercice 5, montrer que si LA — 00 abors

Q) =00 Donner an exemple movtrant gne GA) = O o' inpligne
pas en géndrat que Ppy) == 00

Ponr (3 comme dans Vexercice 5. of en notant. Eg Tespérance par
rapport o Qo monhier que Fo (V) = Ep(YX) pownr tante v Y
posttive on bornde.

o Soit Q comne dans Uessercice 3. et supposons gue PEX ~ 0) — L

(U Montrer qne ¢ est intégrable pour €

(b)) Définigsons R A — R par R(A) = Eg-g(x‘—l,_\). Mantver que IR
est exaclement b prababilicd T (Indication : ntiliser Texer-
cice 7.)
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9, Solt Q comme dans Pexercice 3. Montrer que Q(AY = 0 implique

10.
11.

S0t X e v de Cauchie de densing

L fonction bifa ost Bl sy =

PLA) = 0 {eamuparer avee Pexercios 6).
Soit Xowe v de Ioi uniforme sar oo bl Moutrer gne B{X) = #

Soit Xoune va do densite foet o= BONG Gpidon suppose existoy
of étre foie). Montrer que

o
Var (N} = UZ(X) = / (0 — )2 fa)de,
s
CSoil Xonge vae de lon amilorge snr Jocbls Nonteor que o2 (X)) =
(b ut?
T2

1

U S MILFT (T
el Montrer i

a2(X} west pas définie ef que B(X?) = .

()T a)

Cirge Pl 1" ext b fonetion zannan.

De mpanicre cquivalente.
N
Bir. s) = / PNt (s 0,8 o ).
Jo

Une vie Noest dite de dor bifa de parametie e el osos olle adinet T
densitd

RS BRI RE )
- —_— sty sl ],
Hr) = Bir, 5) '
It sra -l 0ouwr > 1.
Montrer slors gue
(X = B+ b.s) _ L‘(f - T 4 .5~J‘
B(!’, =) | (‘i‘)l (r+ 5+ k)

pour &2 0. L dednive que

a’ (X~ - L
e s) b s+ 1)

Lo [amilte des lins hota ost sonvent otilisée poar moddliser des
nraportions aléstoives. pniscptnne v de ot béta prend ses valenrs
enfre (Vep .
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Soit X mne voa, <de loi tognormale do paramétres (o). Montrer
que

B(XT) = o b

Lo - 12 . . P 2 .
el dédnire qne B(X) = e’t27 ot qne o = 7 (&7 —1}. (In-
. . - oo - . S
dication : B(X") = f” 2" flayde on [ oest la densité lognormale
faire lo changement de variables y = logax — g pour oblenir

f \/2 i S gy )
1T|‘T'

16. On cousidére souvent e sons-faruille des lois gaunna 0 on dit
quiune v.a. X adel la loi gamma stendord de paramétre o si elle
admet 1a densité

sz 0,

0 st < (),
(Lo second paramétre J osl pris égal & 1: rappelons que a) =
f(;m [t dt.) Montrer gue

I‘(n vk

KXY) = I'{a)

(k=0
En (dédnire que X o, la movenie o ot Ia variance o,
17% Saoil X une v.u. posilive do movenne g et de variance @2 finics.

Moutrer que powr tont b > 0,

PIXZzptho)s

T+ h2

{ (= fmf»l(ri

e ryRp e atablir

{(Tudication : Considérer la lonetion glr) =

que E(({X — )b + a)?) = a?(b* + 1))

18. Soit X une v.a. de movenne g ot Qe variunee o2 finies. Mantrer que
Plit —do <X < ptdo) 21— —.

(Noter que cette indgalité w'a dintérét que sid > 1.)

Seit X e v, normale N0, D). Montrer gne PINX = o) <
|

——e T powr a = .

E\FZ‘T
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20.

21

21

Soit X nne v, de loi exponentielle, Montrer qne P(X > s+ 01X >
) =P{X > ) pour s > 0, £ > 0. Ceci est conun sons le nom de
« propricté do non vieillissement » de la lot exponentielle,

Sort. X une v.a. strictemnent positive viriflant P(X > s4+1 X > 5) =
P(X > t) pour tous s > 0, £ > 0. Montrer que st (1) = P(X > ).
alors i vorifie Péguation de Canchy

s+ 1) = R{s)h{1) s>

ot montrer que X admet une loi exponenticlle {(frdication @ ntiliser
le fait que B oest contine A droite, of qne U'égnation de Canchy
admet. ponr seules solutions continnes & droite les expouentielles
B{1) = ¢ por a € R).

Soit e 1 enlior strictement positif of supposons gne la voa. X
admetie ta ol gamma de paranétres (o, 3). Moutrer que P(X <
) =P(Y 2 ), on Y snit o 1ol de Poisson de paramétro A = 2.
{Indication : On o Tla) = {ev- D! Gerive P{X < %), et ntiliser 1ne
intégration par parties avee v = ("~ el duv = ¢ ML)

[ointensild dmne voa. strictement positive X est la fonction

. P<X<t4+eiX 20
fx(ty=lmy T Y—M————
g =) £
torsgne Ia limite existe. Elle représente la probabilité ponr gn'nn
objet de dirrée do vie X « moeure » immcédintement apres instant £,
sachant qr'il est en vie & Uinstant £, La propriété de non vieillisse-
meut des lois oxponenticllos implique que Uintensité soit conslante.
Une veas de loi de Weilimll est anssi sonvent utilisée ponr moddliser
les dnrées de vie. Moutrer gue
a} 51 X st exponenticlle (A). son intensilé est hx (£} = A
b) S X snit 1o Toi de Wellinll {a. 8}, son intensité ost hx () =
e A
The v strictenient positive X admet 1o lot logistigue 51 sofonetion
de répartition cst donnée par

1
Firy =P{X <) = T3 o

avece tos paramieires g CR ot 5> 0
a) Monter que st o =0 ot 4 = |, alors X achinet 1o densité
{J*Ur

f(;):) = m
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b} Montrer gue i les paraétres sonl (je, /3), alors X admet 1Vin-
tensité

hx(t) = -,



Chapitre 10

Variables aléatoires indépendantes

Rappelons gue denx événements A ot B sont indépendants si la
connaissance du (@it que B est réalisé ne change pas la probabilité de
A, co gui revient & dire que P(A N BY) = P(AYP(B). De méme nne fa-
mille quelcongue (A;)e1 d'événements est indépendante si P(Mie 1A =
[1,c; P{A;) ponr tont sous-ensemble fini J de T (définition 3.1).

De maniére analogne. denx v.a, X et Y serout indépendantes st la
connaissance de la valowr prise par Y ne mwedifie pas 1 Tol de X, ce qui,
vrossibretnent, revient & dive quoe les dvénements {YV € A} o {X € B}
sont indépendants ponr tont choix de A of 3 dans les tribus correspon-
dantes. Cela s’exprime de maniere plus natarelle of plis facile & moettre
on ocuere mathématiquement sur les tribos cngendrées par Xoon Y
si X estomesnrable de (0.4) dans (E.E), L tribe engendide por X osl

XUE — [X~YA): AcE),

Définition 10.1. (a} Soit (A).ey wne fenitle de sons-lribans de AL Les -
bos A; sont indépendanies si pour towte partie favie ] del et tous Ay € A,

(e
r{)a ] =]frow.

F_d el

() Soit (K)o wne famille de voviables aléalofres. a volewrs respectives

dans les (K, E). Les vardables X, sont indépendantes s les fribus en-
. PRI . -

gendrées X0 (8) sont ynddpendantes.

Dans 1a saite de ce chapilre nons considérons essentiellenment, des
couples de v, de facon i garder des nolations simples. Tous los résaltats
g dendent de maniire dvidente anx famitles findes de vo

Noter que X et Y prennent lenrs valeurs dans (E,€) et (17, F) res-
pectivoment = ies espaces B of B penvent étre différents.

Théortme 10.1. Pour que X et Y soient indépendantcs, i foul ot if suffil
gue Fune dos conditions dguivalentes gi-dessous soif salisfarle -

(1) PRXeAYcEB) =X AP(Y €B) pour lous A€ E, BeJ;
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(b) P(X € AY € B) =D(X € A)P(Y € B) pour lous A € C, B €
D, ot C el D sont des classes de parties de B et B ostables par
interscction floie ol engendrant les tribes & of Fovcspeetiveent

Gy JEXD of g(YY sont indépendantes pour tont couple (f,0) de fone-
tions mesurahles véclles swe Ko ob B orespectivement

() BELAXg0Y)) = E(JXNEGIY Y pour loul cauple (f ) de fone-
thons piesurables véelles, bornées (ou positives) sur E el T respec-
tiverment;

(o) St de plus B ot ¥V osout des capaces wielvigues avee lenrs fribus hoid-
Hennes vespectives & of Fooolops ECf(XDgY)) = ELSIN)E{5(Y))
pour Lont couple (f, g) de fonclions continyes veelles horpdes sur E
et B e spectivement.,

Preuve. Connne X~'{(&) est Tensemble des {X € A} pour les A € &, et
dewéme pour YU (F), 11 est elair que (a) est jnste une antre wapiere
d'écrive la définition de Pindipendanee de Xoot Y.

ta)= (DY Tpleation triviale

(b}=={a) . La clagse Cp des ensembles A € & vérifiant P(X € A)Y <
BY = P(X < AW(Y £ B) por nu B & D donme est stable par lnnites
croigsintes el par ditférence. ot contient C par hvpothise, tandis que ¢ est
stable par intersection. Le théorome des classes monotones 6.2 entrame
alors gue C; = &, En d’autres tarmes on a (h) svee ¢ = £ Do manitre
analagie (en ixant A < £Y on ohticut quion w (b)) awee de plus = F -
en Jdautres termes, v a (a).

(cy=(a) : Hsnilit de prendie fr) = a ol gy = v (les applications
identité sur E et I respectivement ).

fn)=(r): Ftant donnecs ot gy, an voit, que

A7THE) =X e o X

et de meme g1Y)"YE) Y THF) 2 le résaltat est alors évident,

(3={a) : Prendre fm) = 11{r) ct glz) = 150r).

fa)=(d} : Pur hypathése on a (d) ponr [ et g Tonctions indicatrices,
ot dane pony f ot g netions shples (Lo, f(r) = wal by, () par
ucarité. Si f ct g sont positives on pout tronver des snites {f) et (g,
e fonctions simples positives crolssant vers f et ¢ tespectivement. Noter
cue les produits £,0X00,(Y) croiscent, vers f(N)g(Y). Eg appliguant le
theoreme de convergence monotoue, il vient alors

EUX)a00) = B lim f,(X)g0(Y))
= lim E(f,(X)g,Y))

= O
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= lim E(f,(X))E (g, (Y))

¥

= lim B(fu(X)) Em B (Y))
= E{f{X)E{gY)).

O o done e résultat lorsgue f el g sont positives. Lovsque [ et g sont
bornces on éorit f = JT - fTet g =g' — g ot on eonclut par lindarité.

(d)=>{e) : Lvident.

(e)=(b) : [l suffit de mentrer (b} larsque C el D sont les classes e
tons leg ferngs de T b b {ees clusses sout stables par intersection). Soit
par exemple A un formé de Ty si foln) = inl(1, wd(r, A)), ot d{z A)
désigne la distance du point @ au fermd A, alors f, est continne, vérifie
0 < f, <1 et déeroii vors indicatrice T, Pour B fermé de F soit de
ménme une suite (g} de fonctions continues avec 0 < g, < 1 ot conver-
ceant vors 1g. On peut reproduire la lin de la preuve e Vimplication
(a)=id) en remuplacant le théerime do convergence monotone par celud
de convergence donindée, pour obtenir (h). ||

Exemple. Soil E ot F fijus on dénombrables. Alors X et Y sont indépen-
dantes si et seulement st P(X =7, Y = 73 = P(X = ¢)P{Y = j) pour tous
3 B, jeF.

Nous présenterons o autres exomples dans le chapitre T2,

Noug allons maintenant introduire les fonctions mesnenhles sur an
praduir d'espaces. Bn général 1 & et F wont denx (rilay sur les espaces
E et F respectiventent, le prodnit cartésten Ex F = {A CExF: A=
AxT ACE&el "€ T} nest pas nne tritoe La plus petite tribn de E < F
contenant £ x F, soit 71E 2 FI.oeat i fréguenunent rencontrée ol est
notée ainsi ;

ERF =alf x F).

Théoréme 10.2. Svit f mesurable - (E x V. E & Fyv— (R, RY. Powr tont
2w € E lo wacction -y = flx, y) cst une Jopction Faacsurable @ de méne
pour tout y € F la fonction o — fle y) est Eancsuralle,

Npte, La réciprogque o théoreme 10.2 est fansse en gbudral.

Preuve. Supposons ’abord f do la lorime f{x,y) = lolr,y), pour
Cedf@F. SolH ={Cec &2F gy — lolr oy est Fomesurabie
pour chagne v £ B fixel. Aors H oest ane tribu {vérification jismé-
diate) contenant £ x F. dunc ¢(& x F} < K. Comme par conslinetion
HC a{fx F) il vient H = £ F. On a done montrd le résultat ponr les
fonetions fudicatrices, done par linéurite pour les fonctions mesnrahles
sinples. Par linite crojssante ({oute fonction mesurable positive dtant
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limite croissante de fonctions nresurables simples, et toute limite crois-
sante de fonetions mesurables étant mesurable), on J'obtient aunssi pour
less fonctions mesurables positives. Enlin par différence (e, en éerivant
F=F1 - F7) on Dobtienn pour les fonctions mesurables queleongnes,

|

Théoréme 10.3. (Tonelli-Fubini.) Soit P ol Q3 des probabibtités sur {E.€)
et (B, F) respectivement.

(2} Posons R(A » B) = P(AYQDB) pour A € & el B & F. 4[m- R
s Ctead de manidre vnigue eo wne mobnb;hh sup (B T8« Fy,
notic P s Q.

(D) Pour toute fonction réetle [ sur E x F qui est & & F-mesurable,
vt positive ou im‘,e'r;:r;hle par rapport o P 8 Q, la fonclion » —
I FreoQdy) est E-mesurable. la fonction y — [ fle g)lP(dr)
est F-mesurable, el onoa

/fdP@{Q /{fjr:;()dy} {dm)
-/ {/ f(fummm} Q).

Preuve. (a) Soit C € &5 F, et écrivons C(z) = {y : (zy) € C}. Pour
Co=A»BonaClr)=DBsizc Aol Cl) = sinon, done

RIC) =T 2« QIC) =T (AQIB) = /P(d.,:)Q[(“nir)].
Soit H = {Cc&DF o — Q[C(x)] est E-mesnrablet. Clairement H est
stable par limite erolssante ob par différence, tandis que & x F C H
£ Fodome dapres le théoreme des classes monotones on a H =& 2 F.

Pour chuque C € H = & &0 7, of comme + — Q[C{a)] est mesuralile et
positive. on peut alars poser

R{C) = /P(d.r)Q[C(:t:)].
Nous devons montrer e R oest mie prohabilite. On o d'abord
R(Q)=RExF) = / Pldr)Q[F] =
g

Soit €y, € € % F des ensembles denx . doux disjoints, o1 C = 177, C
Comme 3 est nne prohabilité ot qne les C,{r) sont ausst denx a dvu\
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disjoints. on a Q[C(x)) =577, QC..()]. Appliquons le théoremne 9,2 A
P et anx fonctions [ (r) = Q[C, ()]

R(C,) = Z/ £ dl

n—|

[(Z Fu )il

n=|\

_ / Pl QICE)] = 1(C).

Done R est une probabilité, Lunicité de R provient du corollaire 6.1.
(h) Nous avons déji ctahli le résultat pone § de la forme fr.y) =

Terog)., nvee © & 8 L FO T est vval par lindarité pour les fouetions

sunples. S1f est positive o & o Fouesurable, soit f, des (onetions ne-

()¢

I
—

strabiles crotssanl vers fL Onoa

/'_{':FF\' = ‘li1!1I1 /.j'n iR = 1&_91‘ /{/ _,F.,,(:r:q;})(1((!;,‘)}1‘(:}3')
= / { 1211 /f,,(: Q! }P({J‘:)
— /{/ hm Lol onQ r!:;)}P(r}r /J /i NI (h)}]’(rh)

Ut speneont sinilaive wontre qie Vexpression ci-dessns dgale anissi

-/ { / j'(irmP(rf-rf)} Qfey).

Finalrment ponr nue fonction f de signe arbitiaive {(intégrable pua rap-
port 4 R i suflit de décomposer en f = [T — [ [ |

Corollaire 10.1. Soit X o/ Y devw voa. sue (9, 4. D) valewrs vespeclives
dawns (B8 et (W, F). Le comple 70— (XK)Y) peat Clre consideérs conpme
wie v.a, b valewrs dans (I oV, E8F) . et les dewr vo XY sond mdépen-
Hecnntes siof sevleriend sila Im Poc vy dhe eouple cyale fo pradmi! Py TPy
des lots de X el Y.

Prenve. I est évident gne Z7'(A X B) =X YANY (B)CcAsiAeé
et B 2 F, de gorte gne L mesurabilité de Z déconle de la définition e
la tyibm & 2 F ot dn théoreme 3.1
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L’indépendance de X et Y revient au fatt gue pour tous A € £ et
B Foonait

PX,Y)e AxB)=T(Xe€ A)P(Y D),
ce qui fgnivant a
Py vi(A ~B) = Px(A)Pv(DB),

de surte que I'unicits de la probahtlite produit dans le théoreme de Fubini
nous donue la scconde assertion. u

Noups faisons maintenant une légére digression cn construisant wi
modéle powr des pariables aldatoires indépendanies, ce qui permet cn
particulier de vérifier gne cetic notjon n'est pas vide.

soit d’abord pz nne probabilité sur un espace wmesurable (E, £). H cst
facile de construire une v.a. X A valemrs daons E et de loi g2 prendre
sinplement @ = E, A =&, P =, el prendye pour X Pidentite (X () =

7).

Tn pen plus compliquée est la constenetion dun couple de denx v,
mdépendantes X et Y, a valeurs dans (E,£) et (F.F). et de lois respec-
tives oot v (probabilités dounées a priert sur E et F) @ on peut prendre
QoL T A=ExF P opme et X{roy) =rel Y, y) = p. ol
(my) € ExF.

I est malheurensenient bicu plus compliqeé, mats indispensable pour
les apphications (la lol des grands nombres par excinple guon verra
plus tard, on méme Péticle d'une suite inlinie de jets de dés, ote.). de
copstruire unc =uite ffinte de variablcs indeépendornies de lois dowmides.
Plus précisénnnt, pour chaque eantier n on se donne nne voa. X, défi-
nie sur un espace de probabilité (Q,..4,P,), 4 valeurs dans (E,,. £,) ot
e loi py, (pour construire chagne X, on peat apérer conune vi-dessus).
Frsuite, on posc

H £, (produit vartésien déuombrable)

A=R A,
n=1

on s A, désipne 1o plus petite tribu de © A laquelle apparticnpent
tous les consermnbles suivants :

?

ALXAQ/,--'\AkX“;ﬁL'[X$3k+2><--', A, e A =123 ...
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Le théoreme suivant constitue un résultat non wrivial de la théorie
de 1a mesnre. ot généralize le théordme de Luabini. Nong U'énongons sans
démonstration.

Théoreme 10.4. Avce les nototions ci-dessus, i existe une prodabilite P
ef wne sende s (8, A, lelle gue

k
PLAp 2o Ap 2 8 X0 ) :HP'{A

i=1

pogy tous k= 1.2, .. et A; € Ul

Maintenant, on note f;(,,, Vexlension naturelle de X, & 0, ¢lest-d-dire
que ponr chacgque @ o= (w0, wa, oo, .. ) € aver w, & £ an pose

Xn(w) =X, (Wn)-
Corollaire 10.2. Les pariables X, ci-dessus sont indopendanics, of cho-
que X, oala loi i,
Preuve. Soit B, £ &, Gu a
B = s Qa2 X H(BL) % g 2 Qg -

et le théoreme 104 donne pour k& = 1,2,

4
ﬂ T ) = (X D) e X (B % g ¢ )

‘L.
= [ PatxX, e 8. = [T aiBa-

1| w1
En particnlier P(}E,, € B,) — palB), el o ales résultats sonhaités. W

Nons allons mamtepant disenter quelques proprictés npportantes de
l'indépendance. Soil d'abord wune suite (A,) d'événements. On rappelle

la définition de 'événcment hnvsup,, | Ap donnée en (2.2)

o

limsnp A, = ﬂ U A, = T U A,

[E R
=l PeEn [

Théoréme 10.5. (Lemnme de Borel-Cantelli.) Soit (A,) une suite devé-
nements sur (11 A P).
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(a) SPY02 TUAL) L alars Pllimsup, L AL) = 0.
(hy 5 Pisng, o ALY =0 el s Tes Fednomends N, sont ondépen-
ilands. ofors on o Z:_.i Tra,) - ~.

Remuryue. Nons verrons plos bas {connne cos parvticulier die Ta o« I
géra-nn ) que si les A, sonut indépendanes, Pllimmsup
“\.\. ' Yorge rat b AN <
etre fual qne 0 ow a L Par snite si laosévie 370
Plim sup, A

AL =00 et st elle diverge on = F{linsa

o s Au) me pent
P(A,) converge on g

Ay =1
Preuve. (a) Soit o, — P(A) = L{ls ). Grice mt chéoriine 0.2(h).

RN

X . . . s - B . 'Y )
S0l <o impline N Ly <D oe pase i que 3T 1y (w)
aoatep seuletient s w © linsup 0 Ay s done ona G
{h) Supposons lex A, indépendiut=. On o
P{lim=np A,y = [t Iim P U A
P fp e f.'—’X,‘
r==H
Il:
T R S AN
e e m
TRl
=1- ‘IUEI lnu I I tl- LA (par indepemdimee)
! R
I =t ¥
A
1 - lim Jin | | (1 =, )
[EE e I SN
oo

N . . . - I
Par lvpothiese P{linesup, o ALy = 0o done e, limg. ] ] (l--
) = Lot en preant les Togarithies on active S

A.
“]hwr_l‘: Llill_ﬁl(_l Z log{l - ) =10,

(R} RSy
dauc
liin E ol L= w,,) =
oo
”F;'i
ce ¢ signifie que buseérie S0 log{L-a,, } canverge. Comme [log(1 =), =
ropome 0o L Lo sdévie 3 ey, converge Caalennnt., [ ]

Soat madidenan o des v X défintes sipe (904 P Soit Tes 1ibns

"
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\

H)) — 7 -\'n}

I

3
G

]

C.o ost uppelée 1n friby asirmpiofrgne Un événenent est dang cette tribn
Sl e dépeud gue du comiportement de Lo snite X, lorsgue no-= o {don
sot notn ) uens donuons des exetuples de v Co -tuesirnbles jusie apres
I theéoremne snivant.

Thévvieme 1006, (Lol zéro-un.) Sodd des woo. dndipemdantes définies sur
iy capace de probabilitc (82 1) ot soit Co la triba asymptoligue as-
sociée. Pour tout C e Cy on a P(C) — 0 on P(C) = 1.

Preuve. Svit P, = G(U,,(;,, B,). Dar hypothiese les trilim €, et D, sant
inclépenlantes, done <t A € C, et B D, on a

AN D) =TArD). (L0

A e Co nons avons done (101 panr tont B O D, done anss
ponr B« D — (D) por le théoréme des elasses monotones 6.2,
Cvpvmth Coo D, done ouwa (10.1) pour B = A < (| re gqui iimplique
que PLA) = P(AYP(A) — P(A)?. douc P{A} = (hou P{A) = 1 [ ]

Conséquence. Si les vooo X Xoo . X, sont indépenedantes, on a

Lofw s iy, eo X (w) existel € O, done soil Lo suite X canverge
Pas soit elle diverse pos,

2. Chigue v gui ext C-mesturable est pas constante. En pavticulier,

Lhwmsup N, lmt X,
0o 0o
lnn‘wnp— ; X,,‘ rlnlni — E X,
H—0 e

ey I"’i

sORG Lontes s cotistanbes.
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Exercices

o

=1

CBoit f=0H Q@ — E - FoMontrer que f 2 (LAY - (BT &

Fiest mesnrahle si ot senlemnent iy estonesnrable de (€, A) dans

(E.&) ot foest mesurable de (82, A) das (F, F).

. Soit B? = R x B, et soit. 54 la tribn bardlieie de B2, tandis que

B désigne la tribu borélienne de R. Montrer que B2 = B2 B,

. Soit £2 = [0.1] et A Ta (vibn bordlienne de 2, ct woit P{A)] =

f Lafm)dr pour A € A. Soit X{») = = Montrer que X adinet Tu
loi uniforme sur [0 1].

Soit Q=R vt A=B. Suit P dunide par P(A)= = [lalw)e=" 2du,
of. X&) = » Montrer que X adinet Ta loi normale N{0,1).
Constroire 1t exemple montrans que BE(XY) = BX)E(Y) n'ihw-
plique pas en géudral que X et Y soient inddpetdantes (on suppose
que XY et XY ot integrahilos).

CSoit Xoet Y des v, indépendantes & valours daus N, avec

P(X==DY=i)=— (i=12..).

Trouver les probabilités des événemaonts suivants
a PminfX Yy <) [Répoo L— & ]
b) PIN=Y) [Rép.: 1]
o) P(Y > X) [Rép. 1 > 2—‘(:51,-7_1) ]
d) P{X divise Y) [Rep. &+ |
e] P(X = £Y) ponr un entier k=1 [Rep. : )HLT ]

Soit. X ot Y deux voa. jndépendantes de lol péomdtrique de pa-
ramotres respectifs A ot o Sobt Z = min(X. ¥Y). Mountrer que 7 st
unt loi géometrigue ct trouver son paramétre. [Rép. @ A

C8oit X et Y dams L2 Om definit 1n corariance de X et Y par

Con( X, Y) = E({(X — i)Y — )
oit E{NY = ot B(Y) = - Montrer que
Cov(X.Y) — B(XY) — v

ot que, st de plus X ot Y sout indépondaptes, alors Cov(X,Y) = 0,
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9.

o

11.

12,

13.

Soit. X et Y dans L', 81 X el Y sont indépendantes, montrer que
XY e L' Donner un exemple montrant gne XY o'est pas néees-
sairement dans L' en général (ic.. s X et Y ne sonl pas indépen-
dantes).

Soit n un cutier premier plus grand gque 2, Seit X et Y denx
v, mdépendarntes el uniformément. distribiuées sur Uensemble
fini {0.1.....n =1} (e, P(X = 4 = P(Y = i) = L pour

i =0,1,...,n — 1). Ponr chaqne entier v avec 0 £ r < » — 1.
soit Z, = X + rY(mod n).
a} Montrer que les vaa. {Z. 17 =0,... n — 1} sont deux & deux
indépendantes (Le. Z, et Z, sont indépendantes si r # ),
1) Le wméme résnltat est-il cncore vrai si Ventior non'est pas pre-
mice? [Rép. - Non|
Soit. X et Y seux v.a. mdépendantes de lol PIX = 1) = P(Y —
1) =1etP(X=-1) =P = —1) = J. Seit Z = XY. Moutrer
que X, Y, Z sont indépendantes deux a denx, mais qu’elles ne sont
pas globalement indépendantes.

Soit (A, ) ne snite d’événemnents. Montrer qne

P(limsup A,) = limsup P(A).

P0G m—
Une suite (X)) de v.a. est dite complétement convergente vors X si
-
E P(|X, — X} = &) < > pour tout £ > (L
n=1

Montrer qne si la suite {X,,) ost indépendante, la convergence com-
plete équivaul a la convergence ps.

En vue des deun exercices swivands, nows introduisons lo notion de
« mesure » (positive) @ une mesure posur yn espace mesurable (E,£) est
une application de & dans [0, o] gui virific Paxiome de g-additivité (2.)

de la

définition 2.3. Cette mesure est dite finie si ¢(E) < oo {nne pro-

habilite est done une mesare finie). clle ost dite o-fivie 5711 existe noe

siile

(A avec Ay, € & et Uy A, = E et p(Ay) 5 ponr tout n

(un exemple — (ondamental — de mesnre g-finie snr R est la mesure de
Lebesgue, définie dans le chapitre snivant),

14.

Soit g et # deux mesures finies sur (E. &) ol (17, F) respectivement.
On définit A = p v sur (EXF & < F) par A(A « B) = p{A)p(B)
pour A £ £ ot B e F.
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a) Moutrer gque A 8’¢lend de manitre unigue en une mesure fnic
sir £ % F

by Soit. f : E x F — R mesurable relativement 5 & ¢ F.
Montrer te théoréme de Fuliing @ 51 f est Adntégrable. alors
o= [ flevldy) ot y = [ flrogp(de) sont respectives
ment & ot Foesurables, et de plus

./lfd)\ﬁ/ (/I‘ L p( di))v(n’f; /(/1‘ z, )l d?:'))ﬂk'hJ

(Indiration : Utiliser le théoreme 10.3.)
5 Montrer que si ji et # sonl supposées o finics, of en supposaut que
= 1% 1 existe (meme définition que dans Vexercice préeddent),
alars
a) A= g & oest Ffinie
b) ('I’hr’m'{‘uu' de Fubini) 81 f : ENF — F est mesirable relati-
vemnent & £ 2 F ot est Aintégrable, ators & — [ f(o, g (dyy)
ety — | flr, ) p(de) sont respectivement £ et F mesurables,
et de plus

/fd)\* (/f a0 dr) (i) /(/f (e, y)v dv))u(dr)

(Tadivation : Uliliser Yexerciee 11 smr ies enseibles K, <« Fy
ot g 7 oo ot (Fr) < ov)

167 Ou jette indétiniment une picce de monnaie. avee P(Facel= p.
Soit Ay U'événentent selon lequel au moins & faces conséeutifs ap-
paraissent an cours des jets nnmérotés 28,28 4 p ok+l
Moutrer que Plivesup, . Ay) vaut | ou 0 sclon que p = Iz ol
que p < L.

17, Soit Xg, X\, Xy. ... nne siite de voas indépendantes telles qne
PX, =1 = PIX, = =) = {. Soit Z, = II"_,X;. Montrer

que 2y, s 2. sont indépendantes,

18, Soit X et Y des v.a, indépendantes, ot supposens que P(X + Y =

a) =1, ol a cst une copstante. Momirer que X el Y sont p.s. des
constantes.



Chapitre 11

Lois de probabilité sur R

On a deja v guiune probabilité sur (B, B) (5 est 1o trilm bordliennc)
est caractérisée par sa fonetion de vépartition

Flr) =Pt — =, .z]).
Nong allons manrtenant utiliser les outils développés précédomment pour
staciet o mesure de Lebosgue sur B

Définition 11.1. Li: mesure de Lehesgue est wne application m @+ B -,
0. o] e wécifie les propridies

(1) (r-cdditivitd) s A Ag As, o sont des bordliens dewe a dewr dis-

goints, alors
m (U A;) = }: m{A;) :
=1

=1
(1) st o bR a < b, olors m{]e. b)) =b —a.
Comme § < o, bl owaalors m(@) € b —a ponr tous a <2 b, done mi (@) ~ (1.
Théoréme 11,1, Lo wesiee de Lebesgque ext unigue.

Preuve. On suppose que o exigte. Fixons o < b dans B, ot posons

m{A N ]a by
pran(p) = ADIEBL
h— o
Alors i,y ost e probabilitd sur (R, B) (Ja « loi nniforme sur {a, ) +).

et sa tonetion de répartition est

D s 0
. P _
Fop(®) = manl] — o)) = b ¢ Mase<b (L1.1}
— I
1 Sif el

Donc g, 5 est délerminée Jde manitre nnigque. De plus comne

m(A) = A YAERB (11.2)

e

N3

v
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{Z |ésigne T'ensemmble des entiors relatils) on voit que e est déterminée
de wumitre unigne cgalement. [

Maintenant que nous savons que la mesnre de Lebesgue est nuigne,
il nous reste & meutrer quelle existe!

Théoréme 11.2. La wesurn de Lele sgice eqste,

Preuve. Comne ¥, donnée par {11.1) existe el cst croissante, continne,
ot vaut 0 pour z assez petit et | pour x sssez grand, la mesure rig s
existe d'apres e thooreine 7,10 11 suffit done de détinit m par (11.2). La
vérification de la g-additivité et de m(Ja, b)) = b — o est inmédiate, B

La théorie de Vmtegration décrite ay chapitre 9 veste valide pour la
mesura de Lebesgue : Ta senle différence est que m(E) nest pus égal 4 1,
mais & +00 : Lous les résultats du chapitre 9 restent vrais. & Pexception
dn fait gne tonte lonction horélienne bornde est intégralile (théoréme
9.1 et du fait qne L* < L' (théorene 9.3(h)), qui sont maintenaut
fanx @ par exemple Lo fonction wlentiquement égale a | est borélicnne
bornéc mais pas intégrable; la fonction f(z) = } I sef(2) est de carré
itégrable mais pas intégrabie.

Sif est une fonelion horélietyne ntégrable par eapport 20l nwe-
suie de Lebesyne, son intcéerale est notée [ f(x)de. Rappelons que f
est tégrabie si et seulement si f fT(e)de < oo et [ [ (0)de < oo, ol
[ = ft —f= Toute fonction borélienne 2 support entipact (e, nulle
cu debiors dun futervalle [—N, NI ot intégrable an sens de Riemann ost
anssd intégrable an sens de Lebexane (la réciproque ext famse), ot dans
ce cas les denx intégrales coincident,

Définition 11.2. La densité dune probabilite T osur (BB est une fone-
fron borélienne posdiive | qui werifie pour toal £ € K -

Pl —~.0]) = / 'Vf(y')rfy: /fiy)l]_x‘g-](?f)d.u- (11.3)

S1 P = Px. o i dune va réelle X, on dit alors que X admet la
densitd f.

Attention ; comme on U'a défiv v, il w'est pus wrai que toute probabi-
lité sur (R, B) adimette une deusité, pnisque dans ce cas la fonction de
répartition I' est contiyue, ce qui n'est pas vral de tontes les fonctions
de eépartition. 1l existe wénie des fonctions de répartition continues ¢ui
wadmettent pas de densité.
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Théoréme 11.3. (a) Une fonction bordlienne positive [ sur R est ta
densite dunie prolabilite Poswr (ROB) w0 et sendement s ofle oéieific
[ fix)dr = 1. Dans ce cas clle détermine la probabitité de wmaniéve
umque, ef towbe avfre fonction borélienne positive g vérifiant m(f #
g) = 0 st ausst une densitd de P

(b)Y Ineersement s une probabilité admet wpe densils, colle-oi est b
ferminde de manidve unigue ¢ un ensemble de tnesie de Lebosgque aulle
prés (1o, sl f et ¢ sont deux densités pour lo méme probabilité, on a
m(f =) =10

Preuve. (1) Soi, / la densité de P. Par (11.3) on » f]\ flndy =
P{(—oo ]} Sion fait tendre v vers Uinfind. on voit gue

2

[f(:u)fl:u = [ Fdy = T Sy = 1.

™~
— o o —

done |' foryde =1

Pour Ta condition suffisante, on ponrrait ntiliser la fonction de re-
partition, mais nous allons faire une démonstration divecte, qui s'Cteiul
immdédintement an cas des probabilités snr B atudides wr chapitre sui-
vant. Soit done f une fonction bordlionne positive verifiant | for)de — 1.
Pour ot horélien A on pose

DA */ FUpdy = /ﬂ:tr)l,\(yhhr (1143
A

Cela détinit une application P B — By qnt wirific elairement P(R) = 1.
De plus =i les A, € B sont denx a deux disjoints, alors

" (U Al) h / Hailqye, a (@)

= / (Zj'(.r)'l;ﬂ (:1')) o

=1

= i [.f'(\:r}lm(,ﬂd.r = \ZPLA:)

jz=] =1

on ntilisant I théoreme 920 11 <ensuit qne P est une prebabilitd sur

(B, B). St A =]-x.r]il vient

r

P(] — x,u]) = [m.f(;rr)d:u,
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donc P admet f ponr densité. L'unicité de P admettant [ pour densité
provient immédiatement du théordme 7.1, Enfin 51 g est une antre fone-
tion bordlicnne telle gne m(f # ¢} = 0, dans {11.4) on peul remplacer [
par ¢ sans changer P{A), ce qui montre gqne g est anssi une densité de P,

(b) Montrons maintenant que si P admet deux densités f et g, alors
m(f # g) = 0. On a alors (11.4) ponr f et aussi ponr g {pour vérifier
ceci, on définit P’ par (11.4) avec ¢ au licu de f. et on observe que P
et P’ admettent la méme fonetion de répartition, donc sont égalos). Soit
alors ne Net Ay, = {u: flo)+ L < g(x)}. Ona

P(A) + mlAn)= [ (.f(:r) ' ‘) Lo, (@ide < [ gl (e)dr—P(An),

done nécessairement m{A, ) = 0. Comme A, croll vers {f < ¢} qnand
n — o¢, on obtient m{{g < f}) = 0 par le théoréme de limite moenotene.
On obtient de méme m({g > f}) = 0. d'on e résultat. ]

Remarque 11.1. La densilé f ot la fonetion de répartition I étant lides
par F(z) = f_lx Fldy. on est tenté do conclure que F oest dérivable
ot que sa darivée vaut F'(a) = f(w). Cest vrai en tout point & on la
fonction f st continne. On peut montrer (¢'est nu résultal — difficile —
dii & Lebesgue) gne ¢'est vral ponr m-presqne tout . Comme f nlest
définie do maniére mique qu’a un ensemble de imesare de Lebesgue nulle
pros, «conerdtement » si on connalt F et &1 on sait que [ existe {par
oxemple s1 F oest continue partout et dérivable par morceanx), on peut
prendre pouy £ a dérivée de F partout ot celle-cl oxiste, et des valenrs
arbitraires (par axciaple 0) aillewrs.

Corollaire 11.1. Soit X wne v.a. 1éelle admettant la densité [ Si g est
wne fonclion borélionne sur R, elle cst intégrable (resp. admel wne inté-
grale) par rapport ¢ la loi Px de X i el seulement si la fonction produil
Fo st intdgrable (resp. admel unc intégrole) poer rapporl & lo meswre do
Lebesque, et on a alors

E{g(X)) = /g(;t:)PX(ri:r) = [q(!)f(z)dr (11.5)

Preuve. L'égalité (11.5) el satistaite pour les lonctions g indicatrices
grace au théoréme 1.3, car clo se rédnit alors & (11.4). Par lnéarité
ellc est done vrale pour los fonctions hordliennes simmples, pnis par limite
croissante pour les fonctions boréliennes positives (les trois termes do
(11.5) étant simmltanément finis, ou infinis). Pour les fonetions de signe
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quelcongue, on déduit le résnltat par lnéarisé cncove. en utilisant les
décompositions g =gV - g~ et fg=foT — fg . [ ]

Nous avons présenté divers excrnples e densités an chapitre 7. Dang
tons ces excinples ja densité était continue on continne par morceausx,
tandis qu'ici nons considérons le cas pliy général ol la densité ost
sonlemnent borélienne. La plopart des exemples conerets donnent lieu
a des densitds vogulieres, mais deg gnion tail des oplrafions relative-
ment simples sur les v.a. ayant des densites régulieres (par exemple si
I'om prend des espérances conditionnelles, voir plus loin}, on obiicnt de
nonvelles viariables pouvant avoir des densités simplement mesurables,

Soit X une v.a. réelle de densité f. Soit Y = (X)) ponr une autre
fonction horclivnne ¢ donude. Pent-on cxprimer la densité de Y. s celle
oXiste, en tertmes de f et g¥ On le pent, dans les « houy cag», comne
nous allons le voir maintenayt. Commerngons par un résuliat frivial :

Théoréme 11.4. Soit X wne vo. de dewsite fx et g wne fonction boré-
liemng, Soit Y = g{X). Lo fonclion de oCparlition de Y st

Fy(y) =Y < y) = j Fx(u)du o Ay = e glu) <yt
Ay

Si Ty est coutinue partont ot dérivable sauf on un nombre fini de
peints, onr pend ntiliser le résallat ci-dessas pour ohtenir 1o densite fy:

de Y.
Exemple. Sait X uniforme sur [0, 1] ol ¥ = 7% log X, ot A > 0. Alorg

) 1

Fyv{m =P (_)\ log X < ':1])
=PlogX = —Ay)
= P(X z exp(—Ay))
- e M H y =0
— 10 SIO.

Donc {ef. la remargue 11.1)

d AN iy 0
Jy(y) = (TyFY(y) = { 0 sy s 0

ot on voit que Y est exponentielle de parametre A

Altention : cel exeniple ¢st tros gimple car g est injective. Le résnltat
général pour g injective est donné ci-dessous. le cas non injectil étant
douné plos bas.



2.9
b

11. LOIY DE PROLABILITE S11K R

Corollaire 11.2. Supposons que X admette une densité continue fx. Soit
g: B — R une fonction continsiment dérivable. dont la deviede ne s’an-
nule pas (clle est done stricterncout monotone), ot spit h =g -1 sa fone-
tion reviprogque, qui est définic sur UVimaqe g(B) de B par y ef conding-
ment derivable swe g{R). Alors Y = ¢(X) adinet la densité

fe(y) = { Fsc(h(y) 0" ()] si yeg(R)

0 3Inomn.

Preuve. Supposons g croissante. L'image g(F) est un intervalle Ja. I,
avee éventuellement o = —oc otfon b = +o00. Soit Fy () = DY < y). Si
a Ty < houa

Fy{y) = P{a(X) < y) = P (hlglX)) < hig),
car fr est stricteient eroissante. Done ce qui précéde vaut

hiw)
=P X <h{y)) =Fx{hly)) = / froide,

O sait par aillenrs qoie Ya dérivée de best 77 (2) = . Done Fy esl

I
dérivable sur Ja, b] et

d—Fv(u) JClDE (g} = FRG@)HI ()]
i
Enfin Fyty) = 0si g <2 w0, quand a > —x. et de weme Uy () = 1 s
y = b,ognand b < oo done Iy oest égalernent derivable, o de dériveée
nulle, sur | — oo, af et sur |h, oo, On cn déduit le résnltat.

Si g est décroissante, pour 1 < ¢g{R) le méme argnment, condnit &

j F v
;:EF\-(:UJ = F{RUM)(=D" () = Fihlu))F )]

et on conclut connne ci-dessus, [ |

Corollaire 11.3. Supposons que X admetie wne densite continue par mor-
ceaws fx. Soit g: B — R une fouction continitment dévinable of sivie-
temcit monotone par movecaur, i.e. 1l cmste wne partitian L. 1, de
B constituée dintorealies eof telle gue g Ao continiiment dérivable quce
g = O sur chaque intevoelle oweert 1) aynnt memes eatrémiteés que 1,
Pour chague © on nole by, lo fonction réciproque de la restriction de g d
U, ef A, = g(1V Uimage de UVinterselle I, par g, Alovs In e Y = g(X)
admetl lo densite

A =37 pxlily) RG] 1a ty).

=]
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Remarque. La preuve, analogue 4 celle du corollaive précédent, est laissée
all lecteur. Cette méthade de démonstration ntilise la continnité de fy,
mads le résnltai reste vrai quand fy cst simplement borélienne,

Exemple. Soit X nne v.a. de loi N(0O, 1), et Y = X2 On applique le

résultat précédent a g(x) = %, qui n'est pas injective. Prenons I; =
[0, 3] et Iz = ]—oc, 0] Alors g est injective et strictetent monotone sur
Ty et sur L. de sorte que Ay 00 xc[— Boavee by (y) = G ot by 2 |0, x]—

P oavec ligly) = —/y, On a

s 1
b3 (W) = | 5=

2y¥

1
-, pour { =1,2,

vy

Donc le corollpire 11.3 enlraine

1 1 1 s 1 .
- oY — + e Y — y =0
NN AR AN

R
NG " 000 ()
Vi

La v.a. Y est appelée nne variable x? (ou, « chi-deux ») & 1 degré de
liberte,

L’excinple ci-dessus est sufisamment simple pour pouvoir étre traite
w i In e », sans le corollaire 11.3, En fait

Jaty)

—_

_ p(_\/?j “Z N \/l_l)
= Fx{vi) = Fx(—vy)

L2
e g,

Fx(yvul =

Done en dérivant on obtient

De méme

donc
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d 1 . —1
—Fi{—/i)} = ———— g ¥/2 1

dy( F( \/E)) Fzﬂ_P 2\/‘ (y=0)

EERR?

1‘\,
5C 2\/_(,0)

et, en additionnant on obtient lo meme résultat qu’auparavant.,

I

Remarque. Les lois du chi-deiye jonent un role important en statistigue,
Soit p un entier supérienr ou égal & 1, La probabilité sur R de deusite

[ 1 p/2-1 —% - N
Sy = ]1(p/2)2p/,2j4 - 0~2<o0

est appelée lof du chi-devr d p degres de liberté, on Xf, Il s*agit d'un cas
particulicr des lois gaunma celles de parametres (—’ 2) On vient ce voir
que si X admet la loi x%, alors X = Z2 ot Z est N((}, 1). On verra au Lll?l—
pitre 15 (exemple 6) que si X est )(p on peut Uéerire comme X = Ez_l
oll les Z; sont Indépendantes de loi N(0,1). De telles lois apparr.u.ssent
en statistique lorsqu’on cherclic & estimer la variance (fnconnue) d'ume
famille de v.a. indépendantes de lol normale (voir Uexercice 13 dn cha-
pitre L51,

Noter aussi que x3 est simplement la loi exponentielle de parametre

A=l

Exercices

1. Utiliser la densit¢ de la loi du chi-deux pour montrer que I'($) =
VT

2. Soit X une v.a. nniforme sur [—1, 1], Trouver lu densité de Y = X*
pour k entier 2 1. [Rép. : pour k impair, fy(y) = ﬁy%_ll[_u](y) :
pour k pair, fv(y) = %‘yr‘l Ljo,17 (%) ]

3. Soit X une v.a. de fonction de vépartition F. Quelle est la fonetion
de répartition de Y = 1X| 7 Qmand X admet une densité fx. mon-
trer qne Y admet augsi une densité fy, et exprimer fy en fonction
de fx.

4. Soit X une v.a. de Canchy de paramétres «v et 1. Soit Y = ¢
avec o # 0. Montrer que Y est aussi de Cauchy et trouver ses

[ lal
N by - . fry al
parametres, [Rép. : 7177, V TreT ]
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.

10.

1.

12

Soit X une v.a. de densité fx, ct s0it Y = ¢ avec a # 0. Trouver

la densité fy de Y on fonction de fx. [Rép. @ fy(y) = L:’z‘ jx(%)}

. Soit X une v.a. uniforme sur | —w, 7w, et Y = sin(X+8). avec € R,

3 ,
Wl[q.q(y\-

Soit X une v.a. de densité fxoet ¥V = osin{X + ) avec 4 > U et
# « R. Montrer que Y adinet la depsité

Montrer que Y acinet la densité fy(y) =

] G

= > (fx0ul) + flha(@)) 1] e (o)

Bl
aT =Y

fvly) =

ponr des fonctions #i; ot k; qu'on détevminera,
Seit X une v.a. uniforme sur | — 7. 7[ et Y = atan X aver ¢ > 0.
Trouver la densité fy de Y. [Rép. - fv(y) =

a/w }
fl-2+l/2 :

* Soit X une v.a. de densité fx, et

Y = Cﬁ_rlxl{xml}. (v > 0,0 0).

Trouver la densité fv e ¥ en fonction de fy. [Rép. « cotte densité
nexiste pas 51 P(X < 0) > 0, el sinon olle existe et vaut fy(y) =
. L u

MIX(%E‘;JH(F))'I\(J:r\(y)r]

Une densité | est appelde symdétrigue si f{—2) = f{x), i.e. si c'est
une fonction paire. Unc v.a. X est dite symélrigue si X et —X
ont méme loi. Montrer qu'une v.a. X admettant une densité est
symétrique si ot seulement sielle admet mne densité symétrigue.
Dans ce cas. adinet-elle aussi nne densité won symétrique? [Rép. ;
Oui, il suffit de modifier la densite symétrique sur un ensemble de
mestre de Lebesgue nulle sur |0, oof. | [Note. Exemples de densités
svmétriques : la densité uniforme sur [—a, a] - la densité normale
N{0,0%); la densité exponentielle double de parametres (0 et J; la
densité de Cancliy de paramétres 0 ot 3.

Soit X une v.a. positive de deusité f, et Y = \+H Trouver la

densité de .

Soit X une v.a. normale N(p, o). Montrer que Y = ¢* est de loi
lognormale.

. Soit X nne v.a. de fonetion de répartition F continue. Montrer que

la v.a. Y = F(X) est uniforme sur [0. 1].
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14. Seit F une fouction de répartition conlinue et injective, de sarte

3

16,

que sa fonetion réciproque F~1 soit bien définie sur |0, 1[. Soit U
une v.a. uniforme sur |0, 1[. Montrer que X = F~'(U) admet F
pour [onction de répartition,

Soit I une fonction de répartition continue. et U une v.a. nniforme
sur |0, 1, Posons Giu) = inf{x : F{a} 2 «}. Montrer que X = G(11)
adimet B ponr fonction de répartition.

Soit Y = —{ tog U, ofi U est uniforme sur |0, 1], Montrer que Y est.
exponentielle de paramétre A en inversant la fonction de répartition
de la loi exponentielle (Indicafion : si U est uniforme sur |0, 1], il en
est de méme de 1 — U). Cela donne une méthode pour «simuler »
une v.a. exponenticlle & partir d'une v.a. uniforme.



Chapitre 12
Probabilités sur R"

D fe chapitre 11 nous avous €bndié les los (probubilités) sur (R, B
Le eas des probabilités sur (B7 . B7) pour n 2 2 est 4l fois similaire et
plus compliqué, (87 désigne la tribu borélienne de B™)

Drabord, et avec nne dérmonstration esseniieliement identique A celle
du théoreme 2,1, on voit gque B? est la tribu engendrée par les « rectan-

gles o de {a forme
H - ~oa, ] a, €1

=1
Eu particulier B B& .- w8 = B, Lo, BY est ausst la tribu engendrée
par le produit cartésien £ < .. x B,

La fonction de répartifion d’une probabilité sur (R?, B™) est la fone-
tion sur R™ définie par

n

Flay. oory =P []] -~ »)]

J=1

La caractérisation des fandtions de répartition lorsque n 2 2 est nette-
ment plis délicate que dans le cas 1= 1, aussl ne sont-elles gque tros
rarethent uliliséos,

Nous avons anssi obscrve gne la densité Jd'une probabilité sur R,
lorsegnolle existe, ost un outi] trés elficace. Contrairrent aux fonctions
de riépartition, la notion de densité se géndralise an cas i 2 2 en offrant
lo minme facilité d'utilisation,

Définition 12.1. Li nesure de Lebesgue w,, ~i (B2 87) st definie ~ar

foa peeeduats cortésions Ay ~ Ay » - x Ay pur

k3

mo | [TA) =[] miAs,  ¥A €8, (12.1)

i=1 i-=1

air e st Ly mesure die Lebesqoee sur (R.B). Clooriie dans le théorime
N5 e tte fornude permet de defing wne witqee iesme o, sur (B B7)
{rdrafiond (12.1)) 6l o, estandme caractdrsee per o fart gulon ad

a3
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L (H i, 1) H(b . Yoo < a; << h <00, (12,'2)

=1

Si A € B, on pent se représenter my(A) comme le « volume » de
I'ensemble A, comme le suggere lu formule (12.2). On note

fj(x) do = /j'(o:l, oo dades o dey,

Iintégrale de f par rapport & my, et fA r)dz celle de fla quand
A ¢ B", exactement comme dans le cas uni- dlﬂlenblonl’lel.

Définition 12.2, Une probabilite P sur (R™, B") admet la densité f st
cette fonction est boréliennc positive sur R™ ef verifie

P{A) = jf(i dr f/f(J‘)lA

— [ formdia ) o

pour tout A £ B”.

Une fois de plus, nous insistons sur le fait que certajnes probabilités
sur (R”, B"*) n'ont pas de dersité : par exemple, et exactement comme
pour R, 1a masse de Dirac en un point o € R™ n’admet pas de densité.

Le théoreme suivant est l'exact ayalogue du théoréme 11.3, avec ne
prenve identique, qgue nous ne répétons pas.

Théoréme 12.1. {a) [Me fonchion borelienne positive f sur R™ est lu
densilé dune probabilité P osur (B™, B} si et seulement si elle vévifie
[ fzydr = 1. Dans ce ras elle détermine la probabilité de muniére
unigue, et foule autre fonction bordlienne positive g vérifiunt m, (f #
g) = 0 est qussi une densité de P

(b) Inversement si une probabilite admet une densiié, celle-ci est dé-
terminde de maniére unique & un ensemble de mesure de Lebesgue nulle
prés (e, si f et g sont denx densités pour la méme probabilité, on a

malf £ g) = 0).

Afin de garder des notations siinples le résnltat snjvant est éerit pour
n = 2; il gé¢tend, sans ancupe difficulté, au cas n = 3.

Soit X nne v.a. & velenrs dans R, de composantes Y ot 7 : e, X =
{(Y.Z) On dit que X adinet la densité f si sa loi (done une probabilité
sur B?) admet f pour densité.

Théoréme 12.2. 55 X = (Y. Z) udmet lu densité f, alors :
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(a) Les v réelles Y et 7 admettent les densités suivantes :
e - Lo
te= [ fwoas o= [ fwads a2
—ag —0G

(LY Les wa. Y ef 7 sont indépenduntes st et senlement si
Hu,2) = feludfzie) (me-pp.).

(¢} Pour chaque y tel que fy(y) # 0, la formule ci-dessous ddfinit ure
densité sur R : ‘
S 2)

o’

Dans (b), « ma-p.p.» (00« p.p.» abrige « presque partout ») signifie
<en dehors dun engemble de sp-mesure nulle -0 Avant de prouver ce
théortme, nous allons faire quelques commentaires concernant (a) et (¢).
Drabord, les densités fv et fz sont appelées les densités marginales de
J- Cus deux densités marginales ne permettent pas, 4 elles seules, de
retrouver la densité «jointe » f (il faut pour cela disposer d'une infor-
mation additionnelle, par ¢xcmple que X et Y sont indépendantes dans
le cas e (b)).

La fonction fy—,(#) s'appelle la densité conditionnelle de Z sachant
que Y = y. Cette assertion n’est pas & prendre au sens littéral, puisque
P{Y = ) = 0 pour chaque y et done P(A'Y = y) n’a a priori pas
de sens. Néanmoing cette terminologic admet la justification heuristique
sulvange : soit Ay ef. Az des quantités posisives « trés petites . Alors

fy=ul(z) =

fly, ) AyAz = Ply < Y < y+ Ay 2 € Z€ 2+ Az)
ot .
Ay =Py <Y <y + Ay
si de plus P(y < Y € y -+ Ay) > 0 {ce qui est vrai si par exemple
Fe(y) > Oet si fv est continue en ). on obtient alors :
Ply< Y Sy+Ayiz<Z< 2+ Az)
Ply<Y <y + A4y

Sazy (2) Az =

~P(r<Z< 2+ AZIY my).
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Preuve du théoréme 12.2. (a) Pour tont borélien A € B on a

PYcA=PXcAxR) = //A Rf(y,z)dyd,z

I
:\ — O

= / dy fviy).
A

Comme fes densités sur R sout caractérisées par (11.4), fy définies dans
(12,1} esl une densité de Y. La prenve pour [z est Ia méme.
(b} Supposons que fly, z) = f(u)fz(2). On a

P(Ye¢ A ZeB)= // Layu{y, 2)f{y, 2)dydz
= [ i et s
= [1ato sy [ gatzi:
=P(Y ¢ A)PiZ = B,
et comme A et B sont des borélieus arbitrajres on a que Y ol 7 sont

indépendantes.
Supposons inversement Y et Z indépendantes, Soit

H - {C <8 [[ s = [[ wsies rﬂz} -

A cause de Pindépendance, siC=Ax Bavec A BetB< B, ona

[[ fly.z}dydz = P((Y.Z) € C)
—P(Y<AZCH)
=P(Y=APZc D)

= /\ Fyi{yidy /13 Fo2)dz
- /[C. Syl falz)dy dz

par le théoréme de Fabint 10.3. Done A contienl la classe de tons Jes
prodnits C = A X B avec A B £ B: cette classe cst stable par inter-
section finje et engendre Ja fribu B2, Comme de plns 7 est stable par
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limites croissantes ot par différepces, le théoréme des classes monotones
{(théoréme 6.2) entraine H = B2. Done

P(X&C) = /C ftw2ydydz = [ fxifalapyas

pom tout O € B2, L'unicité de la densité (théoréme 12.1) donne

Ty, 2) = Ivly) fal ) ma-p.p.
{¢) On a

' _ f(l *)

)
= 1
- .fY(?J) /—oo fly, z)dz = Fr(w) Fr(y) =

Comme fy_, cst positive, borélienne, ct d'intégrale 1, cest doue une
densité. , n

Définition 12.3. Soit X et Y deur voa, réelles, ayant fouies dewr une
variance finie. La covariance de X et Y est définic comme £tant le nombre

CovlX, Y) = B{(X — E(O)(Y - B(Y))) = B(XY) — BXJE(Y),

Nater que E(XY) existe : comme X et Y ont des variances finies elles
sont toutes deux dans L?, et le théoréme 9.3(a) implique que XY € L.
Remarquer aussi que

Cov(X,X) = Var (X) = ¢*(X).

Théoréme 12.3. 5i X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

Preuve, X et Y indépendantes implique E(XY) = E{XJE(Y}, d'oit le
résultat, n
Attention : la réciproque du théoreme 12,3 est fausse; on peut avoir
Cov{X,Y) = 0 sans que X et Y soient indépendantes.

Définition 12.4. Soit X et Y dewz v.0. de variances finies non nulles. Le
coefficient de corrélation de X et Y est le nombre

Sov (X, Y)
(X (Y)'

{o(X) = /02(N) et o(Y =/02(Y).)
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Noter gque Faprég Uindgalité de Canecliy-Sehwarz (1hdortme 9.3 (ad)
ona tonjours -1 < p < et st X et Y sont inddépendantes aloys g =4
(thiorarme 12.3).

Définition 12.5. Soit X — (X, ..., Xa) ane voa. 6 valewrs dans R La
I s ivn

nettrice de covarianee de Xoesd o ontrice po2 o0 dont Yo dere giadngd

st

iy = C()\'(X?’. \(])
Théoréme 12.4. Une wiairice de cocarinues ost symdétrigue ef sem-defi-
e postlive ey, o oo ey ey, B poie bous rdels a;.

Preuve, La svurltrie est ovidonte, pnisgne Cov{X, X1 = CoviX,, N
Un ecaleul simple montre ne

i
2 -
E botige) =17 E Xy |
=1
el connne s varianee est tonjonrs positive onale résillan. [ ]

Théareme 12.5. Soii X unc v.o. o ialenrs dons RY, de otrice de cooa-
riance ' Soit A une molriceo m x . el posons Y = AX, Alors Y est une
e d nalowrs davs BRY ol s onateice de o covarcionce ost C' = ACA”, on
A~ est o Linnsposce de AL

Preuve. 1l s"agit d'on simple calen)], [ |

Pussons maintenant & Vomude des fonctions de v vectorielles, qe.
A valews dans R7. On s‘intéresse an probleme suivant o sois g - B -
B™ nne fouetion borélionne, Btant donnée nne v.a, X = (N X
valenrs s B admetlant la densite f
(X7 vt pour comueneey, existe-t-olie !

Nows atrons besoin 'nn résultat classique et imporcant, mais de deé-
woustration assez difficile. sirlos changements de varinbles dang les inte-
grales tudtiples {voir par exeple [6] on [23, po 33]). Rappetons d'abord
i s oest une foncetion diffGrentinble o onvert Gode B dans 1"

gnelle est b denstte de Y =

.

sa walpee jocobyernge J,(0) an pomt 7€ G oest Jalud = ﬁ(r) (1.,

Ja(), = (’;—;’: {r), ol y = (g1, g2.....¢.)). Le jucolien de g an point @
est e dotarminant de boomatrice jocobienne 1) Sile jacabien onor
est non nnl alors la fonetion g est jyversible sur i voisinage de &) ot e
jacobien de linverse (o fonetion téeiproque) g b an point 5 = g{e) est
Finverse du jacohien de g cnae.
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Théoréme 12.6. (Formule de changement de variable.) Soit G un ou-
verl de R? et g0 G — R wne fonchion contrmament différentioble. Sup-
posoas de plus que g soil injective sue Goel que son jucobicn de s angnle
gameis sur G, Soit [ une fonction borélionne telle que la fonction produt
Flicy soit positive ou integrable par rapport @ la mesure de Lebesgue i, .
e

G) ={y e k" til exisle v € G avee gla) =yt

On o alors
] f(f,-mr,-—/ (o)) det( Dy (o)) |
g(C)

Cle qui suit cst une simple application du théoreme 12.6 anx densitdés
(l(—‘ Vol

Théoréme 12.7. Scit X — (Xq.....X,) une v.q. & valeurs dans R, wd-
mellant une densile fx. Svit g : RY — R™ wne fonclion contingiment
differentiable ¢f mgective, dont le jocobien ne s'‘avnule pas. Alors la v
Y = gt X) wilined {a depsité

ST,

Felo™ )y detd, 1y st iy est dans ['tmage de g
vy = 0 '

Preuve. On note G = g(R" ) Nimage de . Les propriésés de g impliquens.
que C est un onvert et que Ja (onetion réciprogie g ' est bien définic
sir G el coptinfhient différentiable avee un jacobicn ne s annnlant pas.
Soit B e B ot A =g "{BL Oy a

/fx(:;:)rfz’r:

oA

- / Ixirjde
1(B)

/ Sxg™ ()i det 1, () |dr,

P(X € A)

i

i

par lo théorpme 12,6 appligqué & 7' On a anssi Y € BY = P{(X € A),
done

PXeA)= / Fylidy.
Ju
Clomme B € B est arbitraire on ey rlédnit gque

Fxlg~ e det Ty (x))] = fir)
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1p-p.p., ot le résultat. n
De maniéte analogue an corollaire 11.3 du chapitre 11, on peut anssi
traiter le cas ot g n'est pas injective mais sculement « injective par mor-
CEANX »,
Corollaire 12.1. Sout 55.5,,....8,, des boréliens deuwz 4 dewry disjoints
de R™, awec min(So) = 0 ef Sy owvert pour i = 1.... 1. Soit X wne
vt & valeurs dans R, admettant une densité [x nulle en dehors de
S = [JIL,S; (done X est en fait a valenrs dans S). Soit g une fonction de
S dans R telle que pouwr chaque & == 1, ... m la restriction g, de g ¢ 8,
st confinimend différentinble, ingectuee, de jacobien ne s'annnlant pas.
La v.a. Y = g(X) admet alors o densite

Zf,\ J))ldt‘” —'(”H sis iyl

Exemples.

1. Soit X et Y des v.a. indépendantes N{0, 1}, Calculons la densité du
couple (ULV) = (X +Y. XY}, Ona

gle.y) = (z+y. o —y) = (n, v},

o wAv w1
g (it.e»):( 5 T )

La matrice jacoblenne ne dépencd pas ici de (u, ) et vant

1
2
J,olw,v) =
d (Tl, ) 1
2
ot
1 1 1 1 1
detn]g—l =5 (—2) — (2) (5 - —5.
Donc

U+ o
Jownle ) = fix v ( —, ) | det ]

D 2
w4 X u -t
= Jx ( 5 ) fr ( ) &
_ 1 e_ﬁ(u;—v)E 1 ("_%(2';_ )2 )1_
V2 V2w 2
1 LI
— e 1 e T
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pour ¢, v € B. On en déduit que leg v.a. U ot V sont indépendantes
et N(0, 2).

2. Soit (X, Y} une v.a. bidimensionnelle de densité f. On veut trouver
In demsité Jde T = XY, Dans ce cas bz y) = 2y applique B? dans
B et on ne pewl done pas ntiliser e théomime 12.7. On powt
cependant &'y raener par ane astuce simple. Posons

gle,y) = {zy, x).

Soit Sp = {{z.y) s & = 0,y € R} et Sy = R*\Sp. Alors mu(Se) = 0
cb g est injective de Sy dans B? ot g7 (u v) = (v, ). La matrice
jacobienne est

1
U _
[
.I_,j,] (’l(., E') = u
e
. )
et det(Jy_1) = —% Donc si V = X et si on considére la v.a.

bidimensionnelle (U, V), le corollaire 12.1 donue

Floosyd s v

) 8iow =

fronte.v) = {

Rappelons qu'on cherche Ta densité fi; de U, qui est donnde par
) e o~ ny |
folu) = fruan(u,v)dy = f ('z;. l—) m du.

3. Parfois on peut caleuler une densité dirocleinent, snuns passcr par
le théoreme 12,0 ou Uastuce de Pexewnple 2 ci-dessus.
Soit par exemple X et Y indépemdantes de Toi N{O, 1), ot 2 =
X2 32 Quelle est la densité fz de Z7
Le théorgine 12.2(1) entraine que fa densité du couple (X, Y) est

. 1 x£? 42
Jlay gy} = I exXp ('—2) »
D(Z = A) = BE(14(Z)) = E(Lo (X2 +Y7)

— //1\(1'3 ¥y, y)da dy.
//]"‘ +y7) 21 T ay

Eu pasgant en coordounées polaires il vient

el donc
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2
= / / e T dp df
Pid

= dﬁ/ e_“’Q/Q rdr
':f Talr 2)57?" % v dr
0
En posant z = r?, donc dz = 2rdr -

e 1 .
= / 1a(z)ze ¥ dy,
Jo 2

et on voit que Z admet la densité 1e~(2/2) de l'exponentielle de
parameétre % Noter que la transformation en coordonnées polaires
n’est pas injective sur B2, de sorte que pour justifier Fargument
précédent il faut utiliser de nouvean le corollaire 12,1 : ceide trans-
formation est injective sur S; = R2\{0}, tandis que l'ensemble
Sy = {0} est de mesure de Lebesgue mulle, Cet argument sera.
utilis¢ sans mentjon explicite dans la suite.

4. Quand une fonetion transforme 7 v.a. en une scule on peut parfois

éviter de combiner le théoréme 12.6 ot 'astuce de l'exemple 2 en
utilisant & la place la fonction de répartition. Plus précisément si
Y =g(X,.....Xy), avec g borclicnne de B7 dans R, et si [ est la
densité de (X,...,X,), alors

Fy(y) = P(Y <y) = /(’ _stayin

Supposons qn'il existe une fonction b(y; ry, ..., 2,) telle que
gl ea, oo sy <y ostet seulement st oz < R(yiwa, .. a).

Alors
Fvy (%) :/ fle)de
{zg(=)<y}

(502,05
f / / f(.}lf.‘],.u,.’lfﬂ)dwj_ dra,.. ., dey,.

51 nous dérivons les deux membres par rapport & y (ce qui sup-
pose en particulier que h soit continiiment dérivable en y et f soit
continue), on obiient
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d h( n
frly) = @F\'(;/) [ / Oz n) (12.4)

dy

< f(hly, oy o) ey ) dag o diy,,

Un exemple d’utilisation de cotte technigue concernc le probléme
suivant, important en statistique. Soit X et Y des v.a. indépen-
dantes, avec X de lei N{0,1) et Y de 1ol gamma de paramttres
a = n/2 avec n entier non nul et 8 = 2. Y suit done la loi du
chi-deux & n degrés de liberté.] Quelle est la loi de

X ?

VY

On a glo,y) = ot et comme \/z/—ﬁ € 2z sl ct senlement. si

ros 2/y/n, on peat prendre Az y) = 2y y/ 0. A canse de I'indé-
pendance la densité [ de (X, Y) est

Fwg) = fele) fa(y) = (\15—) (%) )
T 2

On peut alors appliquer (12.4) :

. 1 i sl Zf}
fz{z) = \/Z—F( 5% / y 2 e VT T dy (12.5)
i

La loi de densité fz dans (12.53) s’appelle la loi ¢ de Student 4 n
degrés de libertd,
La loi ¢ de Student. introduite pour Pétude statistique de la
moyenne des loks normales lorsque les variances sont inconuucs,
a été mtroduite par W. Gosset (1876-1937) qui a utilisé pour cela
le pscudonyme « Student ».

5. Soit X et Y des v.a. indépendantes de loi N{0,5%). Soit Z —
VX2 LY? et W = \ﬁ sSiY #0et W=203sY =0 On veut
trouver la densité fiz wy de (Z, W). Idi,

(x.%) (\/1 + 42, 7.) = (z,w)
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et g n'est pas injective. On a

gz w) = (\/“iu AT wz) = (7, y).

Une antre fatetion « iiverse » serait

e -
oM :( -, _)
J RV AR

La matrice jacobienne J,-0 de g est

w 1
Trar i
4 —Ew

(Lt w2y (1 4 w?)?

de déterminant Le corollalre 12.1 entramo alors

I—Hz‘

Froezow) = —— 1 (Z”‘ :
Jizw s W) = l—f—’ll-‘z (X.Y) ]i‘u‘g /1_+|’|'3

Ly ( - - )1
o T Vg S

La densité normale dtant sviodtricque, on a

oo e ) = foxovn (- -y,
de sorte que

2z [ LS
Tt angz’ 2oy

f(z,wx(z- w) =

Noter que cette densing se factorise

i 71 el
f(z.\\'\(z.‘ffj = 7.7!2 (m) (7-“ Eiche I\;*u)) -

On en déduit que Z ot W sont fndépendantes, oo qui n'est pas o
priori évident, et on peut lire immédiatement les densités de Z et
W @ en fait, comme W ost la densité dune 1oi do Canehy de

paramétres o = 1) ot J =1, 1] vient :

fz(-il = n_Q(_m Lysoan
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et

1
(1 + w2y’
La loi de densité fy ci-dessus est connue sous le nom de {od de
Rayleigh de paramdtre a® > 0. Cet exemple moutre aussi que le
vapport de deux v.u. indépendantes normales N(0, o) suit une loi
de Canchy de parametres o = (et 3= 1.

fw(w) =

Exercices

1.

Montrer que

SR I?‘Ig i A
T ue? drdy = 2w

LA ey 2
et done gie 5 L e ltwf2e
Lz

est une densitd.

Soit (X, Y) une v.a. i valeurs dans ®? admettant une depsité fixvy
gui se factorise : fig (e, 1) = gladh{y). Trouver les densités mar-
gitrales fx ot fy.

Soit (X,Y) une v.a. i valenrs dans RB? admettant la densité

‘ 1 1 [(z—m)?
:" = === X X - ” -
i) g 09V — 17 P ( 201 =2 1 of
2t — p )y — 2) . (’y—ﬂz}z})

a2 o3

our € ]-1, 11 oy, o9 > et ;t‘,;u  R. Tmm‘Pr fs—z(y).
Rep. s b b= gy (v — s = 22 = )]

. Soit px vy lo c,oofhcu.ut de corrélation des v, réelles X et Y. Soit

a >0, c>0cthe R Moutrer que

PaX4heyYah = P Y-

{Crla montre le résultat utile suivaut : le coctheient de corrélation
ve dépend pas des « échelles » avec lesquelles on mesure X et Y.)

. Pour a # (0, montrer gue

J— (}’ .
DX .aX4bh = E(1| :

doie 81 Y = aX + b est une fonction affite nou constante de X.
alors v v = £1.
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6. Soit X, Y des v.a. avant des variances finies non nulles. et soit.

1 Oy
7 — () Y — (m) X.
Ty ay
Montrer que 0% =1 — P%.Ya et déduire que si pxy = £1, alors Y

est une fonction affine non constante de X.

(Gnt (1995), p. 27.) Soit (X, Y) nne v.a. a valeurs dans R?, de loi
uniforme sur la boule unité .

*

7

. 1 st py? gl
fxwylzy) =4 7
0 sim? 4 y® o

Trouver la loi de R = ' X? + Y2 [Indication : Introduire 1a v.a.
awxiliaire S = Arctan \Y) [Rép. @ frlr) =2rigp ir)]

8. Soit (X,Y) une v.a. & valenrs dans R?, de densité f. Tronver la
densité de Z = X + Y. (Indication : Trouver d'ubord la densité
du conple (Z,W), ot W = Y.} [Rép. : fz{z) = [ fixvylz -
w,uyde ]

9, Seit X une v.a. normale N0, 02). et soit € pue v, aniforme sur
0.7 s ie © ala densité f(#) = L1 4(8). Supposons X ct ©
indépendantes. Trouver la loi de Z = X 4 acos ©. (Ceet est, utilisé

P c g - Toefz—acon w202
en électricité). [Rép. « fu(z) = — = fy ¢ (e con wd®/20% goyy |
10, Soit X et ¥ des v, rvéelles indépendantes de densités respeclives
[yt fy, et soit Z = g(X) et W = L(Y), oit g et /i sont injectives
ct dérivables, Trouver la densité f 2 wy du couple (Z, W).

11. Soit X et Y deux v.a. indépendantes de loi N((, 0%). Soit

X
Z=vX21LY? et W= Arctan v _;_r < WL g

Montrer que Z admet une loi de Rayleigh, gque W est uniforme suy
kil

] — 5. %[ ot auie Z et W sont indépendautes.
12, Soit (X4....,X,,) des v, réelles. Posons
Yi =min (Xl €7 <n)

Yz = seconde plug petite valeur parmi Xp,. .., X,

Y, =max(X; : 1

/AN

i m).
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- Montrer que Yq,.... Y, sont des v, et que Y1 € Y g - €
Y, {on dit mque les Y, forment le séorrangement crofssant, on la
statistique docdre des X, ot on les note on géndral

Yi = X )

Supposous que les X; sont nddépendantes et toutes avee la méie
densité f. Montrer que la densité de la v.a, n-dimeusionnelle
(Yi.....Y,) est donnée par

T, Fy) s <y2 L D
gy oy} = 1 0 sinoit.

13, Soit (X,....X,,) des v mdépendantes uniformes s 10, af. Mon-
trer gque la statistique d’ordre (X (), ..., X)) (cf. Vexercice précé-
dent) admet la densité

! :
— SIO<y <y <y, <
G, W) =& O , : 7= ;
§0n Y { 0 sinon.
14, Dauns la sitnation de Vexercice 12, en notan f la densité coummune

des X; (supposées mdépendantes) et F leur fonetion de répartition.,
montrer que Xy admet la densite

f(k) (Z;’) = kcflf(?f)(l _ F(,y))n _k F(?})j‘""l‘

16, (Stmulation d'une varinble aléatoire normale.} Soit Uy ot Uy denx
v.a. indépendantes uniformes sur |0, 1] Soit ¢ = 27Uy ol 5 =
—log Us,

a) Montrer que S snit une Ioi exponentielle, ot que v 28 suit une
loi de Rayleigh.
k) Posuns X = Reos0), Y = Rsin®. Montrer que X of Y sont
indépendantes normales.
(fndication : Ponr o), la loi exponentielle est un eas particulier des
lois gamnua, ¢'est 1a loi ¥2. Pour b), ntiliser la méthode de Vexercice
11 en sens inverse )
[Remargue. La méthole décrite dans cet exercice pouy simnler les

v.a. hortiales centrées est connue sous le nom de métlode de Box-
Muller.]



Chapitre 13

Fonctions caractéristiques

Il arrive souvent cn mathématiques qu’on puisse résoudre un pro-
bléme ou obtenir cortaines propriétés d'objets mathématiques en les
« transformant » dans un autre espace, cn résolvant le problemme dans cet
autre espace, et en revenant ensuite dans 'espace mitial. Deux parmi
les transformmations importantes sont la transtormée de Laplace et la
transformée de Fourier. Ces transformées sont largement utilisées pour
I'étude des équadions différentielles ou la « théorie du signal » : elles sont
anssi extrémernent ntiles en probabilités : clics servent A analyser les va-
riables aléatoires {par exenple, & calculer leurs moments), ou & donner
des preuves « élémentaires » et élégantes de certains théorémes, comme le
théoréme-limite central {voir le chapitre 21). La transformée de Fourier
ost la plus sophistiquée des deux, ot aussi la plus utile,

Avant de 'introduire il nous faut dire un mot de Uintégrale des fone-
tions complexes. Soit (E, £, i) un espuce probabilisé, et f une application
de I} dans I'ensemble des nombres comnplexes. On peut I'éerive f = g+12h,
olt i = /1 est la racine carrée de —1 et oilt g et h sont des fonctions
réelles (la partie réelle et la partie imaginaire de f, respectivement). La
fonction modnle est [f| = +/ 9 + h? (racine carrée positive). On (it alors
que f est mesurable si les deux {fonctions ¢ et h sont mesnrables, et inté-
gradle s1 g ot & sont toutes deux intégrables. L'inlégrale de f est alors
le nombre complexe !

[f p{dz) ‘['c](:lf)ﬂ((f.f) +i'/.h(:r),u(d:t). (13.1)

Il est alors évident que lous les résultats du chapitre 9 sont valides pour
les fonctions a valeurs complexes, en prenant séparément la partie réelle
ot la partic imaginaire. Noter en particulier que la fonction complexe
mesurable f est intégrable si ¢t senloment st la fonction réelle |f] Uest < en
cffet on a gl < ||, IR < | f], et [[] < |g|+ |B|. 1 est également important
de noter gue intégrale est linéaire sur le corps des Complexes 8l a est nn
nombre complexe, alors [{ef(a))p(de) = o [ f{z)u(dr). Le senl résultat
un pen délicat est la majoration suivante pour 105 modules :

104
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\/ .f'ﬂ-r);:(d:r-)\ - / () puledy. 13

Pour Uobtenir. on écrit le complexe [ fla)pfdr) sous la orme pe'®:a
cintge de 1a lindarité de Vintégrale 11 vient

1/](;1,);;((]‘1") - p= /(f(”'J‘ﬂﬂ'”);J(r/.rL

el Fexpression de dioite, dtant réetle, vaul wisst [ A p(dry, ot b est la
partic véelle e fe='% . Mais le {hcoréme 9.1(1) implique l] A'(.r};:(n’:r)| <
[ k() p{day et comme on a [k| < [ f]. on obtient (13,2}

Une notation nots sera pussi nécessaire : nons écrivons (2.4 ponr

e produdt sealaire de ooy € K" Clest-n-dire, sior o= (... 7,0 of
y=(y..... W) alors
13
(o) = Yy
g1

{Las prochul sealaive ot ausst sonvent derit e -y

Définition 13.1. Sait p wne meswre de probahibitd sue B7 0 Sa Lranaformde
doe Powrier, wotée Ji, est o foneton see Y ddfinie par

plu) = / AT ).

Ci-dessns on Wingre Bs fonction complexe mesurabde v e 0!

T

, de
module dgal i 1, de sorre que d'aprds ce qui précede olle vst utégrable.
Drapres (13.1), la translonode de Fourier *derit anssi

filu) = /(-()H((u,x});z(r.’::-) |- /siu((u a V(e

Sin=1,ona {nr) =we done ji{n) = [ p(dr).

Définition 13.2. Sodt X une voa. o valewrs dons BY . So fonclion caracli-
vistigue ox ot o fouetion sur RY definde par

Sx(w) = Ee HoXry
Ere thaulies tetmes,

oxlu) = /.’ e Py(dr) = Pylu) (13.3)

o Pyocst du ot de X0 Ainsi, L forction raractcrsiigne de X st o
tronsformic de Fouwrrer de sa los,
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Théoreme 13.1. Sat jo wne probabitite sur R™. La fonction jr est borpee
(de module wfiricur on dgat o 1), continie, et vorafie () = 1.

. . s \ i ;
Preuve. On o défa vt qne gioest bien définie. Comme |77 = 1 ponr
tons oo & R onoa

i) < / ) el = ] i) = 1.

PIUNIEE / e ) = /l plday =1,

Pour la continuité de il suffit de montrer que pour tonle snile {(u,)
convergeant vors ine mite o (dans B, on w giu,} — f{u). Pour cela,

De plus

o1 remarque oue ot e nom toul € R et colume les
T sont bormées en modnle par la foncelion canstante
Ggale a 1) le réanltat déconle din théorome de convergence dominée de

fonetions x — o

Lebesgue (tudoretue D16 51 o0 ne vent pas utidiser co théorene pour les
fonctions cotaplexes. on peut Unkiliser séparémenl poin les parties reelle
= cous( () ot fimaginaire a— sin{(u, ). el soul bornges en valeur
abuolue par 1), =

On pent meme monler e i est wpaformencnl confae. Tals nos
1 arens pas Lesoin de ce resulint el
SiX = (Ny... o X, estonoe v dvaleirs dans B7L ot s (X" ~ =
pour un entier (| X] désigne e moditle din vecteny aldatoire N clest
e v réolle), alors EUX|Y) « oo pour & = 1.2, _.m, ot on dit que
X adinet dos mowents jusqu’s Pordre . Dung co cas, por tont elioix
d'indices Ji.... jy, entre et s da v, produit (véelle) Xy, ... X, ost
intégrable (car najorée par [X]7). et espérance de cette v, sappelle
o (F4. .o dp)-mament de Xo Torsque = 1. on a eévideinnmwent 7, —
- = Jm = | e prodnit ci-dessus est X™. et son espérance E(X™) ost e
m-ieme metnend de X
Théoréme 13.2. S0/t X une v.oo 4 valewrs dans B®, admetlond des mo-

ments jusqn'a Pordre . Lo fonclion coractéristipue ox de X oest alors
me fois confeanent differeniobe. ¢t

.
T

iy, o,

entiy = iME(X, LN, et

Preuve. On v en fait prouver Ia formnlation égnivalente pour les me-
sires de probabilité posur B? (&g = Py, rappelons que vy = 1),
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Ihypothése sur g étant que la fouction flr) = 2™ est intégrable par
rapport o op.
On vent wontrer gne pest i {ois contimiment différentiable et que
E)?‘I?ﬁ -
: o N i {1g,m)

() =1 T S t{dr).

Diigy iy I " a
On doune la prenve ponr e = 1 scalement, I cas géndral se montrant
cu répotant lo méme raisonnement m fojs. Nous voulons done montrer

gue pont tout j, la dérivée parficlle i{’l Kisbe An polit e ot vang
dit | i)
oy =i | et £ p (e 13.1)
= / (ke (

et que de plus la lonction ci-dessus est continue en 1.
Pour Pexistence de -:ii‘ et T formule (134311 saffit e montrer gue

pour tonte sueite de réels t, convergeant vers (L st e = (v, .y, ) désigne
le vectenr nnitaive de B dans la divection § (i.e. de coordonnées py, =)
pour & # 4 ¢t 1y = 11, alors ITa snite

. , it |
S il ey - ) = e RSN [RUASY 5.5
/ A /

Iz »

converge vers lo membre e droite de (13.4). L suite de fonctions

J.E’ s

oo ifte

{om :;‘J ext coordonnde de = € R converge siug-
Memment vers vo— 2n; tapnliguer e fait gue Lo fonetion exponenticlle est
devivablel e plus

t

()fi'},‘lf _ 1!

I

/ o lpe(de) ~

par hypothese, Done le théorome de convergence dominde de Lobesgue
implique que (13.5) canverge vors

i / :t:Jr"’{"‘m)p-(d.f').

Done on o (13.4).
La preuve de la coutinnité cnon de la fonction 05/ de; dans (13.4)
esl oxactement la méne gue la preuve de T continnite dans le théoreme

13.1. ]
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Corollaire 13.1. Soit X nne v.a. iéclle admetfant des moments jusgu
Uordre m. La [onction coracteéristique ox de X est alors i fois conting-
ment différentiable. ef

[‘3”]

11y 1A LTS ATO
; ar = PR
cum

Une application mnédiate de ce résultat est 1utilisation de la fone-
tion caracteristique pour ealenler les moments d'une voa. réclle X, Ponr
Jew ddenx premicers moments. de Jom les plus imporiants, on obtient hame

diatement :
EX) =424 (0) } <00 (13.6)
E(X%) = () s B(X") < oo, (13.7)
Exemples,
1. Variable de Bernouwlld {p}. Si X cst uue v.a. de Bernonlli de pa-
ramitre p, e PIX = 1) =pet P(X =1 =1-p i vient

x(n} = E(s:‘“x) =1 =Py M= pett Ll

2. Varable binomdale (r, p). S X est une v.a, binomiale de porametres
1 et p, alors

"
LPX(?J.) _ E(‘Piu}{) _ Z (‘1’.?'? Hﬂ”j'[)j(l . [l)”_j — (peiu | _p)n

=0

O aurait alssi pu remarcuer que X s'ecrit

SNa

i1
ot tes Y. ..., Y, sont indépendantes de loi de Bernoulli (p). Alors
2 [}
,L‘\'(Tu’):E(('}'”‘\):E(fW Z_;:i“‘ "'):‘E H etuYq| _ H E(F!HL‘Y.’)
i=l =1

par lindépendance des Y :

(e
=[Iwv,00 =" + L -p)"

=1



3. Variable de Poisson (A).

ox () = 1)

§ ‘.‘HP

k=0

4. Variable wniforme

ox () = B(") =

sur [ ~a,al.

1

2e

(e =)

13. FONUTHINS A H;’\(“"I"I%,RW'I‘iQI s

= MP(X = k)

k=0
TRV A
,_A (A
—A Ac™™ — 6)\( )

:r i —i

- ¢ -
(-?“L'Ed;?’? =

o Qaiw

on ntilisant les propriéids ¢® = cosz +isinz et cos(a) = cos(—a),

on voit que ceq dgale

2i sinau

SIT1 B H

2atin

si1e 7 0, et bien siir ox(0) = 1.
5. Variable novinale N{O, 1). Le caleul de la fopction caractéristigne

N e

dune v.a. normale ost nn pen plas diffieile, On pent le faire par
nn calenl dintégrale le long d’un contonr fermé dn plan complexe
¢t o théoreme des résidis, on par prolongement analvtigne (voir

Pexercice 17 du chapilre 14).
maig ¢lénentaire, On i

foiel nne antre méthode, pen intnitive

T D
Lfix('it-) - /!.’1“3 \/ic wf dv
) 2w

(U“s ILL

N

71'24/'2

Comme » 11— sinure™

da

son inlégrale est nnlle. Par snite

1

wx(u) =

G

ey

L /sm?m
i .
J e

cst une fopetion impaire ef intdgrable,

2o
—mE 2
costpr e Pdy.

Grice an théoreme 13.2 on pont dériver les denx membres par

rapport 4. et on obtient

1
Pheln) =

Var

XD

—rsinure

—at/ 2da.
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Ensuite on intégre par parties :

oy
poeosur e " 2dn = — i (1)

1 e
B A% 2 -/—‘\*

Par suite e satisfait & Uégnation différentielle ¢ (u) = —npx(u),
dont la solntion géndrale est

3.
wx(n) = Ce /

pour une constante C. Comme px(() — 1 on o C =1 de sorte gue

- u.Q ,/2

wx(u)=e

Théoreme 13.3. Soit X wne t.a. @ veleurs dans R™ ot st 0 € R™, Soif
A wne malrice vy n, Alors
. i) A k.
Parax(u) = ¢ px(A),
poy tont o € B o A* désigae n bransposce de AL

Preuve. On a

1. | AXD 'a('pa.rz}Fv'(:\’zr.X)

F’/'[(

=

et on oblient le résnitat en prenant Vespérance des denx membres. W

Exemples (snite).

6. Variable norrale N{y, a2}, Si X est Ny, a?), on vérifie facilement
(voir exercice 18 dn chapilre 14) que ¥ = %—’—’ est N{(L 1}, ot
X =p+0oY. Duprés le théoréme 13.3 et U'exomple 5, i1 vient

lﬁ?{ — (umfw.erQ/Z .

7. Vuriable exponentielle (A). Soit X e v.a. exponenticlle de pa-
ramatre A, Alors

wx (i) = / NN
J0
Un colenl] formel donne

(13.8)
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e qui n'est pas vraimend igourenx sur ke plag mathématigqne, Une
maniere simple de justifier cela consiste i intéerer séparduent les
fonetions partie réclle ot partie imaginaive, e, 1= Ae™M cos up
ct o= Xe M sin e, on Maisant une intégration par parties : an
calenl ¢lémentaire montre gne Ia forpuule (13.8) est exacte,

Vardubte gamma (v, ,3). Soit X une v. de lop gainnia de paraiétres

a et 3, En ulilisant une intégration dang le plan complexe et le
theortme des résidu=. em paunt moutrer e

On peut ot calenler cette foretion earactéristique par nne mé-
thode élémuentaire © voir Pexercice 19 du chapitre 14,



Chapitre 14
Propriétés des fonctions
caractéristiques

Nous avons vi comment caleuler lTes fonetions caractéistignes sur
divers exemples (de maniere égnivalente : comment calenler des trans-
formées de Fourier de probabilités). Pour gue cela soit réellenment utile
nons avons besoin de savelr que cette transformaoe de Fonrer earactérise
la probabilité. (Pesk ce que nong prouvens dans e théordime ci-dessus. Sa
demonstration ntilise le théortme de Stope-Welerstrass ot ost done nn
peu difficile pour co livre ; vu Pimportance du résultat. nons la donnons
NERIMOINS.

Théoréme 14.1. { Théoréme d'unicité.) Lo fransformde de Fouricr [1du-
ne probubiiitd osur RY coracterise st denx probabilités admettent bo
meme transformee de Fonrler, elles sont égales.

Preuve. Soit
1 C]? 2

(271'(’7‘2)”‘/2 €

I (‘f:) =

[418

fali) = Pt

Alors fo{x) est Lo densité de X = (X, ....X,,), on Jes Xj sont N(0,07)

et indépendantes. L'exemple 6 du chapitre 13 ot le théortme de Fubini
entrainent

‘ 3 Tt -
, - 1 S
jn-(.‘lf)f‘””“”d:" _ / H e (_,’L Tt i ’)dl'l . dw”
ST
1

Mo T 2
7 i 2
= /— r:(?%J”””""’)ri:!'J-
Gt & (T 27
‘e W22
I ~
- HG I ff(”J
i=1

Dl}ll(i

1y
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folu—u) = I— i (”; )

(270’2)”
e g
— (2“72 ??/2 / Flr)e’ s .

Supposons raaintenant que gy et pe soieut deux probabilitds snr R
avant méme transtormée de Fourier fiy — fip = i, Alors

/ (97?02 )2 {/ffr riett ’di}lf- (du)
9 ) l . . 4’ ’(df-r
= / .fﬂ(.’!f) W!J ((r—j) s o2 (11!.‘,

(Je Joctonr wrlfiera cpdon pent appliqner lo théoreme de Fabing ci-dessus,

/J Saln — vy (di)

et Tn weme dpalite cst vrale pour pro. Par suite

/g(:r;),m(d.::) = /_{][.1'),{!2((}\{')

pour tente fonetion g € H. oit H est Vospace vectoriel engendrd par
toutes les fonctions de la forme u — [, — ). On peat alors appliquor
le thdorone de Stone-Welerstrags' pour ohtenir gque H st dense dans Gy
pour Ly convergenee nnifornme. on Cp est ensemble des fonetions comnti-
nues < wtles & Vinfind ~. e, Penseulile des Tonctions continues suy RY
telles aque iy, oae [F(#)] = 0. On obtient alors

/ gla) ldr) = / earAts;
S g

pour tont g € Cy. Comme la foncrion indicatrice dnn ouvert est lnite
crolssante d'une snite de fonctions positives dans Cp. e théorame de
conpvergence monoetone (théoréme 9.1{d)) denne

p1(A) = ya(A),  pour tout ouvert A < R,
Finalement le théoreme des classes monotones (théoréme 6.2) dovne

i {A) = po(A)  pour tout borélien A C R,

done g = prs. [

1o Noir par cxanple |23, p 160].



Lp PROPRIEPES DRSNS FONC T OMNS CARAC TRRISTIQUFS Lo

Corollaire 14.1. Souf X = (Xy,.... X,,) une o & valewrs duns RY, Les
mariables véellos (X..,-)lgh,, sont indepeinhinies si et sewleiveni i ponr
toud o= (1y,..., 1w,) £ R onow

oxlry ... ”f*):H‘f;‘(a(”f) 111}

=1

Preuve. Siles (X)), -,y sont indépendantes, aors

2

wy(u) = (r:"""“‘X:") _E (niZ’,‘—l “’Y’)

’ 1
= H Eie ™) (par indépendaney)

1= ;=1

Il
-
P

‘\PX, { ’L,?)'
gl

Supposons & nverse qu'on ait (111} Seit ey la loi de X sinr B et soit
prx, Tes lods des X, s B Alors

fx = (iix, Parxe B0 ).
ot le théoreme 14,1 entraine que
Jx = gix, g 8 g
qui equivant & Uindependanee des N, .

Attentron e falt que ox w.....H’} = H,:| ox, (g pour tont ¢ B
west pos suffisent powr que Jes v X sodent jndépendantes.

Exercices des chapitres 13 et 14

Les trods premiors crevcices nécessiioni une intégration dons le plan
complere el le Bhéovéme des (ésidns,

17 Soit flx) = —u‘i” la densite dvne v, Xode Canchy, Nontrer
il

Al = '\tt\.
et intégrant le long ' detni-eercle de diamatve =R, R sur Uaxe
réel vors la ganche, puis dn point ¢ RO0O) an point (R 0) Te long

[=3
de Vazxe réel 1 s paseer & la Inite (R — oo).



120

2

14. PROPRIETES DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES

soit X une v.a, de loi gamma de paramétres o et . Montrer
' 3 . . .
que ¢x{u) = EETmeE [Indication : Intégrer le long du segment

horizental de {d,0) a {¢,0) (avec 0 < ¢ < d), puis le long du

. segment, vertical descendant de (¢, 0) jusqu’a I'intersection avec la

47

droite d'équation y = —%%, puis suivre cetie droite vers le bas
jusgnan point d’abscisse d, puis remonter verticalement jusqu’an
point (d,0); puis passer & la limite avec d — o ot ¢ — 0]

7 Soit X une v.a. N(0, 1). Montrer que ¢x (1) = e e intégrant

le long du segment horizontal de (R,0) & (—R.0), puis le long
du segment vertical de (—R,0) & (—R, —u), puis horizontalement
jusqu’d (R. —iu), puis horizontalement jusqu’a (R, 0); puis passer
a la limite (R — oc).

Soit X me v.a. réelle telle que E(X?) < oc et E(X) = 0. Montrer
que a2 := Var (X) < oc, et que

1. .
ex(u) =1— §u202 + o(1%)

quand » — 0, [Rappelons qu'une fonction g est o{t?) quand t — 0

si By Wl = 0 ]
CSoit X = (X, ... X,) une v.a. & valenrs dans R?. Moutrer que
a) e (w,0,0,...,0) = oy, (w) e R)

b} ex(m vy, . u) =y, 4ogx, (1) (wcR)
On note 7 le complexe conjugné de 2, ie. si z = a+ibona? = a—ib
(a.h € R). Montrer que si X st une v.a., on a yx(u) = wx(—u),

. Soit X une v.a. Montrer que yx (u) est a valeurs réelles si et seule-

ment si X aune loi symétrique, i.e. Py = P_x, [Indication : Utiliser
Pexcreice 6 ef les théordines 13.3 et 14.1.]

Montrer que si X et Y sont des v.a. indépendantes ot de méme loi,
alors 2 = X—Y aune loj symétrigque. {Indication : On peut utiliser
Vexercice 7.)

Soit X;..... X, des v.a. réelles indépendantes, ayant chacune un
moment d’ordre 3 fini (i.e. B(|X;]*) < ) et de moyenne mulle {i.c.
E{X,) = 0). Montrer que

E (ix) :iE{X?).
i=1

=1

(Indication : Utiliser les fonctions caractéristiques. )
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L Soit g, g des probabilités sur B™. Soit A; 2 0 avec
A, = L Posons v = 370 Ay Montror que v est aussi
une probabilité, et que

v{n) = Z)\jﬁj(u)
=1

11. Soit X nne v.a. de loi cxponentielle double (Laplace) de parametres
a =0, 3 =1, ie admettant la densité

el

fx(z) =

[N

Montrer que x (i) = iﬁ {Indication : Utiliser Vexercice 10 avec
pour 41, la loi d'une v.a. exponenticlle Y, pour po la lot de Y et

A=Az =1L
12F (Lot frim;qm‘czire.) Soit X une v.a. réelle de deusité fi(r) = (1 -
[z y(2). Moutrer ¢ne wx (u} = w (Indication : Sait

Lt
2'2

. aN 2 . 2
. . du/2 —ru 2 2 gj i =
U+ V. Observer aussi gune (f—%—) = (%')) J

4,

UetV des v.a. indépendantes uniformes sar [ } ; considdérer

13, Soit X 1me v.a. positive, Sa transformeée de Mellin est la fonction
Tx(6) = E(X7)

pour toutes les valeurs de 8 pour lesquelles l'espérance de X? existe.

) é
Tﬂ@—;mx(ﬂ

quand les deux membres sont bien définis.

a) Montrer que

L) Maontrer que st X et Y sont indépendantes ot positives. on a
Txv(8) = Tx(6)Ty(8).

¢} Montrer que Tyxe (6] = hng(ae) pour b > 0 et af dans le
domaine de définition de Tx.
14, Soit X une v.a. loguormale de parametres (i, o). Trouver la trans-
formeée de Mellin {cf. exercice 13) Ty (#). Utiliser cette transformée
et le fait que Ty (k) = E(X¥} pour caleuler le A-itime moment de X
powr A=1,2,...
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5. Soit X wue v.a, N(0, 1), Montrer que E(X2H!) = 0 ot

{2n)!
2rn!

E(XEH): :(2”—1)(2,"}*3)3]

62 Soit X une v.a, N(O, 1), Posons

M(s) = H((#"X) = / \/‘I)_ﬁ exp (sr - %1‘2> .

2 4 . . . .
Mongrer que M(s) = e* /2, (Indication : Compléter le carré dans
Iexpoucnticlle. )

* Remiplacer s par v dans Pexercice 16 pour obtenir gque oy lu) =
2 o ape . . -
¢ /2 justifier co caloul par la théorie du prolongemoent analyligue

des fonetions de variables complexes.
18, Soit X une v N, 02). Montrer qne Y = % suit la oy N0 1.

19 (Feller [12].) Soit. X une v.a. de loi ganuna de pajamétres o > 0 ot
£ = 1. Ou peut caleuler sa fonction catactérisiique sans intogration

i

dans l¢ plun complexe = develapper

1 oo (I'H-\)n /fx, e o F(,rl,—i—ﬂ) W
> -1 n d — H‘
PRy A 2y

="

eIl séric. ctomontrer e

puis que la somnwe de cette damicre sévie est T



Chapitre 15
Sommes de variables aléatoires
indépendantes

e part importante des applications des probabilités déconle des
proprictes des sonmes de variables aléatoires indépendantes, Un exemple
stiiple apparait en statistique @ si nous répatons » fols la méme cxpé-
ricnee indépendamment et sl nous appelens Xj le vésnltat de la j-idme
expérience, la « valenr moyenne » est doundée par T = },ZL (X, Lava.
T ost alors appelée nn cstimateur de la movenne g de la loi cormmunme des
X;. La stalistique étndie quand (et comment) & converge vers g quand
oo oo Méime e fois gu'on sait que @ tend vers g, o aoausst hesoin
de savoir gnelle tatlle donmer & n ponr étye raisonuablegent sir que T
est. proche de la vraie valeur g, qui ost en géneral ineommie, Daatres
probidmes, plis ardns, se posent anssi natnrellemeni : quelle est 1a loi de
#7 81 on ne pent da détermuiner, peut-on au woins Napproximer ¥ Quelle
laille doit avoir n ponr que cette approximation soit bonne ? 51 on dis-
pose d'inforuations ('umplénwnmirew s1r g, conunent les utiliser pour
améliorer estimateur T? Bien édvidemmoent, avant de commencer i 1¢-
soudre les plus simples de ces questions, il nons fant étudier les sommes
de v indépadantces.

Théoreme 15.2. Soit X el Y deur voa. véellcs. La loi pg de =X+ Y
est le produit de convolution des lois px el py de X et Y, qui est défim
por

(o * v ){A) = // La(z + i) pesc{dadpy (dy). (15.1)

Preuve. Comme X ol Y sont indépendantes, T 1ot dn couple (X, Y) est
Jix 8 gy Done

E{¢(X.Y)) // ) e ey (dy).

et en particnlier. avec g, Yy = (Jc + ), on obilent pour foute fonction
borédlienne [ sur R, positive on bomde

DUV = [[ et pmedsi @), (15.2)
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1 suffit alors de prendre f{zr) = 14{r}. n

Remarque 15.1. La fornmle (15.2) montre gue pour f : B — R boré
lienne et Z=X +7Y, avec X et Y indépendantes

HZy) = [f 2)(pux * pv ) (d / Fle + ) px {dx) ey (dy).

Théoréme 15.2, Soit X et Y deus v.a, reelles indépendantes, et 7 =
X+Y. La fonction caractéristique gz est le produst de gx ot de oy, Lo,

() = px(uppy ().
Preuve. Prendre f(:) = ™% et utiliser (15.2). | |

Attention - 512 = X 4 Y, la proprieté gue pw7(0) = pxluhey (1) powr
tout i € B n'hupliqne pas l’mdepemldm ede Xt

Théoréme 15.3, Soit X et Y dewr v.a. réelles indépendantes, et Z =
X+Y.

{a) &7 N admet lo densité [x, alors Z admet la densile fz donnée par
= / Il =gy (dy)
(by 51 de plus Y admet la densité fy. alors
jz(z) = [.fx (2 —ydfy (y)edy = [ Il fy (e — r)da
Preuve, (b) : Supposons (a) vrai. On a
fz(2) = _/‘fx(z — uiy (dy).

Comme dec plus [y (dy) — Ariy)dy. on obtient la premiere égalité. La
seconde s'obtient cn échangeant les roles de X et Y.
{a) : Draprés le théoréme 15.1 on a

pz{A) = jj Lo +ydux(dr)py(dy)

:/{/1,\(.‘1'—|—y)fx(:r,‘)cf:;:};Lyfr]jf,l).

En posant z =« + y, done «dz = da»
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- [ { / L (2) flz y)dz} ity

et en appliquant Ie théorene de Fubini

= j{‘[f(z‘y)m’(dy)}1A(3)6’-2~

Cownme A est un horélien arbitraive, on a le résultat. | |

]

Le résultat siavant est trivial. mais extrémement ntile.

Théoreme 15.4. Soit X et Y devs wa. véelles indépendantes, de carré
indégrable {i.e. B(X%) « ~ o B{Y?) < o). On a alors

U§(+\— = ai + (TE;(
Preuve. A caise de Uindépendance, on a E(XY) = E{XIE(Y), dovie
2 = BX?) 42BN + EOY?) — (B(X) + E(Y))? = o2 + 5§,
n

Exemples.

I Soit X1...., X, des v.a. de Bernoulli {p). Alors ¥ = Z?:L X, est
binomiale (1, p). On a vn que

T

E(Y)=E i\, = iE(Xj) = Zp =ap.
s=1 =1

Fl |
Noter quc
af, = BOXG) - BX) P =p-p? =p(1 - ph

Done le théoreme 15.4 entraine que
n
4 2 . .
ot =S ot = up(l - p).
=1

Cette méthode de culeul de la variance est préférable & tn caleul
diveet a partir de la lol de Y. qud néeessite de tranver 1n sonnme

L]

LI B 2 " 7 - n-3
o, = Z(‘} — i) (]_)p {1 - p .

=0
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Sait X onne voa. de Poisson (A) et Y e v de Poisson (1), indd-
pendamte de Xo Alors Z = X 4 Y s0it assst ine 1ol de Poisson. de
parametre (A + ). Pour le voir, on écrit 7, = x oy, ce qni donne
A R Ry
%57»(”) _ (|/\(( I;L,p(r 1 _ ({(,\-},u)(s —1)‘

et ou veconnait L la fonetion coractéristique de I lof de Poisson de
paraméire (A4 pr) @ done 2 ant la lei de Poisson grice an théoreme
d'unicité des fonctions caractéristiques (théoreme 14.1).

Sait X et Y des v binowiales indépendantes de parangbtres
respectifs (i, p) ot (nyp) (e mime p pour les deux voal). Snit
Z=X4+Y. Al

P = YRPY,

done

) = (pe 4 (L= Y e+ (gl = (e 4 (=)

aqni est la fonction caractéristique d'une lap binomiale (m F o p);
dane Zoost bincuniale (in + 1, pl. Noter que pouar ce résultg on
wa pas réellernent Losoin des fonctions caractéristignes @ on pent
stmplement abserver gne

XN=>U;, e Y=)>V,
1= J=
ot donc
IS
i= j=1

ol les Uy et les ¥V, sont indépendantes or Bernoulli (). Done

an |-
Z=Y W,
A -

=t

O les “-‘"'
mitres W

; sont aussi indépendantes ot Bornondli {(p). (Les w0 pre-
5osont les Ug, ot los mosubvantes sont les V,0)

Soit X of Y idépendantes ot respectivement de lois Niyoa?) ot
N{i 72y Alors Z = X 4+ Y snit L lob nonoale N(p + .07 4 79)
on Cerit

P7 = PXPK
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re qui donne
LR Wt dnent et RUIITER B -u‘((rz-l—"rz)/'_’
wrla) =¢ I3 T = : k
qui est Ja fonetion carartéristique de N(j+r. a2 + 723, ot on ntilise
rncore le théoreme 4.7,

5. Soit X ot Y des v independantes de dois ganua do parameties
respectifs (o, 4) ot (9,9) (avee le mdéme 3), ot Z =X 4+ Y. On a
w7 = PRy, of done

(1) i3 g gt
o) = . — =,
(F =i (B —ru)d {F—uyrrd
done Z snit 1a lob ganona de paramdtres (o 4 9, 5,

. Dans le cliapitre 11 nows savons doind 1 od do efo-dena @ podegrds
de fiberte (X“f,)‘ gui est aussi o lod gaunua de paemnctres 5 e é
Nous avons observe que si Z est N(0, 1) alors 77 suit la lor x5, Si
maintenant Z, .., Zy sont des voa. indépendantos de Joi N{O, 11, ley
V.. Af sont nusst inditpendantes, de sorte que lexemple 5 inplicne

Ld ’ ) . . ~ i -
que X — 300 Z7 snit nue lof gamne de paramétres § oot 4 ie
. a . . . )
la Toi vy, En dantres termes, une va. X de loi du chi-denx & p
degres de liberte pent &ire vae comme la somme des carrds de p
v inddépendantes de loi N{O, 1).
Exercices

Lo Satt Xp o0 X, des v ledépendontes telles gue E(X ) == gt
Var (X;) = 0% < o, | < j < e Posons

1 . :
T==3X, e K ==) X e mt
7:-1

. B N B
{2 ol 5% sont aussi des via,. conmies sou# le nom de « moyenne
cmpirique » o6 « variance empirvique » respectivemeont. ) Montrer qae

a)y B{T) =
by Var(r) = # :

(5) E(SZJ = %0’2.
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2. Soit Xi...., X, des v indéprndantes de variances finics, Posons
S, =37 X, Montrer gue

2 gl
7,
S2 LZ”B'
15, — n? X
a=1

. s . 2 : . 2 "
et en déduire gue si oy, = w2 pour 1 <X < 0, alors ﬁis, = 02/?1,‘
L L

3. Montrer que =i les v, X, ..., X, sont independantes de mnéme loi,
alars
ws, (i) = {px(u))".
on S, =%"_ X

j=1 v

Les exereices 4 6 8 fonl dndervendr la somume d'un neomlne aléaloire de
- tndépendantes. On se donne wne swile infinie Xy, Xo, ... dr v
reelles wndeépendantes de wowe loi, ot wae aulre voa. N o valenrs catifres,
idépendente des X, On pose aussy

SJ’{-:ZX)- et HV:X]+X2%+XN,
i=1

aver la conrvention que Sy = 0 sur Uensemdle ot N = 0.
;

4. 81 A est un borélion de R, montrer que
D(Sx € AN = 1) = P(S,, & A).

BoSi E(N) < oo of E{X, ) < 200 mentrer gue

E(Sx) = Y E(S,)P(N = .

7y =2(}

(Indicaiion : Montrer aborvd que

[
E(Sn)=H ZSHI{Nﬁn} = Z E (ﬂ,,] {_\[:,,}) ,

=t =0
en justifiant la seconde daalitd))

6. 8T EIN) < et BEOIX,D -7 s montrer que B(Sx) = E(NIK(X, ).
(TIndication @ Utiliser Vexercice 5.)
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7.

HO.

11.

12

4.

ST EN) < ~ et E(X,]) < oo, montror que

o (1) = E({x, 0)).

(Indication : Montrer dabord que s, ()= B 1in_ay).)

. Démontrer le résultat de Uexercice 6 en ntilisant Uexercice 7 et les

fonetions caractdristigues.

. S0t X et ¥V des v.a. réelles indépendantes, Supposons que X et

X+ Y ot méme lot. Montrer que Y = 0 p.s.

Soit ot g des tonetions bordlicunes sur R, telles gue

/‘h ' |f{z)ldr < oo et / gl die < o,

™~ Bl
Montrer que

a) (f=g)lr) = f_oio fla — y)gly)dy existe pour presque tout
(relativemnent & 1o mesure de Lelesgne)
by (frg)(x) = (g FILe) ([xgest appeld le praduit de convolulion
de fetg):
¢) Silune des deux fonctions f ou g nu moins est continue, alors
[ * g estooontinue,
Soit X et Y des v.a. réelles indépendantes de méme loi. Supposons
de plus que X +Y et X — Y soient indépendantes. Montrer gue
wx(2u) = px(u)ox(—n).
Soit X et Y conune dans Uexercice 11, et supposons que E(X) = O et
E(X?) = 1. Montrer que X suit la loi N(O., ). ( Indication : Montrer
quil existe a > 0 tel que @) # O pour Lout u avee [u] < a. Soit

@) = —}i(f‘i:\ pont 1] < a. Montrer que () = {iwlu/2™)}12 . puis

que {9(u/2M — 1 quand n — x (cf. exercice 4 du chapitre
14), puis que o(f) = {(t/2M)}*", et faire n — oc.)

. Soit Xy, X, ., X, des v.a. indépendantes de loi N{p, o). Soit

=130 Xyet Y; = X; =7 Trouver la fonetion caractéristique
de (7,Y1,....Y,). En déduire que 51 $* = 257 V7 les voa. T et
S? sont indépendantes.

Montrer que [1—¢™|* = 2(1—cosr) < r? pour tout 2 € R. Moutrer
que pour toute v.a. réelle Xon a |1 — px ()] & B(leX]).
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15.

16.

17.
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Soit A =[-<.2]. Montrer que si px est laJoi de X, on a

2 5 24
/A.I’ px () < llﬂ‘Q{l — Re px(u)}.

{Indication ;] —cosz = 0 et 1 —cosr = %:172 - 2]—4.7?4 pour taut

reR)

Si @ est une fonction caractéristigne, montrer que |¢|* e est nne
aussi (ndieetion : prendre denx v.a. indépendantes X et Y de
fonetion caractéristique i, ot considérer Z = X —Y.)

Soit X1, ..., X, de v.a. indépendantes de 1ot exponenticlle de pa-
rametre § > 0. Montrer que Y = 37 X suif. une loj gamma de
parameétres o et .



Chapitre 16

Variables aléatoires gaussiennes

Rappelons que 1a loi normale N{p, %), olt ¢ € R et a2 = 0, est la
prebabilité sur R de densijté

1 —(r— o’
fio) = 5= (z=u)?/20% (16.1)

Il cst commode d’étendre la classe des lois normales de fagon & inclure
le cas olt 7% = 0, de la maniére suivante : on note N{zz,0) la loi égale &
la masse de Dirac au peint y, ie. la loi d'une v.a. qui cst p.s, égale 4 la
constante g. Cette loi n'admet pas de densité, aussi parle-t-on parfois de
loi normale « dégénérée ». La loi N{0, 1) s’appelle la lot normale réduite,
ou stendard,

Si X est une v.a, de loi N(g,o?), sa fonction caractéristique oy cst

2,2
; T
St — T

wx{u) =c¢ (16.2)

Quand 7* > 0 cela a fait 1'objet de exemple 13.6, et quand % = 0 ¢'ost,
un résuitat trivial. Rappelons aussi qu’on a alors

EX) =u, Var (X) = o“. (16.3)

A premiere vue il peut sembler étrange d'appeler des v.a. ayant une
densité aussi compliquée des varizbles mormales. La raison en remonte
au début du xXvIn® siecle, quand les premidres versions du théortme-
limite ecntral apparurent dans les tivres de Jacob Bernoulli {1713) et
A, de Moivre (1718). Ces versions primitives du théoréme-limite central
out ¢té généralisées par P. Laplace ct surtout C. F. Gauss : ce sont
les travaux de ce dernier qui out valu & ces lois d’étre aussi appelées
lois gaussiennes, et & lour autenr {et a la fonetion représentative de
la densité normale, dite «courbe de Gauss ») d’apparaitre sur I'ancien
billet de 10 marks. La version de Gauss du théordme-limite central peut
étre paraphrasée en écrivant que les sommes de variables 1.i.d. (pour
« Indépendantes ot Identiquement Distribuées », c’est-a-dire de méme
loi) sont approximativement gaussiennes, C'est un résultat trés profond,

131
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puisqu’il affirme qu'on n’a besoin de connalitre que trés peu de clhoses
sur la loi des v.o. dont on [ait la sonune pour couclure que la loi de la
somme est approximativenient gaussicune. Finalement, soulignons que
plus tard Paul Lévy a déterminé leg hypotheses minimales ponr que le
théoreme-linite central soit valide. C'e théoréme joue un réle absolument
central cn statistique, et c’est ce role central qui lui a valu son nom
ot qui explique pourquoi les variables gaussicnnes ont normales sont si
limportantes et présentes partout en probabilité, Ce théorame sera traité
dans le chapitre 21 ; ici, nous en établissons les hases, en étudiant les v.a.
galssiennes,

Pow une v.a. réelle X la définition £(X} = N(g,c?) est elaire : c'est
une v.a. de densité donnée par (16.1) si 02 > 0, clest X = p si 0% = (0.
Pour une v.a. & valeurs dans B® la détinition est plus subtile; la raison
en est gu'on veut ainsi décrire la classe des variables qui peuvent étre
obtenues comme limites dans lo théoréane-limite central. et rette classe
ext. phis compliquée dang B” quand » = 2.

Définition 16.1. Une varioble atéatoire X = (X,... . X,) 4 velewrs duns
R® (vu «vecteur aléatoire ») est dite gaussienne, ou normale multivariée,
si toute combinaison linéaire des composantes, soit 37, a,X; avee des

a; € R guelcongues, suit une loi normale uni-dimensionnelle (dventuel-
lement dégénérée, par exemple si on prend a; = 0 pour tout f).

Les tonctions caractéristiques sont trég utiles dans co contexte.

Théoreme 16.1. X est wne variable geussienne n-dimensionnelle si et
seulement si so fonction caraciéristigue est de la forme

L .1 .
wxlu) =exp{i{u, puj — §(u,Qu)} (16.4)

on & BR™ et o0 Q) est une matrice n X n symdétrigue. Dans ce cas e
vecteur p est le vectewr moyenne de X (f.e. p; = E{X;} pour tout 7), et
Q est sa matrice de covariance, et €5t donc semi-définie positive.

Preuve {Condition suffisante). Supposons qu’on ait (16.4}. Soit

Y =3 aX, ={aX)

i=1

une combinaison linéaire des composantes de X, Pour tout v € R on a

Py () = px(va) = exp {z‘v<a,u> - %(a, Qa)}
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Remarquer que {a, Qay 2 0 puisque [y (v} < 1 pour tout v, Grace
4 (16.2) on voit alors que py{v) est la fouction caractéristique de la
loi N({et, g}, (., Qad). done par le théoreéme 14,1 on obtient la normalité
de Y o cela mowre la condition snffisante.

. ho C

De plus. un caleal des derivées ﬁ(l)) ot ﬁ{ )} et e donble
ubilisotion ¢ théoréme 13.2 montre que 1, = B(X ;) ot que BIX N ) —
e + Qyp. de gorte que poest le veeteur moyenne de X et Q ost sa

matrice do covariance.

(Condition nécessaire.) Supposans le vectenr aléatoire X gaussien. et
posons de nouveau

n
Y= aX, =X
=1

Soit g le vectenr moyenne o Q la matrice de covariance de X, On a alors
par linéarité
BV = o)

randis que le théoreme 12.4 donne
oY) = (0. Qo).

Comine Y est normale par hypothese, une nonvelle application de {16.2)
doune

o2
ey (v) = exp {?'?'{r}., phy - —_)-<(LQ(L>} .
Done
'r')\'(l = Piq Xg(“ 7]1{8)([’)/ o, );})):gr"x(aL
ot on a (16.4). ]
Notation. Pour X comme dans lc théoréme précédent, on note N{(u, Q)

ga loi. Elle dépend de deux « parameétres » : le vecleur moyenne u et la
matrice de coviarwuince Q.

Exemple 1
Siles X ; pour j = 1,...,0 sont des v.a. réelley indeépendantes de
tois Nz, a7), de vecteur X = (Xq..... X,.) est ganssien : il suffit de

renarguer qne

T
extonr,m) = [T, ()

..’:l
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par le corollaire 14.1. donc

g
\,_‘\‘(TI) _ I |eiu_i;:,‘7ujn‘;,-”3
=1

n ke
e[S 3~ e
= eXp Pty — z ”j”j

1-1 =
— F‘,'n"(u.ﬂ}—%{u‘Qn)

ot o= (oo gtg) ot Q est la matvice diagonale

2
o7 . 0

0 o2

™

et on conclut par le théoreme 16,1, Cela peut anssi se voir directenient -
pour tous récls o, les viaao a; X, sont norraales ot indépendantes, doue

N @, X, est normale (exemple 4 du chapitre 15), et le vecteur X el

)
gaussien.
ne forme de réciproque de cot exenple est vraie :

Corollaire 16.1. Sout X = (X, ... X,)) une na. geussienne n-dimension-
nelle. Ses composanles X; sont indépendanies st el seulement st lo na-
trice de covariance  est diagonale.

Preuve. La néeessite provient du théorgme 12,4, Supposons inversement.
(2 diagonale de [a formne

a? )
o3
{ o2

Dans ce cas Péguation (16.4) implique que oy se Dactorise :
T
wxfu) = prT(u_.,}‘
i=i
ol
2

, 1
vx, (15} = exp {wm — 537 } '
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Le corollaire 14,1 entraine alors Mindépendance des X ;. [
J

Lo théorerme snivant montre gue fows les vecteurs aléntloires ganssiens
penvent s‘obtenir come transtformées lindaires de vectenrs gaussiens
dont les composantcs sont mdépendantes.

Théoréme 16.2. Soit X un vectewr eléatoire n-dimensionnel gaussicn
de nectewr moyenne . I criste alors des wva. réelles inddpendantes
Yi.....Y, delois

LOY;) = N A avec A, 2 0,

et une malrice nox n prthogonale AL lelles qur X = 4+ AY.

Commentaire important, Certains des A; ci-dessns penvent étre nnls,
mlqut cas Y; = 0. Done le nombre de v.a. normales Y5 néeessaires dans
le théoréme 16.2 peul étre strictement. plus petit que n, méme si chaque
X; o3t non constante. En fajt le nombre minimal de v.a. Y cst égal an

rang de la matrice de covariance () de X,

Preuve du théoréme 16.2. Comme ( est syméirique semi-définic posi-
Live, il existe une matrice orthogonale A ef une matrice diagonale A &
termes positily, telles que @ = AAA™. (Rappelons quiune rmafrice ortho-
gonale est. une matrice A dont les vectears lignes (resp. colonnes) sont
orthogrmaux ol de norme 1: dang ce cas la matrice transposée A* de A
est angsi son inverse,)
Posous
Y =AY (X —p).

Comme X est ganssien par hvpaothése, le vecreur Y est anssi ganssion
puisque toute combinaison lincaire des composantes de Y est une com-
binalson linéaire des composautes de X plus nne constante, done est
une v.a. réelle normale. De phis Ia matrice de covarionce de Y est
AYQA = A, la matrice diagonale cherchée. Comme X = ;2 + AY (parce
que A7 = A), on a prowvé le résultat. [ ]
Corollaire 16.2. Un wecleur aléeloire gaussien n-dimengionnel admet
unc densité sur B™ st ef seuletnent i so matrice de covariance Q est
non degénerée (le., il ny a pas de vecteur non aul ¢ de R tel que
Qo = 0. ou de maniére éguivalenie det(Q) # 0).

Preuve. Par le théertme précident i existe des v, indépendantes
Yi.ooo, Yo de lois N(O. M), avee @ = AAA™ pour une inatrice orthugo—
nate AL Sidet(Q) # 0, on doit. avoir Ay > Opourtent j (1 < § € n), parce
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que det{Q) = det(A) =TT A Comme A, = 0 ot L(Y,) = N(0.A;),

nes savans que le vectenr Y oadhimet I de nslt(‘

_ 79 ,-)\
(y .
) H \/er)\
el conune X o= 4+ AYL on dedidt da theéorome 127 gque X adhoet by
deuste
f}ﬂ (J) — Ii_,, _6"%(\(‘1"*11)»@ I(-i"'#!J)'_ (16'})

i Sdel Q)

Snmm:—soﬂs a inverse O degéndrée ©il existe o € B avec o = (Lot
Qo — 0. Laovan Z = o, N a Taovarionee 2o, Qg = 0, done olle est ps
cgale 1 samayeune {u, . Done PIX € HY = 1,00t H et 'hvperplan
alling orthogonal & a ot canlenant le vectewr g, jo. H = 1 o 827
G = o) = OF Comnne Tn dirncusion e IL est o — 1. 1o mesire de
Lebesgie p-dimenpstonnelle de Hovévifie g, (H)=0 (¢f, exoreiee 1) 51 X
avt uhe densite, on gwrait Tn proprietd

=DP(X < H) / flrelde = flego oL v ey, (16.6)
11 411
(-‘«(‘,]')("11( Lann
/ ey, ddey ooodr, = n ) =

doue (16.6) ne peat pas étre veoie of X icadinet pasde densiee. [ |

Commentaire. (e corollaive montre gue qnind 2 = 2 1L exdste des vee-
teurs alGatoires gaus=iens nou consbimis, mas sis densité (510 = 3 une
a. normale est soit comstante, soit avee densité). 11 sorait Lentant de
défingr les voa, paassienpes pulitvarises comme étant les v, admctiant
une densitd de la forpe (16.5). mais nue celle definiion secait isnfisante
ponr convrir toutes Tes Nikes gu’on pent obtenir daus le théortme-Tunite
coptral du chapitie 21

Une propridté clémentaire mais imporlante dos v.a. ganssiennes ost
[a sunsute .

Thévrime 16.3. Seit X up pectonr gunssico p-dipeopsioand 8 Y un
vectenr gaussien t-dunensiognel inddpendant de X0 La v Z = (X,Y)
& walenrs dans R cst aussi gawssienne.
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Preuve. Ou a a cause e Uindépendance de X et Y, el par vne extension
nnédiaie du corollaire 141 ¢

) = pxluhsy (), n—={(wue);, weR" R

Le théoreme 16.1 nnplique, avec des notations évidentes :

1 ; 1 .
() = exn {?’(ugp“(} g ('u,',qu')}eXp {r(’;u,,{ﬁ) -- b){f'.Q\‘ l}}

(U,Qm}.
QY0
Q- ( noQY ) '

L snflit dCappliquer de nonveau fe thdordame 16,1 pour obleniv e vésulbat.
|

N =

— oxp {'fl((zt‘, RN AR,

ol

On dit que deux veoa, réelles X et Y de carré intégrable soul non
rovrelies st Cov(X V) = 00 Comne

Cov{X, Y} = E(XY) — BE(XVE(Y),

cela revient A dive que E(XY) = E(X}E(Y). Celtte propriére est vraic 3
X et Y sont indépendantes (théarcime 12.33, La véciprogue est fuawsse o
penéral (dewy v, peuvent epre non corvdlées sans elre inddpendantes).
mais elle est oreie st le couple (X, Y} est ganssien. Plug géueralement, on a
le résultat sulvant, qii est e reformulation particlle du corollaire 161
(por Pobteniv. s (X, ..., X,,) est un vecteur gaussion chague couple
(N, X ) estosssi un veotenr gaussien bidimensionnel, angnel on peitt
appliquer ¢o corollaive) -

Théoréme 16.4. Soil X wne vecteur aléalorre gaussion n-dimensionnel, ¢f
soit § 75 k. Les conposantes Xy ef X sonl inddpendantes o el senlemend
sielles sunt non enrrelées.

Un modéle fréquerminent utilise en dconantie, en biologie, en ingc-
nieric, cle., ost celni de la rdgression Hpdaire ', que nons allous déerire
maintenatt. On se donne des voa, réelles Y. 1 = 7 < n, de la forme

. - R -

Y; =—a+ S 4+ oo, (I()..‘J

1. Le terme « indaire « décrit Lo dépenrdance inédaire en les parametres v ob 3 of non
vn les
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ou les a, J oot o, sont des constautes, of ol les g5 sout des voa. véelles,
Typiquement, on pent penser gn'ou esure les quantitves o + HJr; en
faisent une errent de mesire aléatoive =5, A canse «u théorime limite
central on suppose souvent gque le vecteur aléatoire (2;)). <y SUit une
lot normale multivariee. En suivant par exemple Berger et Casella [7] on
appelle &, ta eucable prédictrioe (rappelons gque r, nwest pas aléatoire).
et ¥y wappelle la < réponse »~,
Suppasans que Biz,) =0 pour tont 2. En prewant les espérances dans
(16.7) on obtient
E(Y;) = n + Ju;, {16.8)

Typigquement on cherche a déterpiner la nature de la relation linéaire
entre los Y, ot les g, aqud sorail dvidente <7I W'y avait pus les pevturbations
indnites par les £, Clest-h-dire que nons cherchons a détevminer ev et 3 en
observant les Y, sachant que les o, sont connus, Pour conunencer. nous
exchions le cas ol tons los z; sonl dgalx parce qiralors nols punvons
an mileux déterine I constanmte o 4 3y sans ponvolr différencier o
et 4. En d’outres ternies, nons supposons que oo (@, ~ 7)F - 0, ol
I

On pent traiter ces modeles dans un cadre tout 4 fait général (voir
par exciuple le chapitee 12 de [7]), maiz nous nous lhuiterons icd an vas
le plius important pour les applications, a savolr celnd oit les « errers »
=ent normales,

Nous allons doue e fait supposer que led vaae (£ 1gi¢, sont indé-
pendaptes et de weme boi N(0, o071 Des estipoienrs U powr o et Voponr
3 sont des v qut dépendont des valenrs observées Y, ... Y, of aassi
i 17on veut des valenrs conmues a1 ...ty ol @2 mais pos des quantites
meonuues a et 30 Panni tous les estimalenrs possibles, les phus siinples
sont les extrnatenrs lnéaires, qui soul de la lorme

U=ny+ Z WY, V=g + Z Y, {16.9)

=1 i=1]

ponr des constantes wog. ... gt gLt Les estimatenrs U et 'V osont
dits soms bigis 811k worifient BN = a ot E{(V} = 3. Comme B{z,) = O,
cest 1o eas 81 el senlement s

2. Parlois o, ext appelée fa < variable mdépendande - el Y, la o vogiable dépondanie s ;

cetie trminologe. cause de confusion avee les voas hulépendanles. ne sera pas ntitisée
icl
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= ]1,”]) = iy + « Z iy + i3 Z ir; 4, (lﬂ”))
=1 1=

=EV)=uy +a w47 Z (DN (16.11)
=1 i=1

Cles dgnations dotvent étre satistiutos pour Loutes les saleurs possibles de
a et 70 e qui st vral 8 et sealetent si

n "
my =1, Z O Z i,y =1, (16.12)
i=1 il
n fr
P =0t Y vy =l (16.13)
i=1 =1

Pavmat les estivnatenrs U {eenp. Vi de (o formge (1697 ot quid satistont
(16.12) (resp. (16.13)), comuent o choisiv dey « Imrls‘ » 7 Une méthode
standarcd consiste & minimiser 'evrenr f111chlI'than c. Uy et V) serong
considéres commme < meillelrs » que Uz ol Vo 5

E({(U, —a)?) < By Uy —aj?). BV - 0% < B(Va—4)?), (601

Clenl alors nne exercice classigque de minimisation sons contraintes
de vériticr (co qui se tromve dins tous les G (e statistique, voir par
exempie [T, p. BA7-564]) que le choix suivant dos coelliciends o, ot 1

Xy — e 1 . P
TR R W= - — T, {16.15)

Sy — T

mittinise Verceur quadratiqne sons ks contraintes de non hiais (16.12)
et (16.14). ¢t doue doune les meillenry estinateurs parmi los estimatonrs
lindaires sans Diais, A cause de (16, lu) ces esbimatenrs oplineues ont la
e N 1

forme suivante, oy ZL—|

B=Y =Y., A=Y D (16.10)

On peut nwintenant déterminer la ol des estimatenrs A et B dans
le cas ornwsien, (Uest vane prapridté remargiable du cas gaussion que e
couple (A, B) est alors ganssicn aussi ¢ la o panssianitG « (si o pent
dire) est donc préservée, co i est extravement ntile en statistique.
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Théoréme 16,5, Supposons les o0 (2) 1wy mdependuntes et de Ing
N((h o?), et soit

Y;=0a+ 3z + ..
Les astirateurs X powr o el B opone 3 downés par (1016) forinent wne

oo, 2-dimensionnelle gunssienme, de imayennes B{A) = a et E(B) = 3
et de malyice de covapinnce donaée par

ol
Var(A) = ——r——
I =1 (.’L‘,
Var (13) a?
el = = E—
ZJ—.I("AJ -7
2_
AL
CoviA DY — < .
) S‘,_](:r7—¢)2

i = 1

o Lwy=] A+

Preuve. Coinme les =5 sont indépendantes ot normales, elles forment
vecleur gaussien par UCexemple T Cowme A et B égalenr nine constante
plus mne rombinsison Mnéalve Jes o e conple (AL DB) estanssl ganssien
i la définition roCine des voa, imales multivarices, Par constrnc tion
clles sont de moveunes respectives et /3.

Pour tonte v.a, U onca Var (ol + 2) = 122Var (U1}, de sorte gue

"
Var (B) = Var { Y )Y,
1:|
L
= Var E 1E;
i=1
n
=5 Pvar (s) (par P'indépendance des 2,)
= CVar (g par Uindépendanee des <,
=1
” v - 2
2 Z X =i - N |
=T - — {car Var (%) = 1)
V«n Y 7
r=1 ‘—".r?l( iy )
ir?

2

meTe on A
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"

Var(d) = Z:? Far |,

=1

iy
R

CoviA. B} =

i—1

=1 -

= 7 Var(B |

Terminons ce chapitre par un exemple quil sert ansst d avertissement
X paitt étre nmne vioa. a valeurs dans B dont Ltenbes leg composantes sont
normales, mais qui niest pas an vectedr gaussicn. Done, la proprictd
d'ftre un vecteur gaussien est plus forte que le fatt que chague eomposante
Sl gutessteTte,

Exemple 2. Soit Y 1me v N(G, 1), et pasons poi g = 0
L =Yy icar — Y1 vimay-

La loi de Z estoanssi N(OL 1) (voir Pexerciee 2), mais Y+ 7 = 2Y 1 v g0y
n'est pag une v.a. novtpale puisque {par exeiple) POY =2 > 24) =4
et Y 4+ 7 n'est pas pas. dgale i une constaute. Dowe X = (Y, Z) ost une
con i vadenrs s B2 i whest pas gaassienne, bien que chacnne de sos
doiee composantes [e Kotent.,

Cela vant Lo peine de sonligner encore nn eortain nombre de propriétés
cpiont les voekelrs 2anssicns, ol qui 1e solt pas veales on gencral pour
los vecletrs aléatoires nan ganssicns ¢

Lo Les composapios wont indépendantes <ol seulespsent s olles =ont

1101 (‘(,1‘1‘("1('“‘.\-‘.
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2. Les composantes sont nernales, done apparticnnent & la mome
famille de lois que la variable vectorielle,

3. Un veeteur ganssion X de lol N(p, Q) avec Q) inversible peut étre
transforme linéairement cn wn vectenr de loi N{O, ) {o11 T est la
matrice identité de méme dimension que X) (cf. exercice 6) @ los
transformations linéaires préservent la famille de lois.

4. La densité existe si ot senlemoent si la matrice de covariauce est -
versible, ce qui drmne un eritere siimple d'existence pow la densité

8. Les lois conditionnelles des vectenrs gaussiens somt encore des lojs
gaussiennes {volr Vexercice 10).

Cles six propriétés montrent nne stalilite: remargnable de la famille
des lois ganssiennes. [1 existe encore hien d'autres propriétés spécifiques
de ces lois, que nous n'évoquons pas ici.

Il est toutefois luteressant e remorquer gue les 1ol normales ne se
rencontrent pas récllement dans la natare, alors gu'elles intervientent
via un passage a la Jimite (par le théoreme-limite central) et constituent
done une approximation de la réalité, simivent méme une excellente ap-
proximation. Quand on dit par exemple que la taille des hommes de 20
ans e France est distribude gelon une loi norinale de moyenne g ot de
variance o2, on vent en fait dire que les tailles sont approximativemnent
distribudes selon cette loi normale @ en effet &1 le maddle normal éait
rigonrenusement oxact. 1l ¥y aurait unce prebabilité strictement positive de
tronver wn hotnme plus grand gue la tonr Liffel. on de taille négative, ce
qui est évidemment absnrde. Cependant ces probabilités, hicn que strice-
tenient positives, sont $1 petites quelles en sont négligeablos: pour tens
les calculs concrets 'approximation nornmale st excellente, alors que le
« vraie » iol est évidemmoent inconnue,

Exercices

b Seit o € B? avee ¢ # 0, et p € B Soit H Vhvperplan de R défing
par
H={zeR": {x -p ay =0}

Montrer que m, (H) = 0 0d 1y, est la mecsure de Lebesgue sur B
et en déduire gue

/ flde = / -‘ ) f Flo o) lul e dday L cdey, =0
H J o o

pour toute fonction borédlienne [ sy R7.
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2.

[ ]

Soit Y de loi N{), 1) et 2 » 0. Posons

7 Y si|Y]<a,
Tl =Y sY] e oa

Montrer que % cst aussi de loi N{(). 1).

. Soit X une v.a. N(0,1) et soit Z indépendante de X avec P(Z =

=ML =-1) = % Soit ¥ = 7ZX. Montrer que Y est de loi
N{0, 1), uais que {(X,Y) n'est pas paussien.

Soit (X,Y) un vectenr ganssien bidimensionnel. On suppose que
les variances de X et Y, soit 0% et i, sont nou nulles, ¢t on nate p
le coeflicient de eorrélation de X et Y. et px et py lewrs mayennes.
Montrer que si —1 < p < 1 1a densité de (X,Y) existe et égale

2
' 1 —1 £y
il ) = »—ﬁ—E‘T\:J{T"_{. (+>
f()x\) ) QWUXUYVW I 2(] _pZJ ( TX

2o — iy —ev) | (way ?
TRTY ay ’

Montrer que si p = —1 on p = 1. la vaa. (X.Y) n'admet pas de
densite.

CSoit p e [=1, 1] pryypz € B ot oy > 0,02 > 0. Construire des v.a,

X1 et X» normales de moyennes g ot ji2, de variances 0% et o3, ct
de coctlicient de corrélation p. (fudication : Soit Y| et Yo des v
indépendantes N(0, 1) ot poser Uy = Y ot Uy = p¥y + /1 — p~Vs,
puis X = +a;U; (5 =1.2))

Supposons X ganssion Ny, Q) sur R®, avec det{Q) > 0. Montrer
quil existe nne matrice B telle que Y = B(X — p) soiv de Joi
N{0,T). ont T est la matrice identité n x n. {Cele montre qu’un
vecteur gaussien non dégéndrd peut se bransformer lindairement en
une vecteur gunssten « stardard ».)

Soit X = (Xq,..., Xy) un vectenr gaussien, et
n
Y = Z a_(;K,,,
=1

Montrer que Y est N{j:, o%) avec

i

w= 1y 0,BX;)

=1
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et

ot = Z a’Var (X,) + 2 Z ey Cov(X,, Xi).
=1

3k

. Soit (X, Y} bidimensionnelle de Lol N{z, Q), oi

0= 0;2( NaCoy )
[HE Sy 0'\2[-

7

et supposons que det(Q) > 0, done {XY) admet une densité.

Montrer que la densité conditiounelle fx_, est celle de la loi

N(py A Ul BN O al(l — ,HQ)) ACE, le thégreme 12.2 gu Uexer-

cice 3adn chapitre 12.)

. Soit X nue v.a. bidimensionnelle de loi N{g. Q) avee g = (1,1)

1 2
sachant Z =X; — Xo =0,

ot (3 = ( 31 ) Trouver la loi conditionnelle de Y = X + X,

Rép. : fz_oly) = -~
ZNE:

Soit X = (X,....X,) de loi N{g, Q) avec det{QQ) > 0. Mon.
trer que la loi copditionnelle de (X,,...,X,,) sachant (X, —
Tt Xy = ) (avec 1T £ <0 n) est encore e loi gais-
sicnne. [Cela généralise l'exorcice 8
(Gt 1995 Suit (X, Y) une Voo de densite sar B2
- a1+

fawnlry) =ce e
ott o ast choist de maniére a ce gne [ soit effectivement une densitd,
Montrer que le conple (XY tlest pas gaussicn. maks gue les den-
sités conditionnelles fx—, ct fy—y, sont des densités ganssicnnes
(cela montre gue laceiproque de Vexercice 10 st fansse).

. Soit (X, Y} nne v.a. bidimensionnelle ganssienne de movenne nulle,

ot soit p le coefficient de corvélation de X et Y. Montrer que si

[pl < 1, ln varable Z = é suit une loj de Canchy de parnmétres
o= pihoet § o= /1 — 7. (Remarque @ ee résultat a déji été

établi lorsque X et Y sont indépendantes),
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13* Sait (X, Y) une v.a. bidimensionnelle ganssienne de moyenne nnlle,
et <oit p le coeticient de corrélation de X et Y. Soit 3 tel gue

cos 8 =p (0<3<m).

Montrer que
i3
P(XY <U)= =
I
(Indicution @ Se rappeler que. d'aprés lexercice 12, 81 Z = % at
z=p2, ona

1 1 Ty — Ty
bzlz) =5+ - Arctan (ﬂ—%) .
2 7 Ty \”1 i

Soit o = Aresinp (= < a € §); montrer d’abard que P(XY < 0)
_ 1 o

= 3 — % en utilisant que Arctan # = Aresin p.)
17§ s

14 Soit (X, Y), o et p comme dans Pexercice 13, Montrer que

1 x
PX>0Y>0=DX<0Y <0)= -+ —:
(X =0, ) (X < ) 1 + By
. . . 1 v
PX ~0,Y <) =PIX<0Y »4) = 17
15* Soit (X, Y} une v.a. bidimensionnelle de densité
1 1 »2 Gysr J;i
L e—amﬁ(g*%\'—?ng.)

fxnlny) = ———==
e 2moxavy/ 1l - p?

Montrer que
a) E(XY) = poxoy
bl BIX2Y?) = E(X3)E(Y?) + 2(B(XY)}*
¢} EGXY) = 2#f’l‘,[rﬂi(cosn + asine) vt o = Aresing (-5 £
n < &) (cf exercice 13},

16. Soit (X, Y) unc v.a. gaussienne bidimensionnelle avee o = 0% > 6,
et soit p le coefficient de corrélation de X et Y. Montrer que X ct
Y — pX sout indépendantes,

17. Suit X de lot N{p, Q) sur R, avee det(Q) > 0. Montrer gue

(X =) Q X — ) suit la loi xa
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18, Soit X, ..., N, des v indeépendantes de loi N{0,a?), et posons
kel n

n o n
a=1 J=I

{Rappelons gne d'apres Uexercice (3 dut chapitre 15 los v, T et 82
sonl indépendantes.) Montrer que

rr

i: X3 = Z(X, S ENI

=t i=l

el en déduire que (1~ 1)S%/02 admet 1a loi \7 | et que nE*/o?
admet la loi 3,

19. Soit e1,....5, des v indépendantes de loi Nk a2) et soic Y; =

o + J2, -+ 2, Supposons aussi gne les 27 ne sont pas tous Cgalx, of
_ b - il . . . .
posons & = + 57w, On définit los vésidus di regression par

5 =3, - A--DBu,

ot A el B sont donnés par (16.16).
a) Montrer que E¢5;) =1,

bh)* Montrer gne

Vatr (E , o 0_2 ('H. — l ((13. _ I)_‘z ) )
’ ' N - Ry .
n Sy (- )2

20, On se place dans a sitnation de exercice précddent, Snpposons a

"
= E £
T
=1

Maontrer que E{G?) = =257 (On o Ei7?) £ 7, et 7% ext appelé
nn estimateur biaisé de 2 un estimateur now biaisé sernit. 82 =

k)
?11232‘}

ncoum. et posons

] —

21. Toujours dans la situation des deux exercices prévdédents, montrer
aue les vaa (A BY et 77 sont indépendantes.



Chapitre 17

Convergence des variables aléatoires

Dang les conrs élémentaires de mathématignes on introduil la conver-
sence des snites de fonetions @ w1 f, 0 B = BLoalors limy, wae fi, = f 5
Lty oo Jr () = f(&) pour tout & & R, ot on it alors que la suite
(fn) converge somplernent wvors . Une v est bien sir une fonelion
(X + @ — R ponr un espace «abstrait » ). ¢t nous avons done la
méme notion : une suite X, : 2 — R converge simplement vers X $i
Iy —ee Xp{w) = X{w) powr tont w € . Cette définition nalurelle est,
de mantéere surprenante, A peu prés wntile en probabilités @ Fexemple
suivant explique pourgioi.

Exemple 1. Soit X,, nune snite do v.e. gqni sont Lidd. (indépendantes ot
identiquement distribuces. 1e. de inome le1. avee PUX, = 1) = pet
D(X, =) = | —p. Par exemple on pent inaginer gn'elles donnent les
résultats successils quand on lance (e lnfinité de lois) une pitee de
monnaic, X, = | (resp. X,, = 0) traduisant le fait gue le n-i&me tirage
donue face (resp. pile) ;si p £ 1/2 cela vent dirve (e la pitee est truguée.
Lorsgque n est graqud, en s’attend & ¢o que o proportion de faces soit a
pen pros égale & p (Cest egssence de « Uapproche par les fréguences » cn
probabilités). Mathématiquernent, on voudrait qie
limi Xifw) root Xalw) =p pour Lout w & 1.

n— ]

Ciela ost tout simplement Bux @ par excple st wg = {0 F, fr. ) ent T
suite ne contenant gue des faces, on 2

1 i
lim — Xilwg) = 0.
Jn, 55 2, Xs0)

Plus géndralement i, e 1]—! Z;”zl X(w) = 0 pour toul w dans I'en-
semble A = [w 1 il 0’y a qu'nn nombre find de faces}. Phis générale-
utenl encore, on pent (ronver des @ ponr lesgnels T frdguence converg
vers iporte qiel nombre [ixé dans [101], ot d'autres pour lesquels
la fréquence ne converge pas. DVaillenrs <1 on remplace  par un antre

147
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nombre ¢ € {0, 1], en change la probabilité, nais on ne change ni Q. ni
leg fonctions %(Xl +- -+ X4, alors qulon sonhaitorait que ces fonctions
convergent vers p dans le preniier cas, et vors g dans le second.

Bien entendu 'événemnent A est plutdt imvraisemblable, el o peut
e falt montrer (voir exercice 11) qu'il vérifie P(A) == 0, Ce qu'on vorra
pIns tard (voir la «loi des grands nombres » an chapitre 20} est gne

Ce type de convergence, pour leguel on n’a pas convergence pour tout w,
mais sculement pour presgue bont w, est typiguement co qui arnive pour
des variables aléatoires.

Avertissement. Dang tont ce chapitre les v.a. qui interviennent sont a
valeurs réelles {sauf dans la derniére reinarque) et sont toutes définies
sur le méme espace de probabilité (92,4, P).

Rappelons d'abord. sons la forme J'une définition, la notion de
comvergeuce pos. dlune suite de voa, gnioa déja été utilisée dans le
théoréme 0.1 par exemple.

Définition 17.1. On dit qu'une suite (X, ), de v.a. converge presquo
stirement pers une v.a. X si Censemble N des w tels que la suife nume-
rigue (X, (w)) ne converge pas vers X{w) vérifie P(N) = 0, Rappelons
gue Vensemible N est olors dit « négligeable -,

Noter qu'on a aussi

N =A= {u, Clim X (w) = X(u))} vérifie P(A) = 1.

[l

On note la convergence presque siive ainsi

Im X, = X ps. ou X, =X px

TL—2 X0

I apparait que méme la convergence p.s. ost trop forte dans cer-
tanes situations, et nous introduisons ci-dessons denx antves modes de
Cconvergence,

Définition 17.2. On dit gu'une suwite (X,,)y21 de .. converge dans LP
fou pc [Loox[) vers une ina. X si les X, ef X sond dans [P, et si on a

lim E(X, — X"} = 0.
n—0C
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On dit aussi que X, converge en movenne dordre povers Xoo#t on derit

X, X
Les cag les plus importants sont p = 1 {convergence « o moyenne »)
et p = 2 (convergence «en moyenne gquadratiques). Quand p =1, on a
[B(X,, — X) | € B(IXy — X[} et [B({X,]) — E(X])| < E(X,, — X|) parce
que ||| ~ ] < |= — yl. Done

X, X implique E(X,) — B(X) ot B(X.]) > B{(X[). (7.1}

) . L¥
De méme, gquand X, = X ponr p &ll,oc]. on pent montrer one

E(|X,.[") — B(|X

Définition 17.3. On dil gu'une suite (Xn)pz1 de v.a converge en proba-

bilité vers une v.o. X s pour toul £ > 0 on g

P} 1 voir V'exercice 15 pour le cas p = 2,

lini P({w: | X, (w) — X{w)| »c}) =0,
o plus simplement : P([X, —X| > &) — 0 quand n — o0, On éorid alars

X, 5 X.

Une autre maniere d’écrire les choses ost la suivante : X, canverge eu
probabilité vers X lorsque, pour tous 2 > D et § > 011 existe N = N, )
tel que

'z N = P(|X”*X‘>E)<(S.

Avant d'établir les rapports entrc los différents moades de convergence
on va douner un critere siinple de convergence en probahilité,

Théoréeme 17.1. On a X, LoX wi eb sendement si

b B (RS 0
11X ; — =
pto A1 4 Xy — X

Preuve. (O ne nuit pag a la généralité en supposant que X = (. de sorte
_IX:;L_) —
T+%,T

qu’il nous suflit de montrer que X, — O dopivaut & iy, o E(

0. Supposons d'alyord que X, T 0. Pour toul £ > 0. on a iy, oo P{ X4
£) = 0. Mais

Xl
I +1X, 1+

Xn )
X Fixaiser T 2dp, oy & 1gxapse) T 6
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done

X o
]HJ (\1TXH—)) E(l{lﬁ [,,— )+67PK|‘<?M " ‘:)JF;.

F1u prenant les limites on arrive 3

X,
li;lfil)E (mﬁlﬂ) %8

comme S ostoarbitrairement petit il vient i, Lo, E{ Im“él ‘) =i

Sitpposons & Vinverse que lm,, — E(%‘T) = {). La fonction f(r) =

l‘_: est steictemoent crodssante. done

£ X N,
1{ e “ it
14 17l 1+ X,

En prenant les cspéraqnces, puls les linites, on arrive )

g . X
I P(X,| > =)< lim B — | =0.
| £ - (\ \ ) = (] +|X”‘
Comme ¢ > 0 est fixé, on conclut que lim,, ., P(|X,,] > <) = 0. |

. . P . .
Remarque. Ce théorcme nous dit que X, = X s el seulelpent si
ECS(X, — XD} — 0 pour s fouction flr) = HI’\ Un examen soi-
onciX de s preave nontre qie la nleme l_*qll]\--llcn(.l) reste Vrale [»n1r

tonte fonetion £ sor [0, [ gni est horsée, strictement croissinte, vonti-
o A1 = 0,

P o .
nue et nulle en (b Par oxemple X, — X équivant a E{| X,
ot anssi i B(Arctan | X, — X)) — 0,
Lo théorane suivant nous indigue que la convergence en probabilité
est le mode de convergence e plys {aible introduit jusqu’a preésent.

Théoréme 17.2. Soil (X)), 51 une suite de rva
er LY [
(a) Si X, =+ X, onaX, —X.
. r o
() St X, = X ps,ona X, — X,

Preuve. (a) En se 1appelaut que pom fout évéuoment A on a P(A) =
E(1,y), oit 14 est la fonetiou imdicatrice de AL on voit que

P(‘Xn - X‘I g E) =L (]{‘)‘n . \\>t}) .
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Moais ‘\*j)‘—l* =~ | sur événement {1X, — X| » £} done

) LN = X
PUX, = X[ >¢) = B (‘—Tl"‘l.fx,,—?\'i )

1,
= =B (X, = X1 x, x)~e) »

ct comne | X, —X!# = 0 partout, on pent shaplenient omeltre la fonction

indicatvice, ce qui donne

P{|X,, = X| > ¢ —E(\\ - X[
Cette: guantite tend vers O quand o — > (pour = = U fixé), doi le
résnlia
(LY On a % < 1, done

%=X N, X
2R Y g ALY ) <
n],l.]“]wE (J_ + |'X:h X‘ (nll—lgo 1+ XT, — X‘ P( )

arice an théoreme de covergence dominde de Lebesgue 1) 11 nons
suffit alors d'appligner le théoreme 17.1. ]

La réciprogue du théoréme 17.2 est fausse: il exisle cependant denx
e véeiprocues » particllos. ba plus délicate coneerne la convergence pas.,
at 8 énonce connne st

Théoréme 17.3. Supposons gue X, YUX I eriste alors wie sousosite
iy de o oswte des enticrs, telle que X, — X pos.

i

Preuve. On o liny, ,ae E(lf‘w;{—_z,‘(—l) = 0 par le thdortme 17.1. On pent

- ‘ N Xl
dome tronver une sujle crossante d'entjers 1y telle gque FE(H‘\*) <
ik

-X]
1 L oalars STl e =X »af le théors ; e
sr- On o alors Zk-:lh(ﬁm) < oc. of Je théoreme 9.2 implique

w N . ) o . .
que Y00, LH\J “ORp T P piisque le terme géneral d'une série

convergente tend vors 0, on en déduit que

l1n1 Kop ~ N =0 pas, [ ]

fr—t

Remarque 17.1. Ce résultat pout anssy etre démontre de maniere nsses
simple en ntilsant le lemme de Borel-Cantelli {théoréme 10.5).
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Exemple 2. La convergence en probabilité n’impligue pas la convergence
presgune sire. Prenons par exemple @ = 10, 1], avec la tribn horélienne
A et la probabilité uniforme P. Si A, est nn sons-intervalle de Q de
longueur a, et si X, = 1a,,, on a P{|X,,| > 2) = a, pour £ £]0, 1[; donc.

des que a, — 0, on a X, — 0. Soit alors X,.,; la fonction indicatrice
de lintervalle ]‘%, L], pour 1 < j < n et n 2 1. On pent réordonner
la. « double » swite X, ; selon U'ordre lexicographique (choisir d’abord n,
puis j), ce qui condnit & nne nouvelle suite Y,,, dont les promicrs termes

sont
Xip Xog Xoo X3 Xago Xasz Xiy
Y. Y: Yy Yy Yy Ys Yy

Pour tout w et lout 2 21l existe un j tel qne X, ;(w) = 1 et un aulre tel
que X, ;{w) =0 done limsup,, . Y(w) =1 et liminf, . Y, (w) =
0, ot la suite Y, ne eonverge pont aucune valenr de w. Cependant Y, est

I'indicatrice d'un intervalle dont la longnenr tend vers 0, donc Y, R}
Théoréme 17.4. Supposons que X,, FoX et gre | Xol <Y pour toutn, on
Y est une v.a. appartenart 4 LY pour un p € [1.00[. On e alors X € LP
et X, L: X.
Preuve., Comnc E{|X,[?) < E(Y?) < oo, on a X, € L, Ponr tout £ > 0
on a amssi
{Xal > Y 4 £} € {IX] > [X,] + 2
CH{IX] = [Xn] >}
C X —=Xa] > e},
done
PX] > Y +e) < P(X - X, > 2).

ct conune ceci est vrai ponr chaque n, il vient
P{X|>Y +e)< lim P(X - X, > &8) =0,
Fo— X0
par hypothése. Cecl étant vrai powr tont € > (), on en dédnit gne

L
P(X|>Y) < lim P(IX|>Y+ ) =0,
=G m
qui entraine |[X| <Y pas., et done X £ L2
Supposons maintenant que X, ne converge pas vers X dans L¥, T1
existe alors une suite d’entiers stricteruent croissante iy et un & >
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tels que E{|X,, — X|?’) 2 ¢ pour tout k. La sous-suite X, converge

évidemment vers X en probabilité, done par le théoréme 17.3 elle admet

une « sous-sous-suite » X, qui converge p.s. vers X. Donc les vaa. X, —
T "7

X convergent p.s. vers 0, toul en restant majorées en valcur absoluc par
2Y : une application du théoréme de Lebesgue doune alors que E(| X, g

X|"y — 0, en conlradiction avec le fait que E(|X,,, —~X|P) = € pour tout k.
|

Le théor&me suivant est facile, mais utile.
Théoréme 17.5. Soit f une fonction continue.
(a) Si X, — X p.s., alors f(X ,,) — f(X) p.s.
(Iy Si X, —)X alors f(X,) x FX.

Preuve. {a) Soit N l'ensemble introduit dans la définition 17.1. On a
P(N) = 0 par hypothése. Siw & N, il vient

lim f(Xo(w)) =  (lim X () = FX()),

oft la premiére égalité provient de la continuité de f @ le résultat en
découle.
(b} Pour chaque & > Gon a :

UF(Xn) = FX)] > e} C{IF(X) = FX) > & X[ < R} U{[X] > K}
(17.2)
Comme [ est continue, elle est uniformément continue sur chaque inter-
valle borné. Donc, pour € et k fixés il existe § > 0 tel que |f(z) —flyd < ¢
i |z —y| <4 ctx €[—k k] Par suite
1 Xa)—fX)] > o X < k) C{[X=X] > 4, [X] < &}
C{IX,—X]| > 6}

En combinant ceci avee (17.2) il vient
(%) — JO) > e} C{Ka —X| > ) U{IX| > k). (17.3)

En utilisant la sous-additivité {P (A U B) ( ) + P( )) on déduit de
(17.3) que

P(f(X) = FX) > &) « (X, = X[ > 8) + P(|X] > k).

Mais {|X| > k} tend vers l'ensemble vide lorsque & — oo, donc
limg_, o P(|X| > k) = 0. Pour v > 0 arbitraive on peut alors choisir
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k de sorte gue PUX| » k)« . Une fois k fixé on choisit 4 pour aveir
(17.3). et par suite

limsupP (1 f(X,,) — f(X)]| > &) < lim P {|X

(1A derd

” *X‘ > (S) + 5 ="
Comyne 7 > 0 est, arbitraire, on a lo résultat. [ |

Remarque 17.2. Nous avons supposé les X, of X réelles. Les mémes
définitions ot lex mémes résultats sont valables si les X, ¢t X prennent
lenrs valeurs dans le méme espace B 4 condition de comprendre la
notation || comme la norme euclidienne du vectenr & € R?. De plus, dire
que X, converge vors X pour Pun des modes de convergence introduits
ci-dessus revient exactement a dire que la suite des j-ibmes comwposantes
des X, converge vers la composante correspondante de X, pour tout
j=1...,d

)

Exercices

1. Seit les X, ; conune dans Vexemiple 2, et 7, ; = nrX .- On note
maintenant Y, la suite obtenue en réordonnant les 7, , (au licu des
Xy ;). comme dans Uexemple 2 également. Montrer que Y, — 0
cn probabilit¢ mais pag dans LY, hen que chaque Y, appartienne
aL”,

2. Montrer que le théoréme 17.5(0) ost faux en général, lorsaqu’on ne
suppose pas f conthmie. (Indicalion : Prendre f{o) = 1yg1{z) ot
les X, tendant vers () en probabilité.)

3. Seit X,, des v.a. indépendantes avec P(X,, = 1) = P(X,, = —1) =

% . Montrer que

1 — ,
N x, 2o,
n < "

i=1

(Indrcalion : Soit S Y‘“ - utiliser inégalité de Bicnayme-

Chebyshev pour P b 4,,\ > n,c)»)

4. Sait X, et S, comime dans Uexercice 3. Montrer que U%Snz — ()
p.s. (Indicatzon : Montrer Zf:i P(:—Q|Snz| = C) < o et utiliser le
leme de Borel-Cantelll.)

(]

Siona [X,] <Y p.s. pour tout n, montrer ¢ne sup,, [N, <Y pa.
cegalement.,
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10.

13.

15¥

Csot X, & X, Montrer gue los fonctions caractéristiques px,

convergent simplement vers gy,

- Soit Xy, .. Xy, des vaa, indépendantes de loi de Canchiv de pa-

Ctros = B = ' 3 it flr) — — L Mbrer
ramétres o = ot F= [ (done de densité f(a) = n(1+.1-?1)' Montrer
qne 3—{ >0 Xy suit anssi une loi de Cauchy. (Indicotion - Utiliser

les fonctions caractéristignes ; voir l'exercice 1 du chapitre 13.)

. Sous les miimes hypothses que dans Uexercice précédent. montrer

"
qiil nlexiste aucune constante v telle que = E’;i] X, = . (In-
dication ; Utiliser Pexcreice 7.) En dednire quiil plexiste pas de
ONELE e i 15 — .

constante 1 telle que Jimy, 5 & 23:1 X, =7 ps

Siles v.a. Xy )pzt sont de moyennes aniles et de variances J'f(u
tendant vers (0 qnand n — >c, montrer gne X, converge vers 0
dans L7 et en probahilité.

Soit X; des voa. indépendantes, de meme loi, de moyenne nulle et

. vl ey Eoot | - oo . n . . o1 N

de variance Hnio. Montrer que si S, = zj':-; Xj, alors 1S, tend

vers 0 dans L2 et en probahilité.

“ Snpposons que X, — X ps les vaae X, ot X élant réelles. Soit

N =snpy, (X Montrer gque Y < x ps.

F Sipposons que X, o=+ X pas, les vaa, X, et X étant véelles, of soit

Y = snp,, | X, — X]|. Montrer que Y < ou pas. {voir Pexercice 11),
et aprés avir défini nnce nouvelle mesure de probabilité Q par

QA = E(l,ﬁﬁ) on c=F(y iy)

monirer gue X, tend vers X dans L! pour la probabilité Q.
Soit A U'événcrnont de Pexemnple 1. Montrer que P(A) = 0. (Fadi-
eation ; Soit

A, =1 on a Face au n-ibme tirage j.

Monlrer ¢ne Z?:lp(f\u) = o¢ et utiliser le lemme de Barel-
Cantelli. } )

. Soit X,, et X des v.a. de L2, telles que X, tende vers X dans L2

Montrer gqne E(X2) = E(N7) (Indication ; ntiliser que (% - ¢%] =
L= % + 2yl — yl et Pindgalité de Cauchy-Schwarz).

(Un autre theore m(‘ de convergepce dominde.) Soil (X)), 5 does v.a.
setislaisant X, X Supnosons gne 1X,, (w)| < Cpour ure certaine

constante C et tout w. Montrer que ling, Lo B(X, — X])
{Indication. : Montrer d'abord que P(IX] = Cy=1.)




Chapitre 18

Convergence en loi

Dans le chapitre 17 nows avons défini trois types de convergence pour
les variables aléatoires : presque sire, dans LP et en probabilité. Ces
trois types de convergence, bien que différant de la convergence usuelle
des fonetions en analyse, sont néanmoing de méme nature et peuvent
étre congues comme des variantes de la convergence sivaple habitnelle, 11
existe un autre mode de convergence, de nature bicn différente, mais aussi
tres utile en probabilité @ il s'agit de la convergence «en loi », appelde
anssi « couvergence étroite ». et parfois « convergence fajble ». Comme ce
dernier pem Uindigue, il s'agit d'un mode faible de convergence @ plus
la convergence est « faible », plus 1l est facile pour des v.a. de conver-
ger! Cle qui est inhabituel pour ce type de convergence, c’est que des
v.a, X, peuvent converger vers X sans que les valenrs prises par X, se
rapprochent effectivement de celles prises par X en un méme point w, et
méme, ces variables peuvent étrve détinies gur des espace de probabilité
diftérents. En fait, il s’agit d une convergence des lois des v.a, X, vers
la loi de X. et on a done ainst un mode de convergence radicalerment
different de ce qui a é6é6 v au chapitre 17.

Comnme nous allons traiter de convergence de lois. nous commengons

par examiner simplement les lois de probabilité sur R pour un d fixé.
d= 1.
Définition 18.1. Soit u, et i des probabilités sur R On dit que lo
suite ju, converge ¢troitement vers p si [ flx)u,(dv) converge vers
[ flryu(de) pour toute fonction f réelle sur RY qui est continue et
borndGe.

A premiere vie il semble quil v oait nne enenr tvpograpligue @ on
esl habiiné & considérer la propriéue

[ ot = [ fapt

niajs ici la fonction f est fixée et ce sont les mesures qui varicnt. Noter
aussi quon ne cousidére pas la convergence des intégrales pour toute
fonction horélienne hornée. mais que nous imposons & [ d’étre en plus
continge,
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Définition 18.2. Soit X,, ¢f X dos oo d valcors dans B On dit gue X,
couverga cu loi vers N s les Jois Py, nonvergent fioniemend vers Px, et

. £ -
an cerif X, — X

Une remargue tres importante est i faire tout de snile ; dans cette
délinition. les via. X, ot X peuvent étre définies sur des espaces distinets,
puisque scules lenvs lois sont on cause. Il arrive méme quinae suite X,
converge vers une limite X o ne peut pas exister sur ley espaces sur
lesqguels <ont définies les X, paree que ceux-cl sont « trop petits » @
par exemple X, est ane variable hinomiale de taille v, eonvenablement
norialisee, et la limite X est normale: Vespace naturel snr lognel X,
est définie comtient » 4+ | polnes, et sur un tel espice tgtttes Jos v, sont
diserates. Lo convergence en loi permet done une sorte e convergence
pour des v porr lesquelles toute autre torme de convergence serait
impossihle.

. . . .2
Théoreme 18.1. Soil X, ¢t X des v @ valewrs dans B, On a X, — X
sy et scalemend si

n—x
pour dowle fapction reelle continue of bornde sur RY.

Preuve. 1 swht de conmliner les deéfinitions 181 of 18,2 et d'observer
que

E(f(Ny)) = /f(‘:,-;Px,,(,m. E(f(X)) = /f(a;PX(d;;;). n

Powr avoir la convergenice pos. o dans [ ou e probabilité 1es v,
X, et X dorvent otre définies sur e juéme expace. Done g prior la conver-
rence en lod y'est pas coanparable aux autres. On 4 cependant 1 résnltat
stivant
Théoréme 18.2. Soit X,, et X des tna., toutes definios st {e méme cspace

de probabilite (AP 50 X, ranverge vers X oon piohabiliid, wors X,
CORNETGe dusst vers Xoon od

Preuve. Soit [ nne fonction réclle bornée ot contiue snr RY. Le théorime
17.5 imphque gque f(X,,) eonverze vors f(X) en probabilite également.,
Comune [ est hornde, cotte eomvericnee a awssi liew dans LT (théoreme
17.4). Done Jimyo o BEOFIXL ) = FUAIXD, et le théoréme 181 donne le
réstiltat, |

C'e théortme admet nwe véciprogue trés pariielle
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Théoreme 18.3. Suif N, r'l‘ X des v, définies sur I méme espace e

L} j
probabilite (Q. A P). 50 X, connerye en ol vers X eb gy de plus X sl
p.s. Egale & wne constante, alors Xy, converge vers Xoen probubidide.

Preuve. Suppaosors que X = g ps La fooction f{r) = ———L &rant

L=
Xo=uly ) et one X, — X on
TR, cap) = (e + X !

vertn dn théoréne 17.1. m

bornée et continue, on a lim,,— . R(

Il est. tentant de peuser gue si X, 5 X, alors P(X,, € A) converge vors
P(X € A) ponr tout ensrmble bordlicn A, Co n'est pas wrai en glndel,
Ona P(X, £ A1 — PIN < A) ponr cortams ensembles AL mals eonx-
el sont tont o Gt particaliers. Cela ost en rapport avee la conversence
deos fopetions de sépartition, dans le cas de voa. réelles © supposous (ue
X £ X dire que Folor) = P(X,, < ) converge vors Fle) = PIX < 1)

revient Adive que P(X, € [-20, 2]} = P(X & ] -2, #]). et cotte propricté
n'est pag tonjours vyaie!

Supposons done s X, el X A valenrs réelles, de fouctions de répar-
tition Fy, et F respectivement. Le thidortme suivant est phodt délicat of
peut atro omlds o obcrelninguera ¢ co théoreme est heancoup plns simple
dons e cas 0N la fonctiou de répartition F de la variable imite X est conti-
pae, cooqui 2ullit poar i plnpart des applications. Nons dounons cepen-
dant la prouve dans le cas géndral. Pour coinprendre I'énomes, 1l convient
Jde rappeler que la fonction Fest oroissante et coptinne & droite; elle ad-
wek done partout des lmites 3 ganche, Lo Fle—) = lm,—p -0 FLY)
cxixte pour tont . (voir Vexercice 1),

Théoréme 18.4, Soit X, «t X des vou. véellcs
() 8iX, £ X, olors ling, —oo By () = Flo) poor towl & dans Ie sous-
creemble fpartont depse) de B défiog o D =42 Fla—) = Flri}
D wst appedd Denserable des paints de continwite de Lo fonchon o
() Supposars que 1y, L FL{x) = FLr) pour fout 2 dans un sons-

v &
cnserble parteut dense de . Alors X, & X,

Preuve de (a). Supposos que X, 5 X, et soit D = {7 Flo-) = (2},
L'ensernlle D est partont dense daug B puisauoe son couplémentaire est
an plus dénormbieble (voir los exercices 4 £t B,

Fixons 2 < B Pomr diagne ontler g > 1 on ntroduit Jes fone-
flony sujvantes (dopendant de x). hornéed ot continues ot vérifiant
70 VP
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1 SN
e —y)+ 1 '-11:1’<a/‘r'+£
Joly) = ey ) S n
1
0 s+ - =y
l)
. 1
| stgysa - —
1y
g ku): . N 1
P ple —y) sie— - < y<r
v
(} S12 % g,

Oun & alors pour chagne p -

tim E(fp(X 00 = B0, lim BN = E(g,(X)).

e e

E:(’]r'(xﬂ” ES Fn( ['“‘; (Xa1)

ot done

E{g, (X)) < limint P, () < mnupf”(?) E{f.(X)) {181

1 n

pour chaque g 2 1. Mais Ting oo [p() = 1)~ () of liny, e gp (1) =
o e(y), done lo théoreme de convergenee dominde de Lebesgne -
Liagine que

pli_l}\i{_ E(fp(}&n =T (_J-l .x‘..n-ﬂx.))
=PIX = 2) = Flx),

et de méne limy, .~ E(g.(X)) = Flr—) {la limite & gauche au point 2).
Eo combinant cos résnltats avec (158.1) on obtiei

Fa—) =~ himinl Fp{x) < limsap 17,00 & Frh (1%.2)
m

Sialors &€ Dona F(e—) =17(x), don P, () — Fiu).

Preuve de (b). Maiutenant nois supposons qie (imy, . F,{z) = Fle)
PONT ol o £ A, on A esh i sons-enseinble partont dense de K. Sei f
une fonction bornde ot continme sur B, ot soit £ .- (. Seit ausst r.s € A
Lels que

PIX J Jrusl) =1 — Fsa)+ Flr) < =
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(011 pentl trouver de tels r et s car imy, oo Flz) = Oet lim, 4o (2} =
et puisque A est partout dense.) Comme F, converge vers F osur A
par hypothése, 11 existe Ny fel gue pour o 2 Ny

PiX, & sl =1~ Fu(s) + Falr) <2z (18.3)

Comme: [, 8] est un intervadle ferine (compaet) et f est continne, elle est
unilormément continue sur {r, 5] il existe done un nombre firng de points
Fo=rg o<y < oo 1y = s appartenant & A (ntiliser encore le fait que
A st partout densc) ot tels que

[floy —firyd)] s e st <aar.

I s’ensnit que la fonction

glr) = Z; (e, g ) (18.4)

virifie |[f(z) —g(r)] < ¢ si 2 € Jr.s]. Done si « = snp,. [f(r)], nous
obtenons

BN — BN € aP(X,, 7 Jios]) + ¢, {18.5)

et la, méme équation avec X ail licu de X,,.
D'aprés (18 4 on a
9(X)) = Z i —Fulr, i},
et
B(g(X)) —Zf(r J(F(ry) —F{r, 0}
4=1

Commie los r; sont tous dans & on a lim, o Fr(r;) = Firy) pour chaque

J- Les v; dtant en nombre fini, on pent tronver N tel que

r = Ny = E(g X)) — Elg(X))] = <. (18.6)

Conibinons alors (18.3) pour X, vt X avec {13.6) : siw 2 max(N,,Na),
il vieut
[E(f(Xn)) = LX)
< |B(f(X0)) = E(@(Xu)] + [E(g(Xn)) — E{g(X))]
+ [E{g(X)) - E(f (X))

( Xn #1rs]) + )+ 4+ (aP(X & Jrosl) +¢)
(208 +€) 2 (o2 + E)
D 3as o+ 3z,

//'\ V/A
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Comime £ = () est arbitrajrement petit on a hm, ., B{LA(X,)) =
E(f(X)), doit le résultat {(voir 1o théoréme 15,17, ]

Execmples,

I Soit (41, ), une suite de probabilités sur B qui sant toutes des
niazges de Dirace ;o Le., pour chaque n il existe un paint «a,, tel
que ¢ ton ) = 1ot g, (o, = pa(BY {a,}) = (b La suite
Hy, vonverse etroiteinent vers une luarte go s et senlement si oy,
ronverge vors un réel o, et dans ce cas poest 1a masse de Dirac an
point o. Paur le voir, on peul bien sir utiliser la Jdéhnition 18.1
diroctement ; il est également mstructif d’appliquer le théoréme
18.4 anx fonctions de répartition Fy (a) = 1y, o (7} des g, 1 la
spnite B, (1) converge vers npe limnite F(z) pour tont » dans an
cusenmible partout dense st ol sculcient 51 oy, converge vers upe
limite e, et dans ce cas Fl) = 1o (®)- Noter que dans ce cas,
Vensemble des o pour leseeels Fy (8) — Fle) ent BB tont enticr si

it a iy, € o pont lout @ asses grand. of it B {n} sinow.

2. Soir

i
1) 8] . L — —
n
1 1
F, ()= l—&—ﬂa 5 — — < —
2 3 n ) T
1 ) Y L
i

Alors
lim Fo(e) = Fr) — g x{z)

pom tont o # 0 dope Vensemnble D du théoreme 184 ost D =
R {0} Ainsi dos vea. X, de fonetions de vépartition F,, vérifient
L . N .

Xp — X. ot X est la v, constante égale & 00 On s done montré
iune suite de v.a, uniformément distribuées sur les jntervalles
L1 rerie on Toi vl
(= 3] converge en loi vers 0.

3050 (X s vt X des voa, réelles admettant lex densitos [ ot fL
La fonetion de répartition

Fiz) *f Flu)dn

est conlinue ot F(r—) = F(a) pour toul x. Supposons que £, () <
gty pour tous et x, quo [ glx)dz < scoet quelimy, o fr, = f
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p.p- Alors F,,(r) converge vers F(x) pour tout @ par le théuméne
. - L

de convergenve dominée, ot X, = X,

Py traitey ref oxemple on peud ansst &oire

lim /h(.r)Pxn(d.r:} = lim / hic)f, Loydy

o T O

ft

/ h{x) lim Flade

If

'/f"(“’)f(-i')d-" = / A{a )P xtdr)

pour toute fonction hornde continue A (encere grace au théoreme de
convergenee dominée). Cette démonstration marche anssi lorsque
les v.a. X, et X sont i valews dans FEY: de plas on pbtient une
forine de comvergence un peu plus forte que la convergence en loi,
puisque la propricté [ AdPyx, — [ B dPx est vrale non scilement
ponr les fouctions fi continnes borndes, mais pour tontes les fone-
tions horéliennes hornées.

L'exemple précédent admet 'extension suivante, gni pent sembler nn
peu snrprenante o prioed @ on peat échanger Ltuite ef intégrale dius 1un
e ol les fornctions ne sont pas « domindes » par wune fanction intégrable
cela, est du an fait que les densités f ot f,, sont positives ct dintégrale L.

Théoréme 18.5. Soil (X,)y21 e X des voa. 4 valewrs duns RY et wdmel-
tunt fes densités f,, el f. 81 lu suite fr, converge simplement, ou méme
presque partant (elofivement & ln mesure de Lebesgue sur B7 )0 alors
.

X, =X,

Preuve. Soit /4 une fonction bordlienne bornée sur RY, et soit o
snp, [(@)]. Posvis b () = ble) 4+ a ot hale) = o — hle) Ces denx
fonetions sont positives, done les fonctions & f, ot hof, Cgalement ; de
plus les suiles b, f,, pour 4 = 1,2 convergent p.p. vers b, f. Le lemme de
Fatou (théoreme 9.1} donne alors

E{h (X)) = /f(r)fr,(‘l') dr lilrlinfff,, (), (ory ol
= lunint ECh, (X)), (18.7)

Noter que E(M(X,)) = E( (X)) —a et B(A(X,)) = a — B(h (X)), et
lex mémes dgalifés sont vraies avee X an lien de X, Comue limint (i, ) =
~limsap{—a, ). en appliquant (18.7) pour ¢ = 1 ¢t & =2 ou nbtient
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E(R(X)) < liminf, L. E(R(X,)),
E(h(X)) = limsup,__ ., E(A(X,,)).

Done E(h(X,,)) — E(R(X)), et le résultat est démontreé, [ |

Le théoréme suivant est connu sous le nom de « principe de Helly ».
(Pest un résultat difficile, mais nous en aurons besoin pour étudier les
rapports entre convergence en loi et couvergence des fonctions caracté-
ristiques. La propriété {18.8) est souvent appelée fension de lo suite de
probabilités .

Théoreme 18.6. Sovit (i, )nm1 une suite de probabilitds sur R, Supposons
que
lim sip piy, ([—1e, m]) = 0. (18.8}

L= R,

Il existe alors une suite (ng) d’entiers croissant vers Uinfing telle que lo
sous-suite de probabilités (pn, Jrs1 converge dlroitement.

Preuve. Soit F, () = pn(] — 00, z]). Pour chaque z ona 0 < F,(z) <1,
done la suite de récls (Fp(2)),, est bornée. D’aprés le théoréme de
Bolzano-Weierstrass il existe alors une suite d’enticrs (ry) (dépendant de
x, bien siir) tendant vers Uinfini, telle que la suite (F,,, ()1 converge.

Pour montrer la convergence étroite nous devons montrer la conver-
gence des fonctions de répartition sur un ensemble partout dense, mais
qui peut étre dénombrable. Nous allons done nous restreindre & l'en-
semble (@ des rationnels, qui est dénombrable et partout dense dans R.
Soit r1,7,...,r;,... une énumération de tous les rationnels. Pour 1y,
il existe unc sous-suite (11 5) de la suite de (n) de tous les enticrs, telle
que la limite suivante existe :

G(TI) = klixnolo F”I.k. (T'l)'

Pour 7y, il existe une sous-suite {(ns ;) de la suite (nq ) telle que la limite
suivante cxiste
Girz) = hm Fo, . (r2).

On continue de la méme maniére, par réenrrence sur § : pour r; on
peut trouver une sous-suite (n,x) de la suitc (nj_1 ;) telle que la limite
suivante existoe :

G (Tj) = kh—]?gc Fn.,xk ("J)

On construit alors une sous-suite unique par le « procédé diagonal », en
posant 1y = g . Pour chaque j on a

Glry) = Jim Foy (),
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puisque (ni) est wne sous-snite de la suite () dés que & 2 5.
Ensuite, on pose

F{x) = inf G(y). (18.9)
52

Comme la fonction G définie sur @ est croissante, la fonetion F (définie,
quant A elle, sur R) est anssi crossante, et clle est continue i droite par
construction.

Soit, £ > 0. Par hypothese il existe m tel que

Fu(l -mom]®) < =
pour tous les n. Donc
Folr) e sio- —m. Fo{r)yz1—z2ste>my

On a évideniment los mémes inégalités pour G(z) (pour x rationnel),

<E sig < —mn .
Fle)z1-¢ si x> } {18.10)

done aussi

Comme 0 < F = 1 et conune ¥ ess continne i droite, la propriété (18,10)
suflit & entramer que F est Ia fouction de répartition d'une probabilité p
sur R.

Fiidement, supposous que o vérifie Fle—) = ¥(z). Pour ¢ > 0 il
existe 1,z € Q avec y <1 < 2

Fix) —e < Gy < F(o) < G(z) < Flue) +&.
Done pour k suffisamicnt graad,
Flao) —2: <F,, () <F,, () <F,,(2) S F(r) 4 2e (1&.11)
Les inégalités {18.11) dopnent
F(o) - 2= < F(y) < l'lkuigclf ¥, (r)

< limsup Fp, (@) < Fz) < Fx) + 2¢

k—oc

et comme £ > (}est arbitrairenient petit on en dédnit quen fait ¥, (¢) —
F{x) : par suite g, converge étrojtement vers p par le théoréme 18.4.
u
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Remarque 18.1. Ce théortine admet une version multi-dimensionnelle
{la preuve est apalogue. en un pen plus compliqué) i les j1, sont des
probabilités sur R¥. il sutfit de remplacer la condition (18.8) pay

i sup e, (e € B ol > ]) =0 {18.12)
M3 g

Il est partois utile de savoir que pous wirifier que g1, converpe #iroi-
toment vers ju. 1l n'est pas néeessaire de montrer que [ fdp, — [ fdu
pout toutes les forctions hornées cantinnes f. Nons expritnons ce vésnliat
en termes de convergence cn ol de via.

Théoréme 18.7. Soit X, ot X des v.a. o valeurs dans B, Pour que X, =
X 47 fuut of i suffif gre E{g(X,)) — E(g(X)) pour toute foaction | hornce
et lipschitzienne,
Preave. Une fonction g est Hpsclntzicnne s7il existe une constante & telle
que (Y —gly)) < kllr— gyl pour sons 2.y La condition nécessaire flant
lriviale, nous ne pronvons gue la condition suffisante.

Sait f une fonetion continne hornde, et o = sup, | f{w)]. Supposons
'l existe des fonetions Hpschitzlennes bornées g; vérifiant —o < gy, <

iy < f et timy o ga{r) = (el Ou aoalors

liminl E{ f(X,)) > lim E(g,(X,)) = E{g:(X)),

e ) ==

puitr ¢haque ¢ fixéd. Le théoreme de convergenee monotone appligue i la
suite g {X) + a et b saliwite f{X) + o entraine ene

lim Efg: (X)) = B(fiX))

Donc
i inf E{f(X.,)) = BE(f(X)). (18.13)

Lo méme argimuenl appliqué & la fonction —f donne

Wsap BE(f(X, 00 = B{FIX)). (15.14)

o— X

of en combinant (13.13) ot (18.14) on obtient
Jim B(f(X,)) = BU(X),

ce quil montre la convergence en ol cherehée,



PR CONVERGENTE GN 10T 167

Il nous reste done & construive les fonetions g;. Pour cela, on va
construire deg fonctions lipschitziennes ki telles gque sup, h.k(:r:} = fx)
et By (2) 2 —a. et il nous suffira de poser g; (@) = max{ley (), T ()

En remplagant f par f = f 4 o si néeessaire, o petl SUpposer sans
perte de géndralité que Lo tonetion continue et bornée f ost aussi positive.
Pour tout borélien A de B détipissons la fonetion « distance & A » par

dalr cyE AL

Pour tout rationnel + = 10 et tout entier m, posous A, = {y @ fly) < r}
el
B, olx) =7 Alinda (2)) .

}
On a Jdale) —da(y)| < e = ). done [ry (o) — dr (03] 5 el — gl
ot fr, . st li[)i(’hit?ienm- (‘ummo 0 & figofm) <t ot Bypeda) = 0 si
Floy = roona 0 by, ole) £ fLr).

Clwoisizzong un pumr x E R‘{ et un £ > (), puis nu rationnel v - 0 tel
que flo)—¢ < v < fue), Comme fest continue, ona Jly) = 7 ponr tout y
dans nm voisinage de . Done da (7)) = 0,0t Ji,, oty = v > f)—& pour
np asser grand. Comiie 'ensemble des rationmels est dénombrable, la
fataille {R., o € Nor € Q4 } est dénombrable, Si {1}, en constitue
une énumdration, on a que sup; hi(e) = f(e), Mais By < f pour tons i,
done en fait sup, by () = ), et la preuve est terminée, [ ]

Corollaire 18.1. Soit X, ot X des voa. & valeurs dans B Pour gue X, £
X i fuut ot il suffil gue E{g(X,,3) — L{g(X)) pour toute fonction g bornée

el uniformément canlinge.

Preuve. Comnne tonte fonction lipschitzienne est uniformément vonti-
uie, i suflit d'appliquer le théordme 18.7. [ |

Remarque 18.2. Dans le théoreme 18.7 nous avons rédnit 1a classe des
« fonetions test » pour que des v.a. & valours dans R convergent en loi.
On pent se demantder 571 ext possible de la rédstire encore, Lo réponse
vst oul c elle peut étre véduite. par exemple, # Penseihle dex fouctions
7% A support compact (i les fonctions indétiniment différentiables ot
unlles en dehors d'un ensetnble borné, ou compact) @ voir les exercices 19
a 22,

Une conséquence di théoréme 18,7 ese
Théoréme 18.8. (Théoréme de Slutsky.) Soit (X ,J],,>1 et (Yphi. dewr

suites de va. d velewrs Jdans R”’ S’upposom que X, 5 X et que

e T

Y, || = 0 en probabifitc. dova Y, = \
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Preuve. Griice an théoréme 8.7 it suffit de montrer que lim,, E{f{Y,,}) =
E( (X)) powr toute fonetion bornée lipschitzienne f. On a alors | f(x) —
Tl < ko — yj et [ F(x)] < k pour une certaine constante k. Par suite
sie - 0ona

fE(]((X,,) - f[ﬁ n))J g E(
<k

JX0) — F(Ya)])
€+ }*(lf(\u - f Yo )l i, —vop>ey)

gk

<k

n.

Mats lim, — 50 P(IXn — Yol > &) =0, ot comime ¢ = (0 est arbitrairement
petit on on déduit gne lm, o [E(f(X,) — f{Yn))] = 0. Par suite

lio B(F(Y.0) = i E{f(Xa)) = BUAO).

r—20

ct lo théoréme est prouve, ]

Terminons ce chapitre par Pétude de 1o eonvergence en loi des vaa,
discrotes (ne prenant quun nombre fing vu dénombrable de valeurs),
comme ley v.a, binomiales, de Poisson, hypergéomélrignes, ete. Commo
I'espace d'état, dizous E, est an plns dénombrable, on peut considérer
que Loufe [onetion sur B est contlinne : cela revient a munir E de la topo-
logie discreto. (Attention : si lespuce E esl contenn e maniere naturelle
dans R, Ia topologie usuette do R induit st B 1o topologie discréste si et
seulement, si le minimum de |@ — y| pour v,y € K0 [—m,m] est strie-
toment positif pour Lout me > 05 ¢'est le cas par exemple si E = N ou
E = Z, ou st E est une suite de réels tendant vers Uinfing ;| ce n'est pas
vrad 81 B est une suite de réels tendant vers une limite finie.) Le théoreme
suivant donne une caractérisation simple de la convergence en loi dans
le cag discret, et peut se comparer au théaréme 8.5,

Théoreme 18.9. Sovil X, el X des v.a. @ veleurs dans wn espace B fing

) c : :
e deénombrable. Alors X, = X si el seulement si on a

lm P(X, = 7} = P(X = j) (18.15)

T 0C
pote foui § € E.

Preuve. Supposons d'abord que X, L X. Ona
lim E(f(X,.)) = F(ftX})

n—oe

pour toute fonction continue bornde [ swur E. Chaque fonetion indicatrice
144 etant continue et bornée, on o (18,15).
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Supposons inversement {18.15). Soit f unc fonction bornée ¢t o =
':upjeE|f(])§ Soit & = 0. Commme

STPN =)=
1
est wue série couvergente. il existe un sous-ensemble fini A de E el que
SPX=j1x1-c
RIS
{18.15) eutraine alors que pour o asser grand.
Y PX, =) »1-2e.
jea

On a
E(f(X)1 =Y FUIP(X = ).

ek

done pour nassez grand il vient

‘E(-f(x EAPRTEEY f(J)P(X = j) N 1o
(1%.16)
(B f(Xa]) — 35, SFOIPOS, = )] < 202
Finalement on observe gue, comme A est find,
b > fIPX, = 3) =3 JUPIX = ). (18.17)

[N

JEA JjeA
On déduit alors de (18.16) ot e 118.17) que

limsup [E( /(X E(J{X))] <

LA da ¥

Cowmme & ~ 0 est arbitrairemoent petit, 11 vient

hm Eif(X.)) =E(f(X <))

L Lo
ot on en déduit que X,, = X nm
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Exemples (suite).

4. Si gy désigne la loi de Poisson de paramatre A, on a
pY
. —A
i) =e™ " —.
!
et done si A, — A on a s, () — pa(j) pour tout § € N Par suite
Hoa, CONVOTEE ¢troitement vers Jho -

5. Si py, désigne la loi binomiale de paramétres (m,p) et si py — p,
exactement. comme dans exemple 4 on vérifle que p,, converge
étroitement vers jiy.

6. Soit ftnp la loi binomiale (n.p). Considérons la suite ph, p,, ol
lim,, oo ntpe = A > 0. En reprenant Pexercice | du chapitre 4,
an vérifle que Ia suite i, . converge étroitement vers la loi de
Poisson de paramétre A

Exercices

1. Moutrer que si X, L X (p=z 1), alors X,, £ X

|

6.

. Soit v € R et £ = 0. Construire une fonction continue f: RY L R

telle que 0 < f < [, que f{a) =0, et que f{z) = [ sl |2 — | =

g, (Indication : Résoudre d'abord Vexercice quand d = i, puis

pénéraliser au cas d = 2.)

Soit X une v.a. réelle de fonetion de répartition F. Montrer que

F(x—) = F(x) si ef seulement si P(X =) = 0.

Soit g : R — [0, 1] croissante et continue & droite. Moutrer que

g a des Jimites & gauche en chague point, ot que 'ensemnble A =

{x: g(w=) # g(x)} ost au plus dénombrable { Indication : Montrer

d'abord qu’il n'y & qu'un nombre fini (évencuellement nul) de points
; . 1

tels que g(x) — g(z—) > ).

Soit F unc fonetion de répartition, et D = {x : F(z—) = F(x)}.

Montrer que D est partout dense dans R, (Indication : Utiliser

Iexercice 4.)

Soit X, une v.a. uniformémoent distribuée sur [—n, 1], Dans quel(s)

gens 1a snite X, converge-t-elle 7 [Rép. : Ancun.)

Soit f,, des densilés de probabilité sur B, ot supposons que lim,,- e

folr) = e %l gzony. 51 les X, sont des v, de dewsitds fi,. gquo

peut-on dire de 1a convergence des X, 7 [Rép. : X, £ X, ol X est
exponentielle de paramétre 1.
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8.

107

12,

13,

14.

16.

17!

Soit [X,,),.1 des via, indépendanies de 1ol de Conehy de pa-
ramétres o« — O et 3 = L, Soit Y, = x.+—n+x! Montrer que Y,
converge en loi ¢t trouver la limite, Est-ce gue les Y, convergent
en probabilite ?
Seit (X, Jn> 1 2ne suile de v, véelles, telle gque sup, E{{X")?) < .
ot iy, la lod de X, Montrer que la suite (u,) est tendue (ie, vérifie
(18.8)). (Indication : utiliser T'indégalité de Bienayiué-Chebyshey.)
Soit X, X et ¥ des v.oa. réclles, toutes définies sur le meéme espace
de probabilite (Q A, P). Supposons que

lim BE(f(X,)9(Y)) = E(/(X)g(Y))

00
pouy toutes fonctions bornées f ol g, avee feonthme ob g hort-
livune. Montrer cue la suite bidimeusionuelle (X,,,Y) converge en
loi vers (X, Y). Si de phis X = R{Y) pour une fouction borélienne

F)
h, moutrer que X, — X.

. Boit g, la ol de Pareto de paraméire a. 51y, — o > 0, montrer

QUC fin, cOMVOrge étroitenient vors i,

Soit, iy la lof géométrique de paramétre o, 57 e, — o > (1 montrer
ANC fly, cONVOrEe étroitement vers pi, .

Soit pnp,ny tae loi hypergéamdtrione. On fxe v ol on fait teudre
N er b vers l'inling, de sorte que p = fN reste contant, Montrer que
PN bm) CONVerge étroitement vers la loi binonnale de parametres
(1, p). [Comparer avee 'exercice 8 du chapitre 5.

(Théoréme de Slutsky.) Soit X, des v.a. convergeant e loi vers
X, et Y, des v.u, convergeaut en probabilité vers une constante ¢,
toutes ces v.a. étant définies sur lo méme ospace. Montrer (a} que

XY, '—HX el (L) que T £ % st 0.

CB0it (X, ) ot (Y ns des vas récllos définies sur le mdme es

. L . I £
pace. 81 X, = X et si Y, — (), montrer que X, +Y,, = X.
Soit (X, hes) des vea. réelles de fonctions de réportition Fy, | avec

X, L X Soit p 2~ 0. Mountrer que pour tout N > 0 an a

N N
/ || PF(d} < hmsupj | |PF ., (da) < o
-N

J N

Suit (Xp)az et Xdes v, rdelles de fonctions de vépartition F, e
F vérifiant. pour un v > 0 :
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20

3

22.
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fs ol
T f IFo () — Fla)| dz = 0.
N X0 o

Montrer que X, £ X, {Indication : Supposer qu'il existe un point
de continuité y de F tel que lim, .~ Fr(y) # Fly). Il existe alors
g > ¢t une sous-suite (ng ey, tels quc' 1Fnely) — B [ > £ pour
tout k. Montrer qu'alors |F,, (z) — F(r)| > § pour = € [y, y[ ou
pour & € |y, ya], pour des réels y1, yo adéquats. Utiliser cect pour
obtenir une contradiction. )

50it {Fn)ns: une suite de fonctions de répartition convergeant
simplemert vers une fonction de répartition F continue. Montrer
que la convergence de F,, vers F est unitorme sur R. (Indication -
Commencer par montrer gu'il existe des points x1 < -+ < @y
tels que F{zq) < 2. Flz;y,) —Flz;) < g, et 1 —F(r,,) < < Puis
montrer qu'il existe N tel que sin > Nou ait [Fp(2;) — F(2,)] < &,
L<j<m.)

Soit f une fonction uniformément continue sur R, et X ot Y deux
v.a. réelles. Supposous que | f(x) — fly)| < ¢ s |2 —y| < 6. Montrer
que

IE(f(X) B X+ YY) <=+ +2aup | f(2)|P( Y| 2 4).

(Pollard [20].) Soit (X, )ns1, X et YV des v.a. réelles, toutes définies
sur le tnéme espace, et supposons que X, + 7Y converge en loi vors
X 4+ o¥ pour tont o > 0. Montrer que X,; converge en loi vers X,
(Indication : Utiliser I'exercice 19.)

21, (Pollard [20].) Soit X et Y des v.a, réelles indépendauntes, avee Y

de loi N{0.1). Soit f une fonction continue bornde. Mentrer que

E(f(X+0Y)) = E(f+(X))

ol
ot = e [ et

Moutrer que f; est bornée et £,

S0it (Xn)pz) et X dos v.a. réelles. Moutrer que X, converge en loi
vers X si et seulement si E( f(X,)) — E{f (X)) pour toute f Dornée
et. C>°. (Indication : Utiliser les exercices 20 et 21.)



Chapitre 19

Convergence en loi et fonctions
caractéristiques

La convergence en loi st d’une certaine maniére le coeur des probabi-
lités et de la statistique ; on va voir qu'il existe des rappovts tres étroits
entre convergence ci loi et convergence des fonetions coractéristiques,
ce qui est 'une des rajsons pour lesguclles les fonctions caractéristiques
sont aussi utiles.

Théoreéme 19.1. (Théoreme de coniinuité de P. Lévy.)  Soit  (ji)nz)
une suite de probubilités sur R, et (giy)h 5y lo suste de leurs transformées
de Fourier {ou functions caractéristiques).

{a) S, converge étroitement vers wne probabilité p. dlors ji,
canverge stmplernent vers te ransformée de Fourier i de .

(b) 5% fwlu) converge simplement vers une fonction f, of si de plus
cette forction est continue au point 0, alors i existe wne probahilité
gt sur B9 ot be transformée de Fourier est fi = [ et p, conveige
etrotterment vers .

Preuve. (a) Supposons que pg, comvrge étroitement vers . Comme la
fonction @ &'7 est continue et hornée,

{

fin) = [ @ i)

/c’”"”/;(rlu;)

{cette fonction est, & valeurs complexes, mais on pent prondre sCparéinent
les parties réelle et imaginaire.)

COIVCTrge vers

il

fi(w)

(b Bien que le théoréme soit énoncé pour BY nous allons le démontrer
pour R sculement. Supposons que lim, .. i, (u) = f(u) existe pour
tont 1. On va montrer tout d'abnrd o tension {voir p. 164) de la suite
tn, DVaprés e théoréme de Fuhini {théorome 1013, et phix précisément
oxercice 10 du chapitre 14) on a

175
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- | —
/ Iyl = / {/ e, (e ) }r]u.
[T e ¥ Jd—n o — o

/ L (e du} L (e}

= COSUr + { sl b,

= / {/ (cosar -+ igin ur) d’tl} iy (dix).

AitL e Ctant une tonetion itupaive. Uintégrale de la partie imaginaite sur
Uintervalle symétrique [—a. o] est nulle, done

et comme &'

L. &4 2
= / — RN Gr by (die).
J_r

, o o
Comme | o Ldu = 200 1] vient

1/ w e 2
— (1 — o Q) )y = 2 — / — slneax o, {er)
e e 0T

a .
~
- 2/ (1 . ““'”)p”(,u)
. 0

Comme 2(1 — &) est plus grand que 1 si o] 2 2 et toujours positif,
Pexpression ¢ lI(_h‘:llb ost

S

> / ez (o )

/ll 2/0.2:0) ( )p“ntfh)

B -2 21"
= Hu oo )

22

Seit ;2 = = Un ohtieut olors Vestimée snivante
fj 2/8
o (=41 < 5 / (0 — (). (19.1)
J_zia

Soit = - 0. Comune par hypethése fest ponginue on 0, il existe o 2 0 tel
que |1 - flu)] € e/4 80 Ju| € 2/ {ear 1, (0) = 1 pour tout n, donc anssi
F(0) = 1). Done

e
\q / (1 — flu))du
= J=2/c

%

w2

(/-,zm f—;ldu = 5 (19.2)
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Comine les i, (u) sont des fonctions caractéristiques, clles véritient
it ()| = 1 et le théoréme de convergence dominée implique que

2/ 2/
lim (1 — i, (w))dn = / (1 — flu))du,

e 2ia —2/a

11 existe donc N tel que pour tout 1 =2 N on ajt

270 270y £
/ (L — iy (w))du — / {1 — f{a))du| < (f
. . L

-2/ 0 —2/n

dott § [ Zf)’; (1 — [ip{u))du < £. En utilisant enfin (19.1) on arrive A
pen ([—ev,a]”) & 2 ponr tous n = N,

Il n'y a guup nombre fini d'entiers n << N, et pour chacun d’entre
cux il existe nn o, tel que p,([—an. 0% < 6. T reste & poser a =
max{evy, ..., &y, 00) pour obtemr

pn([—a,a) < ¢, ponr tout .

Comme = > 0 est arbitraire, on a done montvé que les fo, vérilient (18.8).

On peut maintenant appliquer le théoremne 18.6 de facon a obtenir une
sons-siite (ty ez telle que py,, converge étroitement vers une certaine
probabilité limite 4. La partie (aj cntraine alors que

J‘hm oy () = p(2)

ponrr ton w, done f =i et f oest la transformée de Fourler dmne proba-
hilité.

Il reste a montrer quee la suite (pr,, )1 elle-méme (et pas sculement
1me sous-suite) converge élroitement vers . Notong F, et F les fone-
tions de répartition de i, et de . Soit anssi D 'ensemble des points de
contimiité de ¥, i¢

D=

——

v Fle—) = Flr)}.

Supposons alors que g, ne converge pas étroitement vers y. D’aprés le
théarttue 18.4 1 existe an moeins uun point i € D ot e sons-snite (ng )z
tels que 3 = linn .0 Fa, (0) existe et sopt differente de F(r). Diaprés le
theéoréme 18.6 il existe ime sous-suite de la sons-suite (ng), soit (7, )51,
telle auue (fin,., Jym1 converge étroftement verg nie limite v, Exactement
cornme plus haut, on obticnt que

hHl ,a‘n,k., (U) = ?)(u)’
Joc N
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ot comme lim, i, = f on en déduit que & = f. Comme on a vir que
F = i, en vertu du théoréme dunicité 14,1 on a u . Mais alors

le théoréme 184 entraine que 3 = lim, . o, () = F(z). puisque =
appartient & Pensemble des points de contimiite de g, ce qui fournit une
contradiction. [ |

Remarque 19.1. On pourrait en fait montrer plus : si les g, convergent
étroiteinent vers u, alors les fonctions Ji,, convergent vers [ uniformément
sur tout compact de RY.

Exemple, Soit {X,, )~ nue siite de v.a. de Poisson de paramétres A, =
- _ I ;
r. Alors, si 2, = W(X” — ), ona

y L7 ot Z est de loi N(0.1}.

Pour le voir, on remarque que
E (f.iuZ") -F ((Jéu( ‘};(Xn n)))

— e ﬂt\/ZE ((Ji"}%xu)

_m\/ﬁfn(c"”’vq—l)

=

(cf. exemple 13.3).
En faisant un développement de Taylor pour €7, on voit que

: ‘ R

. ; gy ey
R N RN

3y _hlam
u /2(5 i

=&

oll i{w, n) reste borné en n pour tout ¢ et done lim,,_ o h(:/’_‘;:.") = 0. Par

suite .
lim (i_’)zﬂ’ (’u) =" /'2’
DG
2 49 i B P - -
ct comme e~ /% ext Ja fonction caractéristique de la loi N(0,1) {exem-

ple 13.5}, on oltient notre assertion en appliguant ke théoréme 19.1(b).
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Exercices

1. Soit (X, )nz1 des vaa. de lois N{(gy, o2). Montrer que si p, — u € R

et 0% — ¢ = (), alors X, £ X, ot X est de loi N(;J‘rrz).

2. Soit (X )nz1 des v.a. de loi N{un, @), et supposuns que X, £x.
Montrer que les suites pr, ot o2 ont des limites g € R et a? 2 0,
et que X est N{y. ¢?) (Indication : px, et ¢x étant les fonctions

2,2

. o
caractéristiques, derire oy = ¢T3 ot utiliser le théoreme do
. W22
=5 pour un € R et un

Lévy pour obtenir que pxlu} = ¢
7l 20

3. Soit (Xodasy ot (Y, )1 des suites de v a. a valeurs dans R, défi-
nies sur le méme espace de probabilité, On suppase d'une part que
Xn et Yy, sont indépendantes pour chaque n et que X est indepen-

; z
dante e Y, d’autre part que X, A X et Y, — Y. Montrer que
Xp+Ya SX4Y.



Chapitre 20

La loi des grands nombres

Nous présentons dans ce chapitre 'im des résultats fondamentanx de
L thcorie des probabilités. celur gui en partienlicr « justifc » Fapproche
des probabilités par les fréquences, ou dans un tout autre domaine uti-
Hsation des méthodes de simnlation de v.a. (méthodes de Monte-Carlo)
pour P'intégration mumérigue (voir lexernple 2}.

Soir (X,) 21 nne suite de voa. réelles, définics snr Je méne espace de
probabilité. et posons 5, = Z"{‘TE X,. e assertion qui affirme qne la
suite %Sm clest-d-dire la suite Jdes movennes des v premidres variables
X, converge en wn certain scus vers une himite s’appelle nue lot des
grands nombres. T existe do notpbrenx rédsultats de co type, par exeniple
les « théorémes ergodignes » dans 1,2 ou le théoreme ergodigne ponctnel,
gm sont des formes de b lol des grands nombres (cf, le théoréme 2003
ci~desspns). La convergence peut étre en probabitité, dans LY, on presque
sfire 1 dans ce dernier cas, on parvle de Iei forfe des grands nombres.

Théoréme 20.1. (Loi forte des grands nombres.) Soif (X,),w des o,
indépendantes et de méme lot {« i}, de carrd intdgrable, ef posons

= E(X;), el o= Ui) < 0.

Soif S, = 2}':‘ X, Onu alors

S 1<
lim 2 = lim — ZXj = p.s et daps L7
noae i e T
=1

Remarque 20.1. On écrit g et o2 puisque, les via. X, avans méme loi,
elles ont ménice mwments, On diduit de ce qui précitde la convergence
% — i en probabilité, puisque les convergences dans L? of pas. e
pligpient. chacune la convergence en probabitité. En fait ln convergence
en probabilité est trés facile & obtenir dans ce cortexte (en utilisant F'iné-
galité de Bienaymé-Chehysbev), b cette propriété cst appelée Ia loi faible
des grands uombres. La prenve du théoveme 20.1 est plus shimple lors-
gqu'on suppose que les X, sout dans L A Pinverse, wr résuliac phus (ort.
ie nécessitant gqne Pexistence de la movenne jr, est éuoneé au théoreine
2002 ol prouvé dans lo chapitre 27
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Preuve du théoréme 20.1. On peul supposcr sans perdre de aénéralité
que u = E(X;) = 0 sinon, cwettel, on peut venplacer X, par 2, = X;—p
et obtenir lim,_ 1 S7 Z, = B snit

n e y=]

l i 1
litn — Xj—p) = li — Xil—p=10
Jg, 2% - i (332 i) -u=o

ce qui donue le résultat,

Ou suppose donc dans la smite que yo = 0. Rappelons que S5, =
S Xjetposons Y, = B2 Ona B(Y,) = 1370 | E(X;) = 0, De plus
E(YZ) = 5 31, pen B(X;X). Cepondant si j 7 k on a

E(X}XA) = E(XJ,)E(X;L) =1)

misque N, et X, sont indépendants, done
p 1 J P »

A 1
E(?) = EZE(X?) (20.1)
J=t
l T 2 ] 2\
= n—zzﬂ - ”—2(?10 )
1=
—— (TIJ
- T

et par suite lim E(Y2) = 0, ¢e qui moutre la convergonee de Y, vers (
dans L7

La convergence daus 12 impliquant Ja convergence cn probabilité,
on sait qu'on peut extraire de la suite (Y,,) une sous-suite qui converge
p.s. vers 0. Cependant., cela ne suffit pas : nons voulons que lo suite
Y, elle-mérme converge p.s, Pour le montrer (ous exhibons Jabord une
soE-stite particuliere qui converge D8, pilis hous trajtons Jes tettiwes qui
se tronvent entre deyx éléments suceessifs de la sois-suite.

O a E{Y2) = = donc

3]

par suite. apres lo théoréme 0.2 on a 37 Y2, < o px., done le

Capypas

terme général de cette séric est p.s. convergent vers 0 :

lim Y,z =0 pas (20.2)

H Baad S 8
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Soit ensuite v € N, et p{n) 'unique entier te] que

p(n)* << (pln) + D2
On a

, oln)? . 1 ~
Y n " 3 pints = ;; Z X?
d=pln)irl

et camme pour {20.1) nous obtenons
o 2 9
pli)® . n—pln)® ,
b (Yﬂ’ on Youme R

< 2p(n) + L(,'_'.

n?
4 i 2
- et —0
< 2 W
£ Tz

en ntilisant le fait que p{n) = /1.

Appliquons waintenant le weme argument que précédemment. ; on a

= W y? \ N 3o
ZE (th - f YIJ(T})Q) = Z : T <O,

mn

=1

de sorte que

et a fortior:

2
lim {Yﬂ _ pw) Yp(n)z} 0 ps

o0 n
~a

: 5 K ; T . .
Mais cotnime 1ime, _ac Yy = 0 pos. par (20.2) et 222 — 1 on déduit
que liny, oo Y, = (Fp.s. égalenment, el le théoréme est démontré. [ ]

Nous donnons ci-dessous deux antres versions de la loi des grands
nowbres,
Théoréme 20.2. (Loi des grands nombres de Kalmogorov.)  Sait (X;)
des v.a. réelles 1.4.d., el soil 1 € R, Posans 5, = Z?ﬂ X,. La suite
"T;L converge p.s. vers i st el senlement 51 B{X;) = i (el st en pw ticulior

les X, admettent vre moyenne). Dans co cus, lo convergence o awssi ey
dums L1
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Remarque 20,2, Ce thédoreme nous donne les hypotheses minimales js-
surant Ja validite de la loi des grands nombres pour les sommes de v.a.
indépendantes, i savoir que les X; soient dans L', Une ianidre élégante
de prouver le théoréme 20,2 congiste A utiliser le théoreme de convergence
des martingales inverses (1hdoréme 27.5).

Soit (Q, A, P) 1 espace de probabilité, et T : € — € unc application
injective mesurable (de {82, A4) dans lni-miéme). On suppose ansst e
T préserve lo mesuwre, Lo. PIT7HA)) = P(A) {(ou si on veut : P est
sa propre imago par Th On pose T#w) = T(T{w}), et on définit de
maniére analogne les puissances successives de T. Une partic A de €
est dite invariante par T si T7'(A} = A, on de manidre équivalente si
1y =140T.

Théoréme 20.3. (Loi des grands nombres ergodique.) Soit T une truns-
Jormation injective presereant Inomesure ot telle que les enscmnbles wesa-
rables invarients sotent de prohabilitd O ou 1, 52 X st wne voa. tntégrable,
feres

liin LZX(TJ‘(L«J)) = E(X)

pos. ef dans L'

Cle théoreme est une conséquence du « théoreme ergadique ponctuel ».
ou de BirkhoH. Il vemplace 1'hypothese d'indépendance par Phypothese
dergodiette (Nergodicité est e it que les ensembles invayiants soiend de
probahilité 1V o L nater gue les vaa, X o T ne sont pas indépendantes,
mais clles ont toutes meme loi, puisque T préserve o mesure). T s'appelle
anssi lod forte des grands nombres pour les suiies slafionnoires.

Exemple 1. Dans I'exemple 17.1 on considérait une suite (X}, de v.a.
indépendantes de loi de Bernonlli, avee P(X; = 1) = p et P(X; = 0) =
g=1—p Alors S, = 3.7 | X; est le nombre de o suceis » en g tirages.
et 5,/ 1 est la [réquence des succés, La loi forte des grands nombres nous
dit gue
im — =E(Xy)=p Pt (2003
no-xn
Cela fournit donce la justification souhaitée a Iapproche des probabilites
par les fréquences 1 les axiomes cdes probabilités, justifiés de maniere
intuitive par le résaltat postulé (20.3), permettent en fait do montrer
que ce résultat est inathematiquement correct.
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Exemple 2. Nons préscutons cl-dessous unn exemnple irés simple d'nne
technigie conmic sous le nom de méthode d’approzimation de Monite-
Carlo. Soit f une [onction borélienne sur [0, 1], intégrable par rapport a
la mespre de Lebegpne. 1] est souvent impossible de trouver nne ex-
pressien analytigne por intéerale 1 = I“l F(x)de. Ponr calenter le
nombre 1 oon pent opérer sinsi o oon prend une snite de voa, (U)))s
imk’-pemkmheq et mifermément distribudes sur Vintervalle [0 1], et on
pase [, = 2570 | (U, ) it <uit du théoreme 20.2 que

1
lim Y‘f(U E(f(U,,n:[ Fla)dee,
40

n—x r

ps. ot daux LY. Sion simmle sur un ordinateur la suite (17}~ en utilisant
e géneraten de notnbres an hasavd. on oblient ainst ne approxination
1,, de I'integrale T

Bien cntendit, il ne s'agit 1a que d'ue méthade parmi beancoup pour
calenler [“ Flxyde, et certainemont pas la meilleure ni la phas vapide pour
e 111mgra.le sur [0, 1]. On verva par exciple, & Poccagion dn théoreme-
lnnite central. gue la « vitesse de convergenee » de cetre mdthode est
e Ly, alors quiune approximation de fﬂl Fle)de par la somme de
Rienany %Z?_I JU i) induit ume ervenr de Tordre de 170 s que f
est lipschitzicnne, et que la « méthede dc‘-‘. traptyes » avee un pas 1/n
condnit & e errear de Vordre de 1/n% s f est denx fois dérivalle,
cle. Bt revanche si f est shnplement borélienne la méthade e Mounte-
Carvlo devient compiétitive r ot si on retaplace [0, 1] par, disons, un eube de
Vespace B cette méme méthade marche encore, tatjonts avee la vitesse
[ /y/1, ulovs gue les méthodes d'approximation analytiques conduisent a
ine vitesse dépendant de la dimension d et sont en fait impossibles &
metire en oeuvre praliquement dés que d dépasse 4 ou b

Exemple 3. ([10, p. 120]} Soit 2 le corele de rayon » = 3. Soit A Ja tribn
horéheune sur ce cerele. et P la mesure de Lebesgue (¢ ]e cv point de v,
I cercle nest anttre gque le gegment 14 110 Soit aoan nesnbre irationnel
er T la rolation sur € dlaugle . On vérilie aiséent qie T esl, injeciive,
préserve la mesure, oL que les boréliens du cercle invarviants par T sont
de probabilité 0 ou | (¢’est 1a que Uirrationalité de o mmtervient). Donc
le théordme 2003 implique ¢ue si X cet une fonction intégrable sur €2,

1
lim Z)&(r + 50r) ‘] X{ydy

F L v ] 0
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pour P-presque tout

Exercices

‘

1* (Ine loi fuible des grands nombres.) Soit (X;) une suite de v.a.

W

réelles telle que sup; E(Xf) =c < ooet B(X;X,) =0sij # k. Soit
Sa = Z?’:l X;. Montrer que

a) P(|18,] = £) < -5 pour tout € > 0

by limap—co %S,, = (1 dans L2 et en probabilitd,
( Commentaiie : L'hypothese usuelle d’indépendance a été considé-
rablement affaiblie ici.)

. Soit (Y;),»1 une suite de v.a. indépendantes binomiales de pa-

rametres {1,p), sur le méme espace de probabilité. Soit X, =
E;L . Y4, Montver que X; est hinomiale de paramétre j,p et que
% COLVErge P.§. VErs p.

Soit (X;)jz1 des variables 1.id. réclles intégrables. et Y, = %4,
Montrer que

converge p.s. vers une constante a, [Rép. @ o = e5X1) ]

Soit (X;);31 des variables {.i.d. réelles intégrables de moyenne p.
Soit (Y;)jz1 également iid. réelles intégrables, de moyennc v.
Aountrer que

2 ‘
,,[Enx ,\_m ZXJ = P.s.

_;lfl

Soit (X;)j1 des variahles 1.i.d. réclles intégrables, et supposons que
pour une certaine constante v la suite % E?:l(}{j — ) COnverge

en loi vers une limite Z, Montrer que

) ] n
nlg-lgc ; Z;X7 =v p-5-
i=
{Indication ;51 Z, = T Z]:l (X, —v), montrer d'abord que ﬁzn

converge en loi vers {].)
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6. Soit (X,};», des variables i.i.d. réelles nppartenant & L¥ ponr nn
p € {1, %[ Montrer ¢ue

G 12

lirm 1 Z X = E(XF) p.s.
7=1

7. Soit (X;);3, des v.a. indépendantes N{1,3). Montrer que

. X+ X+ -+ X, 1
i ——= 5 == s,
n—oe X{+ Xi+ - +XZ 4

8. Soit (X;)jp1 des variables Li.d. réelles intégrables de moyennes u
ot de variance 72, Montrer que

1 "
lim — X; — i) = o? 8.
nl—};l\c n _Z('Xl ,Lt) 7 p-s
i=1
9. Soit (X;) 31 des variables Li.d, & valeurs entidres ¢t intégrables.
Posons 8, = 37 X;. Montrer que si E(X;) > 0. alors

lim S, =oc .S

T O



Chapitre 21

LLe théoreme-limite central

Le théorée-limite central est I'un des résultats les plus impression-
nants des probabilités. A partir Chypothéses tres faibles, il donne des
résultats extrémement précis, I joue aussi un réle de premicr plan en
statistique. L'idée générale est simple. Soit Xq... X L. des variables
aléatoives 1i.d. de varinuce finie o2 et de noyenne notée u, et soit
S, = E_?:'x N, Alors, sionoost grand, £(S,) = N(ng,ne?). Le point
clé dans ce genre de résultat est que, & part Uexistence d'une variance,
ubsolument aveune hypolhése n'est requise. Dons, sl nne certaine v.a.
est cn fait Ia sonmme de « beaucoup » de variables indépendantes de va-
tlances finies, alors sa loi est approxdimativement nortnale ; on statistiogne
par exernple, il est alors possible dfutiliser des procédures permetiant
Jestimer et 02, ef on conbait alors essentiellement fout !

Théoréme 21.1. (Théoréme-limite central.) Soit (X)), une suite f.1.d.
de variables aléatoires réelles avee BIX ) = p et Var (X)) = o € ]0, x|.
Soit

. - Sy — Ty

b” = ZX:, el Yn = Ui\/ﬁ .

Alors, les woo. Y, convergent cn loi vers une variable N(D, 1),

7=1

Noter que si 72 = (3, alors X, = g pas. pour tout j. done Eﬂﬂ = [t P

Preuve. Soit i la fonctiom earactéristique des v.a. X; — g (qui ont toutes

méme loi par hypothese), et Y, = g’;;\/;—:” Comine les X; sont indépen-
Jdantes, le théoréme 15,2 entrame gue
) = 2 rv. i 2 .
Q‘/Yn(“) J"ﬁ Z‘j_ﬂ\xj_-“)(u) ( 1 l)

I

th
LIPS SR (r\/ﬁ)
T
"
I~ (g ,ﬁ)
=1 A

(+Go))

187
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Ensuite, le fait que B(X; ~ p) = 0 et E((X; - 1)?) = 0% < x entraine
par le théoreme 13.2 ruie ¢ est deux fols continmment dérivable et gne
(}Qf(u) = QE ((X,] — H)eiu(xjﬂ.u‘)) s
’pn‘(u) - _F ((XJ _ “)262,?(()(‘, —_n\) .

Donc '(0) = 0 et (0} = —a?. Si on {ait le développement de Taylor
de la fonction 2 & Vordre 2 an vaisinage dy paint (), on ebtient

2,,2

2

el =140 5 L u2hw) (21.2;

ot A{t) — @ quand w — 0. Rappelons que d’aprés (21.1).

B ( " T
ey, {u) = ¢ PN )

enlog =pf(\,ﬁ]

S P 2
(o= SRR

ol «log » désigne la valear principale du logarithme complexe (valant 0
an point 1 et continue dans le cercle complexe de centre 1 et de rayon
1/2). Ex prenant les limites quand n — 20 on voit que
| 2
lim @y, (u) =e™™ /2
Te— OO0
Le théoreme dc Lévy 19.1 impligue alors que Y, converge en loi vers
{ 2 * [ . - * 3
Z, ott wz(u) = e~"" /% Qapres Pexemiple 13.5 on sait qne Z suit la loi
N(0,1) (rappelons que la fonetion caractéristique caractérise la loi). W

Examinons a présent les rapports entre la 1ol des grands nombres
et lo théoreme-limite central. Soit (X;),21, Sp. p et 0 comme dans le

théoréme précédent. La loi des grands nombres nous dit que
- Sn, 2 . 5
Him — =pu P& et dans L (21.3)
n—no 1
La limite de S,, /n est donc g, mais la question suivante se pose alors na-
turellentent : a quelle vitesse cette convergence a-t-elle lieu ¥ Réderivons
(21.3) ainsi
S

— - ,u{ =0 p.s. et dans L2, (21.4)

lim
n—uog
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On pent alors se poser la question de savoir 8%l existe un rdel a > 0 tel
que, pour nne certaine constante ¢ £ 0,

lim n®

XD

Sr - .
— —pl=c
n ! P

Il n'existe en fait aucun a ayant cotte propriété; les v.a. n“(‘i—: — )
ne peuvent canverger vers une constante non nulle ou vers une variahle
aléatoire non ps. nnlle, ni presgue surement. ni méme en probabilité.
Cependant e théoréme-liniite central nons dit que si on prend a = 3,
alors /nl % — ) converge en loi vers mme v.a. N(0,0%). En ce sens, la
vitesse de convergence pour Ia lop des grands nombres est /i,

On pent Iégérement affaiblir les Typothéses du théoréme 21.1: Ia
méne démonstration permet de démontrer le

Théoréme 21.2. {Théoréme-limite central.}) Scit (X;);»y wne suitc de
wa. réelles indépendantes, mais pas nécessaivement de méme loi. On

suppose qu elles sont centrées : B(X;) = 0. et on pose a7 =a% . Suppo-

SONY unsy '
o
sup B (X117} < oc, Z Al = oc
j

i=1

. , S
pour wi & - 0. St alors S, = Xy +- 4 Xy, la swite ———— converge
no 9
25219
en loi vers une v.a. N(0, 1),

Le théordme 21.1 est le théordme-Timite central « classique », tandis
que le théoréme 21.2 montre gqn'il est possible d’affaiblir les hypotheses
tout en obtenant le meéme résultuat. [1 existe de nombrenses versions du
théorome-limite contral, toutes semblables par le fait qu'elles exhibent
des conditions sutlisantes pour qu'une sonuine de v, convenahlement
nonalisée converge en loi vers nne variable normale. Par exewnple. In
théorie des martingales permet d'affaibliv notablement les hypothéses
din théoreme 21.2 en introdnisant nue certaine dépendance entre los va-
riahles X, @ voir le théoréme 27.7. L'extension & d'antres formes de dé-
pendance, conpues sous le nom de « conditions de mélange » est possible
mais plus difficile,

Finalement, il est important pour les applications de souligner ¢ne
le thénreéme 21.1 admet une version d-dimensionnelle, ¢ui est démontrée
exactementl de la méme maniere
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Théoréme 21.3. (Théoréme-limite central.) Soit (X,),~, des variables
aléutodres ri.d. de vecteur mogenee p o= B(X;) (le. p est Uespé-
rance de g k-idme compusante \2, des X;) ef de matrive de covariance
Q = (@ri i ica (done qup = Cov(XE X41) Alors 515, = X+ 4+ Xy,
fes variables aléutoires -1’77—;51 convergent on lor vere une purighle 20 (i

valeurs dans R} de lor N(0. Q).

Dans ce théoréme nons n'ovons fait ancune hypothése de non dégéné.
rescence de Ja matrice de covarinnee Q < o limite 7 est gnussienne, mais
peut he pas avoir de densité (rappelons gue la loi NiD. Q3) adinet uue
densité dans R si et sculement la matrice Q est inversible).

Exemples.
1. Soit (X)) des v indépendantes avee P(X; = 1) = pet P(X, =
) = ¢ = 1 —p (varinbles de Bernoullij. La v, S, = Z?:; X, oxt
binomiale de parametres (n,p). Onap = E(X;) =pot o = crlj(j =
pg = pll —p}. La loi des grands nombres dit que

lim — =p (TR

n— M. Y
ct e théoreme-limite central dit gue
S, —np

—_—— E—) Z', ol Z est N(D 1)
vipil =

2. Soit (N, ),;1 une snite 1id, de variebles aléatoires de corrd inté-
grable et de lonction de répartition F. On suppose que cetie fone-
tion K est inconnue, et on souhaite « Pestimer .. Nous déerivons
ci-dessons une technigue standard pour vésoudre ce probleme. Po-
B0MS

& ?(;IJJ = 1[.?‘\J(7}'
Les v.a. Y (1) sont aussi 1.i.d. et do carréintégrable : ve sont en fait
des variables de Bernoulli de parametre p = Fl¢). Posons eusnite

1 T
Falr)y =~ ¥, ix).

1) —

=1
Leg F, (i) sont des variables pléatoires pour tout @ fixé; pour w
fixé, la fonction » — Fp(u) = F,(1)(w) et clalrement upe fono-
tion de répartition {eelie de la probabilité Do T, ) appeldc
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Jonction de répartition empirigue. La loi des g‘r;mdq nombres en-
traine la convergence p.s. et dans L? de F, () = L ?_1Y {r)
vers E{Y | (x}) = F(x)

lim F,(r) =Tz p.s. et dans L7
LR ]

Ajnsi, les fonctions de répartition empirigues convergent vers la
vraie lonction de répartition, pour chacue v fixé, au sens p.s. ot L2
Avec un petit travall supplémentaire on peut montrer Ia conver-
genee nniforme

lim sup|F,L(a’) —F(xy =0 p.s. ot dans L7

n—oc n
Cle résiltat est connn sous le nom de thdoiéme de Glivenkao-Cantellr,
En utilisant le sthéaréme-limite central on obtient de plux que la
vitesse de convergenee est Vron a en cffet

Vi(F () — Bl

i
)
| —
R
=
ok
=

Zj,lzl Yi(r) = nEY ()
T i

(qui d'apris le théorénle 211 converge en loi vors une variable
N0, 72()), on o?{x) = Var (Y (@) = F(x)(1 - Fa)).

Ainsi quiil o é6¢ dit plus hant, le théoréme-limile central pent 8tre in-
tevprévé comme donuant la vitesse de convergence dans In loj des grands
nembres. On pent aller un eran plus loin, en se posant le probleme de
la « vitesse de convergence » dans le théorbme-limite central Tui-meme ¢
a quelle vitesse la loi de Y, = t’a =F approche-t-elle la loi N(0,1) 7 Le
theargie suivait est Puue dos réponses « classiques » A ce probleme, lors-
qu'on promdl comme mesiure de Ja e« distance » entre deux lois i R le
snpremuin de la différence des fonctions de répartition.

Théoréme 21.4. (Théordme de Berry-Esseen.} Soit (X))~ des variobles
aléataires réelles id.d. verifiant BE(|X;%) < ¢ et 02 = ag(J > ). Soif
s ()= P(Sd\/ﬁ” <), o =BE(X;) efS,, = Xy + -+ X, Soil enfin
& a fonclion de répertibion de la loi N(0,1). On a aloys

E([ X%
sup |Gy, (0 = $( .
sl:llcpl(ﬂ(f) b(w)| < o—5—= S

paur une constante e,
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La démoustration de ce théortme est un pen dificile pouy ce livre. et
nons Yomettons. Le lectenr pent consulter, par exemple {11, p. 108]. ob
il est prouvé qii'on peut prendre ¢ = 3. La meilleure approximation de ¢
connue & ce jour ost ¢ = 0.7975,

Exercices

1. Soit (X, )21 des variables indépendantes telles que P(X; = 1) =
PiX; =0t = % et 5, = Z::1 X, La variable Z, = 25, — »n

représette le surplus de « faces » par rapport anx « piles » aprés o
jets d'une pitee, 51 « Face s correspond & X, = 1. Montrer que

. Z, .
ﬂh—{rclo]—) (ﬁ < .!’.‘) = (I)(.f)

. 1 * Wt /9
) = W e " oy

V2T, —no

oil

2, Boit (X;), -1 des va indépendantes de Jor exponenticlle double de

o, e ST X
paranetre 1 (la densité st de 1y, Montrer qne \/ﬁ( )

converge en loi vers nme variable N(0, 3). (Indication : Utiliser Jo
théoréme de Slutsky (exorcice 14 du chapitre 1%).)

3. Construire une suite (X)), de v.a réelles indépendantes de carré
intégrable, telle que limg oc X, = 1 en probabilité ot E(X?) = j.
Buit Y e v, de Joi N(0, 1), indépendantes de L suite (X)), On
pose 4, = YX ;. Moutrer que

) FAZ,) =0

b} Hm, .o, 05 =
c) Z, converge vn loi vers une v.a. N{0,1).

(Indication : Pour constrnive X, prendre (2, A P) = ([0,1]. 80 1].
mids)) ol 7 est la mesire de Lebesgue ; poser

Xjw) =0+ D) + Lo,

Pour {c) utiliser le théoreme de Slutsky ) [Noter que les hypothéses
du théoreme-limite central présenté daons ce llvee ne sont pas sa-
visfaites 1c1: cos Invpotheses sont sutizantes. mais pas nécessnires,
P avoir uue limite normale.)
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9r

10.

)

(meTt [ll]) Soit {X;)jz1 des vaa. réelles 1id. avec E(X;) =1
et oy, = o? £ 10,2 [ Montrer que

HUSEND Y2

ot Z est N(0, 1), (Indication ;  Sa= = DSn/M (8 iy )

n

. Soit (X,) des variables indépendantes de loi de Poisson de pa-

ramétre A = 1 et S, = ST | X, Montrer qite linn, Loo \;-" =7,
ol 7 est N{D.1).

Soit Y* une v.a. de Poisson de parametre A > 0. Moutrer que

Yj/})‘ converge ent loi vers une v.a. N(0. 1) quand A — oo, (Indice-

tion : Utiliser exercice B et comparer Y* avec Spap €t Spaypr, ol [A
désigne la « partie entitre » de A(= le plus grand entier n < A).)

Montrer gue

[

L k
limz e™ E il
e Je!

k=0
{Indreation : utiliser Pexercice 5.)
Soit (X;),1 des v.a. réelles iid. avec B(X;) = 0 et o = g &
10,20[. et S, = 31 X;. Montrer que \i;m; ne CONVErge pas en pro-
bahilité.
Soit (X;);51 des v.a. réelles ii.d. avee E(Xy) = O et oy, = o? €

00, et ooy, ontrer qgue

0, £ S, =3 Xie M q

Lai=]
[Snj 2
luin E —.
s (ﬁ 7

( Indication : Caleuler E(JZ]) pour une v.a. Z de loi N(0, o).

(Gut, [14]) Soit (X;);31 des v.a. indépendantes uniformes sur
—1, 1], et
T
23:1 X;
i e 3
Zj:} X? + Z:}:l X’,‘

Montrer que /nY,, converge. (Rép. : /nY, converge en loi vers
une v.a, N{0. 31

Yn=

. Soit (X)), des v.a. indépendantes, chague X; étant uniforme sur

[_.Ij:.ﬂa et Sn = z?:l er.
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a) Montrer que n—Sj}; converge en loi vers une v.a. N(0O, ). (In-
dication : Montrer que la fonetion caractéristique de X est
px,; () = Bt calenler wg, (1), puis g rpar2{u), ot prouver

N u? - . W
que la limite est e~ /1% en ntilisant 3.7 _; 7% = nlnklizngl)y,
S
V Z;;J Jg(,-
[Commentaire : Cecl n'est pus un cas particulior du théortine
21.2].

127 Soit X € L2 et supposos que Jes v.a. X ¢t X/LE(YJrZ) ont nicme lot,
dés que Y et Z sont indépendantes et e méme lot que X, Montrer
que X suit une loi normale. {Mndication : Montrer par récnrrence
que X a méme loi que % S X, siles (X,) sont 1i.d. de méme
[0 que X, pour tout n =27

b} Moutrer que converge en loi vers wue v.a, N{(, 1},



Chapitre 22
L et les espaces de Hilbert

Soit un espace de probabilité {2, 7, P). Rappelons que L? désigne
I'ensemble des (classes d’équivalence pour la relation « égalité presque
siire » de) v.a. réelles de carré intégrable. Dans la suite on identifie de
manitre systématique une variable aléatoire et sa classe d'¢équivalence :
ainsi, au lien d'écrive X = 0 p.s. on écrit simplement X = (.

L'espace L2 est un espace vectoricl (cf. théoréine 9.3), et on peut le
munir d’un « prodnit scalaire » de Ia manigre suivante : pour X et Y dans
L? on pose

(X,Y) = BXY). (22.1)

Ona [B(XY)| € B(X)2E(Y?)? < o par I inégalité de Cauchy-Schwarz.
et la formmle (22.1) a un sens. On a anssi (X, Y} = (¥, X} (svmétrie), ct
comme lespérance est linduire, 1l vient

(oX + 8Y,2) = X, Z) + 5(Y,Z}.
Finalement, on voit que
(X, X) =0, et {X,X) =0 s etsenlementsi X=0
compte lemu de notre convention d'identificr une variable p.s. nulle
avec (). Cela condnit A poser pour X € L¥
I = (X0 = (B(X) 5. (222

Done ||X]| = 0 si et seulement s1 X = 0; de plus la bilinéarité du produit

scalaire, vue ci-dessus, et I'inégalité de Cauchy-Schwarz conduisent &
IX + Y2 = E(X®) + 2E(XY) + E(YH)

X+ 20 X[ Y+ y)°

IY[)?,

et on obtient inégalité de Minkowski :
X+ Y < X[+ 1Y)

On a done ainsi défini une norme. et en fait montré le :
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Théoreme 22.1. 1.2 est un espace vectoriel uormé, la norme étant asso-
cide & un produit scalaire, ce qui signifie que ||-|| = {-,-) ;.

La convergence d'unc suite de v.a. pout cette norme est clairement la
« convergence dans L2 » définie au chapitre 17. Qn peut faire mieux quc
dans le précédent théoréme, en moutrant que lespace L? est, de plus,
complet : cela signifie que toute snite de Cauchy dans L? est une suite
couvergente (une suite de Cauchy (X,) est mne suite telle que | X, —
Xm|| — 0 guand m et n tendent tous deux vers 'infini; rappelons aussi
que toute suite convergente est une suite de Canchy). Le théoréme ci-
dessous ost parfois connn sous le nom de thiéoréme de Riesz-Fischer,

Théoreme 22.2. L? est complet pour la norme (22.2).

Preuve. Soit X,, une snite de Canchy dans L?. Pour tout £ > 0 il existe

N tel que n,m = N entraine X, — X,,,}| £ £. Choisissons une snite de

epsilons de la forme 2% : 1] existe alors une sous-suite (X, Jzz1 tclle qe

‘ X”A - Xm-u“ < z*lh
Poasons

Y, - Z X, = Kol

=1

L'inégalité triangulaire entraine

1

E(Y?i) & Z HXT’tp - X“wrlH < 1.

=1

La limite Y{w) = lin, . Yo{w) existe pour tout w, puisque la snite Y,
est crojssante. Comme E(Y2) < 1 pour chaque n, d’aprés le théoréme de
limite monotune 9.1(d}) il vient aussi E(Y*) < 1. Donc Y < oo p.s., done
la séric X, +'):';;1(X.np+l —Xp,) converge absohument pour presque tout
w. Comme ¢’est ime gérie télescopique. on en déduit gque X, (w) converge
vers une limite X(w}) quand p — x, et de plus [X{w)| < |[Xp ()| +Y(w),
tout ceci pour presque tout w. Comme X,,, et Y sont dans L2, on a done
aussi X € L2
Ensiite observons que, presque siirement,

m
3 Fid A, —
X - an = hm Z‘in! ol Z‘:-?n - E (X‘I’I.q+1 - an)-
TH—2C
g=p
covame |ZF | <Y pour tous p,m, le théovéme de convergence dominée
implique
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T
. - e L
1X = Ky | = Yim (|25 ]] < oD Xy, = X | € 5o
q=p
ot par suite limg o X =X, || = 0. Done X, converge vers X dans L2,
Finalement
X — N € 1N = X, ||+ X, — X

Done en faisant tendre n ct p vers I'infini on en dédunit que X,, = X dans
L2 ]

Définition 22.1. {/n espace dc Hilbert H est wn espace vectoricl normé
complet, dont lo norme provient d’un produil scelaire ;|||\ = (o, 2} 3,

On a done établi le
Théoreme 22.3. L7 est un capuce de Hilbert.

Ci-dessous nous décrivans une série <e propriétés des espaces de Hil-
bert ; : chacune s’applique évidemnment & espace L2, Cidessons, H dé-
signe un espace de Hilbert de norme || - || et de produit scalaire {. ).
tamdis que v ot 5 désigne toujours des nombres 1éels. Lo couvergence
des vectenrs de 'H st tonjours an sens de s viorme,

Définition 22.2. Deur cocteurs & et y de H sont orthogonanx s¢ (4. g} =
0. Un vectewr v est orthogonal & une partie I de H st {7, 1) = O pour
toul y € I'.

Sidwvy) =0ana lle+yl|? = )+ gl : c’est Ja version « Hilbert -
Jdn théoréme de Pythagore.

Théoreme 22.4. (Continuité du prodnit scalaire.) Si z, — = et y, — ¥
duns H, alors {z,.y,) — (r,y) dans B {ct done ansst |ja, || — [j2])).
Preuve. L’inégalité de Cauchyv-Schwarz, qui est valide dans tont espace
de Hilbert (méme démonstration que pour Vespace L2) entraine {x. i =
1) 2], done

[y = (ol = [{& = Znogn) + 0 = 2t — ) + Lty — Y
< b = wnllHlwall + Ml = 20 g = wa b+ 2y — 0]

Onasup, ||y, ~< 2o et sup, ||, || < oc puisque z,, et y, couvergent (par
exemple, ||, < |2, — | + [|0] ef |||} < oc et |jz, — 2| — 0). Done le
second membre de U'indgalité ci-dessus tend vers 0 quand n — . [ ]
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Définition 22.3. Une partie £ de H est appelée un sons-espace, ol « 5015
espace vectoriel », se .,y € L implique e+ By € £. On dit en oufre que
le sous-espace L est fermé si pour toute suite (x,) de vecteurs de L
convergeant vers uie mite «© ou sens de H, ona v e L,

Théoréme 22.5, Seit I une partie de H. L'ensemble T't de tous les vec-
tewrs orthogonous: ¢ T est un sous-espace fermé de H.

Preuve, ['abord, Tt est un sons-espace, méme si I n'en n'est pas ut
en effet six,y L, alors (7.2 = 0 et {y,z) =0 pour tout z € T'; dome

{ar + By, 20 = oz, z) + Hy, z) =0,

et axr 4+ Fy € ', Le fait que T'F soit fermé découle du théoréme 22.4,
|

Définition 22.4. Si T © H on note d(z. 1) = inf{|z — yll;y € [} la
distance de x a T,

Sie eI, on a bien sir d{x.T) =0, [nversernent s dix. T) = i ot s
I est fermé, alors » € T

Théoréme 22.6. Soit L un sous-espace fermé de W el v € H. Il eyiste
un undque vecteur y < £ lel que @ — y|l = d{w, £).

Preuve. 5i 2 € £ on o évidemmient y = .r. Supposons donc que ¢ € L,
On peut trouver une suite g, € £ telle que imy_.o0 |2 — yul| = d(z, £).
On va montrer que cette suite est de Cauchy. Observons d'abord que

[l s ~ ymuz = HJ’ *?hnH: Sk yﬂ”2 = 2{x — ym, T — i) {22.3)

Yi on utilise linégalité

”T _ Ym + Un < Hf — Yo || + HJ — yn”

2 2 2
on obtient que
. Uty )
mlrllngm ‘r - < dlx L),
Donc
lim & - b Y = di{z. L},
HEN (L o 2
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puisque 228 € £ (car £ est un sous-espace). On a done

2
P m + T
d{x, L)% = mn(F_i__L
: N 00 2
, 1 )
= lim —{llz —yml® t |z —val® + 202 — gt —¥n)
. aa 4
et done
i (0 — Yoyt — yn) = dla, £)2~ (22.4)
7, N

Tl reste & combiner (22.3) et (22.4) pour obtenir que la suite (yn)uz ost
de Cauchy. Cette suite converge donc vers une limite gy, qui appartient
a L puisque ce sous-espace est formé, De plus diz, £) = {|lx — y]| & canse
de la coutinuité (évidente) de la function distance.

11 reste & montrer Punicité de y. Supposons que = soit un autre vecleur
vérifiant les mtmes propriétés. La suite

Uy = 4, Wz,4+1 = 2,

est cncore une suile de Cauvely par le méme argument que ci-dessus,
done clle converge vers une lmite unigue, donc z = . [ |

Nous introduisons maintenant un concept important, cclui de pro-
Jection {orthogenale). Lespace de Hilbert H est toujours fixé, ainsi que
le sous-espace formé L. La projectiov d’un vecteur » sur £ est le point
y obtenu cdans le théoreine 22.6. ¢’est-a-dire le point de £ qui est «le
plus proche de z». On note lI Uopératenr de projection, e Ilr = y
ci-dessus. Noter que I1 dépend de manigre essentielle du sons-espace £,
et le résultat ci-desgous explique son nom do projectewr orthogonal sur £,

Théoréme 22.7. L'operateur de projection (ou projection orthogonale) 11
de H sur un sous-cspace fermd L verifie les brots propridtés suicantes

(i) I est idewpotent @ i, II? = 11,

(ii) lix = v powr ¢ € £ e =0 powr v € ct;

(iily Dowr tout © € H. le vectewr v — Wz est orthogonal & C.
Preuve. (i) suit immédiatement du fail gue Tl = 51 z € L.
(11) La propriété [le = x sia € L est évidente. Siz & L ona |7 ~yl|? =
lr—y,x 1) = ||z]|* +||y|l® pour y € L. donc y = 0 minimise y — [lv—y||
sur L, ot done TLe = 0.
(ii}) On remargue d'abord quesiy € £ ¢

|2 = Thx|? < e — (x +9))?
= | — The||* + | ” — 2{x ~ Tz, ),
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et done
2w — Tz, ) < liyl|®.

Comme y € £ est arbitraire et comine £ est un spus-espace, on pent
remplacer ¢ par ay pour tout ¢ > 0, de fagon & obtenir

Wa — M ay) < |layl?,
et en divisant par o on obtient
2z — M, g) < allyll*

On fait tendre o vers 0 et on conclut que {x — Iz, y; £ 0. On montre
exactement de la méme manitre que {r — [z, ¥} 2 0, en cousidérant des
o~ 0. Done » — 11 est orthogonal a £ [ ]

Covollaire 22.1. Soit 1T lopérateur de projection sur un sous-espace
fermé L de H. Pour toutw € H, r = Ile+-(r —ILn) esf Vunique représen-
tefion de o comme lu somme d'un vecteur de £ et d'un vecleur de C1.
De plus w — 1z est la projection de z sur L. Enfin on o (L)1 = L,

Preuve. On a4 vu que [Ir € £ ot que » — Iz = £1 dans le théoréme
22.7(1ii). Quant a Punicité, soit ¥ = iy + = une autre représentation avec
y€ Letze Lh Le vecteur y — Ilr = z — {2 — Ilr) est & la fois dans £
et dans £+ ; donc. étant orthogonal a Tui-iméme, il est nul : ccla montre
Tunicité.

Ensuite on remarque que £ C (L) ceneffet siz € Let y € £1 on
alr.y) =0, done xr e (L)L

Eufin,sia € (L)t onar = y+zavecy € Lotz € L1 Ona
lr,zy = {y,2}y + {z,2). et comme {y.z; =0 {puisque y £ L) et {z,2) =0
{puisque z € L et 7 € (L)) 1l s'ensit que {z,2) = 0 : donc z=10.et
x =y Comme y € £ on aaussi.c e £, done (£4)1 & L, [ |

Corollaire 22.2. Soit II lopérateur de projection sur un sous-espace
fermé L de M. On a glors :

(1) (M, = (o, Ny},
(i1) 11 est un opcroteur linégire : iox + By) — olle + 311y,
Preuve, (i) Soit z.y € H. En vertu dn corollaire 22,1 on peut écrire les
vecteurs x ¢t i de maniére unique ainsi
xr o=y 4+ Xa, € L. xg € L1,

y=1 4, neLl ypelt
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Par suite
o,y = (rry) = (e +u2) = {2, )

puisque {xq, y2) = 0. Comme on a anssi (&g, v} = 0. il vient
= () +x,y1) = (&ou) = (2, Ty},
(i3 Avec les notations (22.5) on obtient
oz + By = (ax; + By + (axa + Bu2),

done
M{x + 8y) = oy + By = alle + 811y,

Nous terminons cette expogition par une réciprogue qui dit essen-
tiellement que si un opérateur linéaire « se comporte comne Une projec-
tion », an sens des propriétés précédontes, c'est en fait une projection.

Théoréme 22.8. Soit T une application de H dans un sous-espace ferme
L. 8 pour tout o le vecteur x — T est orthogonal a £, alors T est la
projection (orthogonale} sur le sous-espace L.

Preuve. On peut écrire i = Ta+(z~Tr). avec Ta € Let (x—-Ta) € L+,
D'aprés le corollaive 22.1, Tx doit étre la projection orthogonale de &
sur L. [ |

Exercices

1. En utilisant la propriété {a — 6)2 > 0, montrer que (a + #)2 <
20® + 20%,

2. Soit &,y € 'H {un espace de Hilbert), avec {«,y} = 0. Montrer le
«théoréme de Pvthagore» : ([ + y|? = {lef* + {yli%

3. Montrer que R™ est un espace de Hilbert avec le produif scalaire
cusuel» 81 T = (2y,...,&,) et § = W,....yn). olors (F.¢) =
Z?:1 Ll

4. Soit £ un sons-espace fermé de l'espace de Hilbert H. et II la
projection sur £. Montrer que [Ty est Punigue vectenr de £ tel que
Iy, z) = {y.z) pour tout z € L.



Chapitre 23

Espérance conditionnelle

Soit X et Y deux v.a., avec Y réelle ct X prenant ses valeurs dans
un ensemble finé ou dénombrable. 11 arrive souvent qu’on connaisse la
valenr prise par X of qu’on veuille calculer Pespérance de Y, en utilisant
cette Information supplémentaire. ce (i @ prigre modifie I'espérance. De
maniecre plus formelle. cela revient & poser :

Définition 23.1. Soit X une v.a. a raleurs duans un ensemble B fini ou
dénombrable, dont les points sont notés {r. @y, .. 2y, ... }. Soit Y e
autre v.a. réelle, définie sur le méme espace de probabilité (§3, A, P). S
P(X = 2;) = 0 I'espérance conditionnelle de Y sachant {X = m;} est le
nombre

E(Y|X = ;) = Eq,(Y). espérance de Y pour Q,

ot Q; est la probabilité sur (Q, A) donnée par Q(A) = P(A|X = x;),
pourve que Bo ([Y]) < oo (ie, Y est Q,-infégrable).

Lorsque Y est elle-mémce une v.a. discréte, prenant ses valeurs dans
{s1, 92, ...} {une partie dénombrable de ), on pent utiliser la formnle
(5.1) pour Y. et on obtient immédiatement le

Théoréme 23.1. Dans lu situation précédente, powr tout j tel gue P(X =
rii=0ona

o0
B(Y |X =a;) = Y yeP(Y =y |X = 2),
k=1
pourvy que la série ci-dessus soit absolument convergente.

Au lien de «fixer » la valeur z; prise par X, on peut modifier 1ége-
rerment notre point de vue, et chercher 'cspérance conditionnelle de Y,
connaissant {o vartable X (toujours supposte a valeurs dans ensemble
fini on dénomiable E), plutot que « sachant que X = z; ». Pour cela,
0N POse )

E(Y (X =2;) si P(X=u;) >0

Jte) = { nne valenr arbitraive i P(X =x,) =0 (23.1)

b

ce qui définit une fonction f sur E.

203
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Définition 23.2. Soit X wne v.o. 4 valewrs dans un espoce E fini ou dé-
nombroble, et Y une v.a, réelle définie sur le méme espoce de probabilité,
L espérance conditionnelle de Y sachant X est

E(Y | X) = f(X),

o f est domnée par (23.1). el pouwrvy que cette fonction f soit bien
définde (i.e., pour tout j tel gue P(X = ;) > 0. la v.a. Y est intégrable
pur vapport & lo probobilite Q,(A) =P(A|X =,) ).

Remarque 23.1. Cctte définition ne définit pas réellement E(Y | X) par-
tout, mais seulement presque partout, car sa valeur est. arbitraive sur les
enseinbles {X = x} tels que P(X = ») = 0 : ce sera un trait caracté-
ristique des cspérances conditionnelles dans le cas général étudié plus
bas.

Exemple. Soit X une v.a. de Poisson de parameétre A. Soit une autre v,a.
S définie ainsi : quand X = n, on tire n fois (indépendamment) une pidce
ayant la probabilité p de tomber sur Face ; § est alors le nombre total de
« Faces ». On va calanler E(8[X) et E(X | S).

Caleulvns d’abord E(S|X = #n). 8i X = n, la v.a. S est binomiale de
paramétres 1 et p, done E(S| X =n) = pn ot E{5|X) = pX.

Pour calculer E(X|8) il nous fant évaluer E(X |8 = k). et nous com-
mencons par cherclier P(X = »n |8 = k) :
. X=nPX=n)
P(X=n|S=#)= :
(R=n|3=k) P(S = k)

Chp(1= gy~ (37) ¢
Sk ChrF (L =) & () >

W p)"\)”_kew—f_l-p))\
(. — &)

pour it 2 k. et blen stn P(X =n|8 = k) = 0si n < k. Donc

EX|S=ky=> n (—i"—p)_)‘)———”ﬂ"'\zm(up),\.

= in—k)!
et il vient
E(X[8) =8+ —p)A

On peut vérifier directement que E(S) = E(E(S| X)), propritté qui
découlera anssi du théoréme 23.3 ci-aprés. Done on a

E(S) = pE(X) = pA.
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Nous allons maintenant passer au cas géndral : nons voulons caleuler
E(Y|X) guand X est une v.a. & valeurs Jans un espace quelcongue.
L’approche précédente ne marche plus, car typigquement on a P(X =
) = 0 ponr tout r, Cependant on a vu aussi dans le cas dénombrable
gue BE(Y [ X) = f{X) pour une certaine fonction f. et ¢'est cotte idée qui
va se généraliser, grace au théortme suivang,.

Rappelons d’abord qu'on a introduit au chapitre 10 la notion de tribu
engendrée par une v.a., : si par exemple X est une application de £2 dans
R™. la tribu engendrée par X est

a(X) =XMB") = {ACQ:X"I(B) = A, powrun B€ B"}.

Théoréme 23.2. Sort X une v.o. & valewrs dons B™ e Y une w.a. réelle,
toutes deux définics sur le méme espace ({1, A}, Alors Y est mesurable
par repport @ o(X] si et seulement 5l existe wne fonction borélienne f
de B™ dans B telle que Y = f{X).

Prenve, Sj la fonction f de Pénoncé existe on a Y~ H{B) = X-1{(f~H{BY,
SiBe Bualors A = f7Y{B) € B, doue X~1A) € o(X) (on peut anssi
utiliser le théoréme ¥.2).

Supposons inversement que Y H{B) € «(X) pour tout B € B. Sup-
posons dlabord qnue Y goit « shuple», ie. Y = Zi-;] a;la, pour un
ko< oc, des a, réels cons différonts. et des A, denx & deux disjoints. Qe a
A =Y '{{a, 1Y, done A; € a(X) et ilexiste B, € B” avec A; = X7'(B,).
! reste a poser fle) = ZLI a,1g, () pour obtenir Y — f(X) avec f
horélienpe. Ensvite, si on suppese Y positive, on sait {cf. chapitre 9)
qu'il existe une suite croissante {Y,) de v.a. siples positives croissant
vers Y et o{X)-mesurables. On vient de voir que Y, = f,(X) pour
cles fonctions boréliennes f.,. On pose f(z) = limsup, .. Ful(e). qui est
horélienne égaloment, et on »

Y = lim Y, = lim fo(X).

Mais
(Uin sup f,(X) = Tnnsup{ fr (X)-
=00 n
ot par suite Y = f(X).
Pour Y de signe quelcongue on éerit Y = Yt — Y. et on sc raméne
alsi anl cag précédent,. n

Diang ce qui suit Uespace de praobabilité (€1, 4. P) est tixé, ot X est une
v.a. sur cet espace, b valours daps P*. Lespace L2{Q. A, P) est espace
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des (classes d'équivalence pour la relation d'éguivalence « ézalité p.s. »
de} v.a. Y vérifiant E(Y?) < oc. Comme on 1'a vu au chapitre 22 ¢'est,
un espace de Hilbert avec le produit sealaive

Y. 7 = B(YZ).

Comme g(X) C A, Vespace L7(2.o(X),P) est aussi un espace de Hil-
bert, ot c’est un sous-espace fermé de L2(Q, A, P). (Notor que le prodnit
scalaire est le méme s ces deux espaces de Hilbert.)

Définition 23.3. Svif ¥ & L3(Q, A P). L'espérance conditionnelle de Y
sachant X «st Lunique dément Y de L?(Q.o(X). P) qui eirific

E(NZ) = E(YZ) powr tout 2 < LESL a(X), P). (23.2)
O ecrit cette esperance conditionnelle (i.e., la variable % ) ainst ;
E(Y]X)

[ équation {23.2) sipnifie simplement gue Y est projection ortho-
gonale de Y sur le sous-cspuce fermé L2Q, o{X). P) de L*(Q, AP -
Vexistence et 'unicit¢ de Pespérance conditionnelle spit, done dn coruvl-
laire 22.1.

Comme E(Y |X) cst o(X)-mesurable, d'aprés le théoreme 23.2 i
existe une fonction horélienne f telle que E(Y | X) = f(X). Donc (23.2)
équivant an fait que

E(f(X)g(X)) = E(Yg(X)) (234.3)

ponr toute fometion horélienne g telle gue g(X) r2.

Dans la définition précdédente 1o v, X e joue pas de tole véel, ¢'eat 1n
tribu (X} gui est importante. Il est done plutot naturel de 1a remplacer
par unec sous-tribu arbitraire G de 4. La encore L?(Q2. G, P) est un sous-
espace de Hilbert de L2(€}, A, P). et on penut poser :

Définition 23.4. Soif Y € L3O, A P) ot G une sous-tribu de A. Liespé-
rance conditionnelle de Y sachaut G est Punique élément E(Y|g) e
L3(Q,G,P) qui vérific

EQNZ) = EE(Y|6)7) (23.4)

pour tout 7 < L7(Q1.G P).
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Avertissement important : Lespérance COI](IIUUIII[GHP est un €lément
de L?. clest-d-dire une classe d’éynivalence de v.a.: on peut suppaser
qne ¢ ‘est une vraie variable aléatoire, maix dans ce cas elle n'est définie
qila un ensemble de mesure mulle prés. Par suite les propriégtés comme
E(Y|G) = 0 ou E(Y|G) = Z, ete., doivent toujours étre comprises an
sens « presqie sir », bien qu'on omette en général de le mentionner. On
dit. anssi parfois @ il existe une « version » de E{Y |G} qui est positive, ou
égale & Z, ctc.

Théorbme 23.3. Soit Y 7 L2($7 A P) et G une sous-tribu dre A

(@) SiY 2 0alors E(Y|G) 2

(bl 81 G = ¢(X) pour une wa. X & voleurs dans B, o eriste une

fmrcfian borclienne f sur B telle que B(Y | @) = fiX), .

(c) E(E(Y[G)) = E(Y}.

{dy L’ app.!@catmn. Y — E(Y |G) est lincaire.
Preuve. On a déjivu (b). Pour {¢) il sulfit d'appliquer {23.4) avec Z = 1,
ei (d) découle aussi de (23.4) : en cttet si U et V sont dans L%, on a

E({U + «V)Z) = E(UZ) + oE(VZ)

= E(E(U ) + oE{E(V | GiZ)
— BT |G) + ali(V | GNZ),

et done Ef( G) + «E(V[G) & cause de l'unicité de
lespérance condfrmnnelle (on peut aussi dire que E(Y | §) est la pro-
jection de Y sur le sous-espace L2(92.G. P}, et opératenr projection est
linéaire, ¢f. le corollaire 22.2).

Finalement pour (a) on utilise cucore (23.4) en prenant poar 7 la
fonction indicatrice 1ip(v(gj<oy 81 Y = 0 pos. om a E(YZ) 2 0 puisque
Y et Z somt towtes denx positives. tundis que

EIE(Y[G)Z) = E(E(Y [G) ey o)<} <0 81 PUHENY|G) < 0}) >
Cela contredit (23.3). sanf si P({E(Y |G) < 0}) = 0. [ |

Remarque 23.2. Comme on a v dans In démonsiration du théoreme
23.3. I propriéed cruciale de Pespérance comditionnelle est (23.4) : prou-
ver existonce et L'unicité de espérance conditionnelle est la seule raisor
puur laquelle nous avons consacréd un chapitre entier aux espaces de Hil-
bert,
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Il nous reste & étendre la notion d'espérance conditionuelle aux v.a.
aqui ne sont pas nécessairement de carré intégrable. Les technigues des-
pace de Hilbert font alors bien siir défant.

Rappelons une fois encore que L1, A, P) est U'espace des (classes
d'équivalences de) v.a, mtcégrables, et de maniere analogue nous ullons
noter L1 (9, A P) Pespace des {classes d’équivalences de) v.a. positives,
toujours en identifiant denx v, qui sont pos. dgales, Les vou, de LT
peuvent prendre la valeur 4oc,

Lemme 23.1. Soit Y € LT A D) et soit G une sous-tribu de A, 1l
criste un wnigue flément BOY | G) de LT (Q.G, P). appelé Vespérace
conditionnelle de Y sachant G, tel que

E(YX) = E(E(Y | §)X) (23.5)

pour tout X € LH(QLG. I, et ceite espérance conditionnelle roincide
avce celle de la definibion 234 51 on o aussi Y € L2(Q, A, P).
Sede plus 0 Y €Y7, alors

F(Y |G) < B(Y | ). (2.6
Preuve. 5iY est & la fois dans L0, A, P) et positive, on définit E{Y|G}
par la définition 23.4. 51 alors X ¢ LT}, G, P). et comme les v.a. X, =

XA sont de carvé intégrable, 1] vient e appliquant deux fois le théoréme
de convergence monotone ef {23.5) :

E(YX) = limE(YX,,)

i

im E(E(Y [¢)X,)
E(E(Y |G)X) (23.7)

it

et (23.5) est satisfaite.

Soit maintenant Y < L1(Q A, P). Chuque Y., = Y A ost de carré
intégrable. tandis que d'apres te théoréme 23.4 U'espérance conditionnelle
est un opérateur positil, de sorte que la suite E(Y,, | G) est croissante.
Par snite on peut poser

E(Y|G) = lim E(Y.|G. (23.8)
=D
S1X € LT(Q.G. P} on obtient alors en utilisant plusicurs fois e théoréme
de convergence monotene, ainsi gue (23.8) ¢

E(YX) = lim E(Y,,X)

_E (ﬁm E(Y.,16)X)

k1A

= E{E(Y [GIX).
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SideplisonaY €Y', lors Y Am £ Y Am pour chaque m, done
E(Y A Am | G) < E{Y' 7. m | &) par le théorémne 23.3{a), et on obfient {23.6).

Il reste & montrer I'inicité. Soit U et V deux versions de E(Y | G),
qui donc verifient (23.8} powr tonte v.n. positive §-mesurable X. Soit
An ={U < V € n} et supposons que P{A,) > 0. Comme ona A, € G
il vient

E(Y1a,) = B(Ul4,) = E(V14, ).

tandis gue 0 < Ulx, <€ V1a, < n. et P{A;) > 0 implique que les
v.a. VI, et Uly, ne sont pas p.s. égales : on en déduit que E{Ulp} <
E{V1.}, d’oll une contradiction. T faut douc que P(A,) = 0 ponr tont
n, et comme {U > V= U, 1Ay ] vieut P(U < V) = 0: on vérifie de
méme que P{V > 1T} = @, et Uunicité en décuule. n

Théoréme 23.4. Soit Y € LY(Q, A, P) et soil G une sous-tribu de A.
Il existe un wnique élément E(Y | G) de L' (0, G, P), appelé Despérance
conditionnclle de Y sachant G, tel gue

E(YX) = E(E(Y | §)X) (23.9)

pour fout v.a. X borné G-mesurable, et cette espérance conditionnelle
coincide aeec celle de lu définition 25.4 (resp. du lemme 23.1) st on a
aussi Y © L=($2, APy (msp. Y € LY Q.4 P)). Enfin. on o ousst

(a) SiY 20 alors E(Y [G) 2 0.
(b) L application Y — E(Y 1G) est lincaire.
Preuve. SiYeL'onaaussi YT e Ll et Y- e L, on YT et Y™ sont

les partics positive et négative de Y. Onma ¥ = Y - Y7, et on pose

E(Y |G} =EYT|G) - E(Y {G).

Cette formule a bien en scns : en effet les v.a. Y ot Y™, douc
aussi les va, E(YT|G) et E{Y ™ |G) d'aprés le théoréme 23.3(¢}, sont
intégrables ot done p.s. finies. Il est clair que E(Y | §) vérifie (23.9).
Pour Punicité, considérons denx wversions U7 et V de E(Y |¢), et soit
A=1{U< V}. Ona A € G. donc 1y est bornée et G-mesnrable, done
E(Y1\) = E(E(Y]Gil\} = B(Ul,) = E(Via). Mais st P(A) > 0 il
vient E(UJ14) < E{VI\). ce qui fouruit une contradiction. Par suite
P(U < V) = 0 et on vérifie de méme qne P(V < Uy =1

Les derniéres asscrtions sont des consdguences triviales de ia défing-
tion ci-dessus de E(Y |G). du tennne 23.1 et du théoréme 23.3. [ |
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Exemple. Soit (X, Z) une v.a. bidimensionnelle admettant une densité f.
Soit g une fonction borélienne bornée ot Y = g(Z). On cherche & calculer
E(Y | X) = E(g{Z) | X). On rappelle que X adinet la densité fx suivante :

_ /-f(cc,z)dz

et qu'on a défini au chapitre 12 (cf. théoreme 12.2) la densiteé condition-
nelle de 7 sachant X = x par :

fX:T(Z) =
partout ou fx(z) # 0. Posons alors

o) = [ 9l fem()dz

Pour toute fonction bordlienne hornée % il vient
BBCORCX)) = [ ho)kia) fua)ds
= [[ st ematates ko s

- [ ol ke peiardz o
[[ @, z)dzdr

k(X)) = B{YR(X))-
Donc {23.9) implique que
E(Y|X} = h{X),
et on a ainsi décrit une méthode permettant de calculer les espérances

conditionnelles lorsque les v.a. admettent des densités.

Théoreme 23.5. Soit Y une v.a. positive ou intégrable sur (1, F P, el G
une sous-tribu. Alors B(Y | G) = Y si ef seulement si Y est G-mesurable.

Preuve. Trivial & partir de la définition de l'espérance conditionnelle.
|
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Théoréme 23.6. SiY € L1, A, P) et si X est une v.a. indépendante de
Y, ona
EY |X)=E{Y}.

Preuve. Soit ¢ borélienne bornée. On a E(Yg(X)) = E(Y)E(g(X)) par
I'indépendance. Le résultat découle alors immédiatement de la définition
de I'espérance conditionnelle et du théoréme 23.2. n

Théoreme 23.7, Soit XY des v.a. réelles sur (0. A, P}, et G une sous-
tribu de A par ropport & lagquelle X est mesurable. On a alors

E(XY |G} = XE(Y |G).

dans chacun des deur cas suwivants :
(a} les v.a. X, Y et XY sont intégrables,
(b} les v.a. X et Y sonl positives.

Preuve. Supposons d’abord (b), Pour toute v.a, G-mesurahble et positive
Zona

E(XYZ) = E(XZ E(Y |9))

par (23.5). Comme XE(Y |G) est anssi G-mesurable, on en déduit le
résultat par une nouvelle application de la caractérisation (23.5),

Dans le cas (a) on observe que les v, XTY*+, XY+, Xty~
et XY~ sont toutes intégrables ct positives, done E(XtY1|G) =
X+ E(YT|G) d'uprés ce qui précede, et de méme pour les trois autres
produits, et toutes ces v.a. sont & valeurs finies. Il reste a appliquer la
linéarité de Pespérance conditionnelle et la propriété Xy = X+¥Y+ +
XY Xty XY+ |

Ensuite, nous insistons sur e fait — important — que les principanx
résultats de convergence powy les espérances (ou intégrales) sont anssi
valides pour les espérances conditionnelles, & condition de rajouter le
qualificatif « p.s. » (qui est implicite dés qu’on parle d'espérance condi-
tionnelle, mais que nous écrivons explicitement dans le théoréme sui-
vant}.

Théoréme 23.8. Soit (Yo )nxy une suile de v.a. réelles sur (81, A, P), et
- G wune sous-tribu de A. .

(a) (Convergence monotone.) Siles Y, sont positives et croissent p.s.
vers une limite Y, alors

m E(Ya|G) = B(Y|G) pe:
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(b)y (Lemme de Fufou.) Siles Y,, sont positives, on u

E(linliqf Y, |Gy < iminfE(Y, |G)  p.s;

{(¢) (Thévréme de convergence dominée de Lebesgue.} Siles Y, conver-
gent p.s, vers une limite Y, et st on o |Y,| < Z powr tout ni ef pour
wne certaine va. 7 € L'{(Q, A, P), alors

Jim B(Y, |G) =E(Y[G) ps.
Preuve. (a) Par (23.6) on a E(Y,11{G) 2 E(Y,|G) p.s. pour chaque
n. Done U = lim,, . E(Y, | G) existe p.s. et pour toute v.a. positive et
G-mesurable X on a :

E(UX) = lim E(E(Y,|G)X)

n—00

= lim E{Y.X)

n—00
— lim E(¥X)
Thawmr OO
par le théoréme de convergence monotone (usuel) et {23.5). Donc U =
E(Y | G), cn appliquant de nouveau (23.5).
Pour les démonstrations de (b) et (c) il suffit de reproduire les preuves
des résultats similaires pour les espérances (non conditionnelles) et d'uti-
liser (23.5) dans le méme esprit que pour {a) ci-dessus. |

Terminons ce chapitre avec trois inégalités utiles. Les deux der-
niéres, bien qu ayant une version pour les espérances conditionnelles, sont
données pour les espérances « ordinaires » seulement. Elles se trouvent
placées ici parce qu’elles découlent naturellement de la premiére qui,
quant & elle, est trés utile dans sa version « espérances conditionnelles ».

Théoreme 23.9. (Inégalité de Jensen.) Soit ¢ : R — R une fonction
conveze, et soit X une v.q. réclle, intégrable et telle que p(X) soit aussi
intégrable. Pour toute sous-tribu G on a alors

» o B(X|G) < B(e(X)[6).

Preuve. Un résultat d’analyse réelle dit que, si 2 est convexe, il existe
deux suites (a,,) et (h,) de réels telles que p(a) = sup,, (@ + b)) pour
tout . On a alors

E{anX + b, | G) = anE(X|G) - by
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Mais E{a,X + b, | §) < E(2{X) |G}, donc an,E(X|G) + b,, < E{x(X)|G)
pour chague n. En prenant le supremum en n, on obtient inunédiatement
le résultat. |

Noter que @{x) = x% est une fonction convexe, Par suite on déduit
de lI'inégalité de Jensen que

E(X19))" < BX*[§).

Une conségrence importante de 'inégalité de Jenscn est 1'inégalité
de Holder pour les variables aléatoires.

Théoréme 23.10. (Inégalité de Holder.) Soil X et Y des v.a. véelles, et
P, q €]1, 0] quec ?1) + é =1. On a alors (avec les conventions a x 400 =
+oosia=0et 0 x +o0=0).

E(IXY1) < B(X[")FB(Y|%)7. (23.10)

(En particulier. si X € LP et Y € LY avec p,q comme ci-dessus. le produtt
XY appartient a L1),

Prenve. Sile membre de droite de (23.10) est infinl il n'y a rien & de-
montrer. 8'il est nul T'un des deux termes du produit est nul, disons
le premier par exemple: donc X = 0 pas. et le membre de gauche de
(23.10) est aussi nul. On peut douc supposer que {0 < E(XP) < 20 et
que ¢ 2 E{Y?) < o0, et également. sans perte de généralité, que X et
Y sont positives, Posons C = E(X") < oo, ct définissons une nouvelle
probabilité () c¢n posant pour A € A :
1
QA) = & B(1,X7),

Posons ensuite % ﬁl{xw} Comme @{x) = |z|” est convexe, I'iné-
galité de Jensen donne

(Eq(Z))® < E(Z%).

Donc

1 1 Y g
I »
o EiXY)? = o E(\p -X )

- (=)

#
=
&

AT
TN

%
il
——’
[}
——



219 23. ESPERANCE CONDITIONNFELLE

et comme g = -E7 et (p—Ng=p

1
1 1 1
el ¢ q ed
&7 BIXY) CE(Y XPX)
1
= = B(Y?
c E(Y9)

Par suile

E(XY) < C97R(Y9),
ot en prenant iu racine g-ieme on obtient
TE

B(XY) < C'% E(Y9)s.

Comme "’q;l = I% et C = E(XF). on & le résultat. ]

Corollaire 23.1. (Inégalité de Minkowski.) Soit X et Y deux v.a. réelles.
On a alors . . .
E(IX + Y|?)F < B(X")r 4 E(YP)¥.

Preuve, 5ip =1 Je résltat est évident. On snppuse done dans la snite

que 1< p <2<, et on prend g tel que | + L = 1. D'apres linégalité de

Hélder (théoreme 23.10) on a

E(IX + Y|") = E(X[|X + YI") + E(]Y]
< B(X[")FE(X + Y@= 4 B

X+YPH)

Y FE(X 4+ Y[ ey,

Comme (p—~1jg=pet ; =11
— (BOXP")5 + EQYP)F) E(X + Y F

et on a le résultat. [ ]

L'inégalit¢ de Minkowski permet de définir une norme (satisfaisant
Pinégalité triangnlaire) sur Despace LP des (classes d'équivalences de)
v.a. vérifiant E(|X|P) < oo .
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Définition 23.5. Pour X € LP on pase
. e
1Xile = E{IX*[).

Avee cette norme 'espace vectoriel L? est complet {on dit que c'est
un «espace de Banach »); mais, pour p # 2, ce n'est pas un espace de
Hilbert : la norme n'est pas associée A un produit scalaire.

Exercices
Pour les exercices 1 & 6 on considére une v.a. positive Y sur un espace
(€2, A, P), et une sous-tribu G de A,

1. Montrer que |E(Y 1G)| < E(

2. 51 H est une sous-tribu de G, montrer que

E( = E(Y | H).
3, Montrer que E(Y|Y) =Y ps.
4. Montrer que si |Y| < ¢ p.s., alors |E(Y | G)| € ¢ p.s. également.
5. 51 Y = o p.s.. ol @ est une constante, montrer que E(Y |@) =«
p.8.
6. Montrer que {E(Y|G) = 0} C {Y = 0} et {Y = +} <

{E(Y'|G) = +0o0} p.s. (rappelons que Y > 0).

7TF Soit X ot Y des v.a. réelles indépendantes, et f une fonetion hore-
lienne telle ¢ue f(X,Y) € L' (. A P). On pose

ofa)— { E(f(z,Y)) s |E(f{@.Y))| <o,

0 Sinon.
Montrer que g est borélienne et que
E(f(X,Y)|X) = g(X).
& Soit Y € L2(0. A, P) et supposons que E(Y?]X) = X? et E(Y | X)

= X. Montrer que Y =X p.s.

9 Soit Y une v.asgxponentielle de parametre 1 (Le., P(Y > ) = ¢7*
pour £ > 0). Caleuler E(Y |Y A1),

10. (Inégalité de Bienavmé-Chebvshev,) Montrer que si X € L7 et
a0, omnaPlX|2alG) < M
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11. {Cauchy-Schwarz.) Si X,Y € L? montrer que
(E(XY |G))* < E(X?|GE(Y?|G).
12. Si X € L%, montrer que
E((X ~ B(X|6))?) < E((X — E(X))?).

13. Si7 = p > 1, montrer que L*(Q, A, P) D L7(, 4, P).

147 Soit Z une v.a. positive sur (€2, F, P), avec E(Z) = 1. On définit une
nonvelle probabilité  en posant Q(A) = E{147Z). Scit G une sous-
tribu de F, et U = E(Z|§). Montrer que Eq(X|g) = HXZ19)
pour toute v.a. bornée ct F-mesurable X. (Ici, Eq(X|G) désigne
I'espérance conditionnelle relativement & la probabilité Q) ; on wuti-
lise la convention 3 = 0.)

15. Montrer que ’cspace vectoriel normé L est complet. (fndication :
voir la preuve du théorome 22.2.)

16. Soit X € L(2, F, P) et soit G et H des sous-tribus de F. Supposons
de plus H indépendante de o{o(X), G}. Montrer que

E(X|a(G, H)) = E(X|G).

17. Soit (Xn)nz1 des v.a. indépendantes intégrables, et posons S, =
S Xe et Gy = (5,.8,41,--. ). Montrer que B(X,|Gn) =
E{X;|5.) et que E(X; |Gn) = E(X,;|Ss) pour 1 € j < n. Montrer
aussi que E(X;|G,) = E(X;|S,) pour 1 < j < n. (Indication :
Utiliser Pexercice 16.)



Chapitre 24

Martingales

Rappelons la loi forte deg grands nombres (théoréme 20.2) : si les
v.a. (Xp)nz1 sont iid. avec B(X,) = p et 0% < oo (cette derniere

hypothése pouvant d’ailleurs étre supprimée), et si S, = Z?:l X;, alors
limy, o ST" = i p.s. Comme les X, sont indépendantes, la limite doit

effectivement &tre p.s. constante, en vertu de la loi zéro-un (théoredme
10.6). Il est évidemment intéressant d’étudier aussi des suites de v.a. qui
convergent p.s. vers une limite qui est une « vraie » variable aléatoire,
non constante.

La propriété qui va permettre de généraliser la loi des grands nombres
est la suivante : si on considere les tribus F,, = a{S;; k < n}, alors

E(Sp i1 — (n + 1| Fn) = S — g, (24.1)

(voir l'exemple 1 ci-dessous). Clest la propriété (24.1) qui cst cssen-
tielle quand on vent étudier les convergences en affaiblissant Ihiypothese
d'indépendance.

Dans la suite de ce chapitre on fixe 'espace de probabilité {Q, F, P},
ainsi que la suite croissante (F,)nzo de sous-tribus de F : on a done
Fo < Fna1 < F pour tout n = 0. Une telle suite de tribus s’appelle une
filtration. On considérera aussi des suites (X, )nso0 de v.a. réelles indicées
par M : dans le contexte de la théorie des martingales, une telle suite
s'appelle aissi un processus, en référence A la description d’un phénomeéne
qui évolue de manigre aléatoire au cours du temps (ley instants sont les
entiers).

Définition 24.1. Une suite (X, )nzo de v.o. réelles (autrernent dif, un
processus) est appelée une martingale s

(i) E(|Xn|) < 0o pour chaque n;

i) X, est F,-mesurable pour chaque n ;
(i) p quen;
{iii) E{X, | Fm) = Xm p.s. pour tous m < n.

Noter que (i1) est « prosque » entrainé par (i), qui implique que X,
est p.s. épale & une variable JF,,-mesurable.

N

W
ot
=T



218 24, MARTINGALES

Exemple 1. Soit (X, )nz1 des v.a. indépendantes intégrables centrédes;
soit F, = o{Npih < n}et 8, =37 Xy (avec Fy = {,Q) = «la tribu
triviale » et Sy = 0). La suite (Sn)nzo est alors une martingale, ce qui
suit de

E(Sn J Fm) = E(Sm + (S"’ B Sm) ‘] }_M)
= Sm. =+ E(Sn - Sm |»7'-m)

A
= Sm +E ( Z XRI-FJH)
E=m-+1
n

=S, + > B(X)

k=m+I
=5,

Si les X, ne sont pas centrées, en utilisant les vaa. X, —p {ol p = E(X))
on obtient de la méme maniere (24.1), iL.e. la suite (S, — np) est une
martingale.

Exemple 2. Soit Y une v.a. intégrable et (Fy)n.o une famille croissante
de sons-tribus, Si on pose

Xn =E(Y]F)

on obtient une martingale. En cffet on a E(|X,|) < E(JY]) < o0 et pour
msn:

E{Xn f.F,,-, } = E(E(Y |I Jrn) l }—m)
=E(Y|Fn)
= Xm

(voir les exercices 1 et 2 du chapitre precédent).

Définition 24.2. Une martingale X = (X, )uzo esf dife fermée par une
variable aldatoire Y &1 cette variable oot intégrable el 31 X, = E(Y([F,))
pour fout .

L’exemple 2 montre que toute v.a. Y intégrable donne une martingale
fermée, en posant précisément X, = E(Y[F,), n = (.

Une_des proprictés importantes des martingales est gue leur espé-
rance est constante :

Théordme 24.1. 8¢ (X, ) nzq 8t une martingale. alors n — E{X,) est
conistant. e, B(X,,) = E(Xq) pour tout n > 0.
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Preuve. E{(X,) = E(E(X,,| F)) = E(Xq). u

La réciproque de ce théorgéme est grossigrement fausse, mais il existe
une réciprogue partielle qui utilise les temps d'arrét : voir le théoreme
24.7.

Définition 24.3. [/ne variable aléatoire T @ @ — W = N U {+oo} est
appelde un temps d'arrél si {T < n} € F,, pour chaque n.

Toute constante entiere, ou égale & 4-00. est évidemment un temps
d’arrét. Les temps d'arrét sont parfois plus utiles que les temps « fixes ».
Cette terminologie suggere clairemnent que N est un ensemble de « temps »
tandis que J, représente la famille des événements qu’on peut observer
avant ou & 'instant n. On peut alors imaginer un temps d’arrét comme
le premier instant oll une certaine suite de v.a. X,. avec chaque X,, ob-
servable & I'instant n (i.e. F,-mesurable), vérifie une certaine propriété,
avec la convention que le temps d’arrét vant +oc si cela n’arrive jamais.
Par exemple (X,,) est une martingale, et T est le premier temps auquel
elle atteint ou dépasse 12; on peut écrire

inf{n:X, 212} s X, 212 powrun n €M
T = ez
+0 sinon,

ou encore,
T(w) = igt;{n : X (w) 212}

g1 Xn{w) 2 12 pour au moins un entier, et T{w) = 400 sinon. Noter que

n

{T<n)= U{X’“ 212} e Fp
k=0

parce que {Xjp > 12} € Fp C F, sl k < n, donc T est bien un temps
d’arrét. La terminologie « temps d’arrét » vient de la modélisation des
jeux de hasard : un joueur peut arréter de jouer & un temps aléatoire
{(dépendant de ses pertes antérieures par exemple), mais uniquement sur
la base des événements effectivement observables avant l'instant ou a
I’instant ol il s'arréte : le lecteur vérifiera que mathématiquement, cette
notion équivaut i celle de la définition 24.3.

Le théoreme 24.1 s'étend sans difficulté aux temps d'arréts T qui sont
bornés (i.e., il existe une constante ¢ telle que T < ¢ identiquement). Si T
est un temps d'arrét fing, on notera X la variable Xp(w) = Xppy(w) =

Yoo X (W) (1) —n) -
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Théorveme 24.2. Soif T un temps d'arrét bornd par ¢, et {X,),5p une
martingale. On a alors E{X1} = E{Xq).

Preuve. En supposant (sang porte de généralité) gque < est un entier, on a

=E (Z an{T:n})
n=(
=E (Z an{q—:n})

=0
4
= Z E(X?’L 1{_T:n}]'

n=r0)

Cotmnme {T =n} = {T < n}\{T < n —1} on voit que {T = n} € F,.
et par suite

— ZE (Xe| Fu) LiTen})

=0

=3 E(Xelyr_ny)

n=()

o
=E (XCZ I{Tzn})
n=0
= E(X:) = E(Xo),
oi1 la dernitre égalité vient du théortme 24.1. [ ]

La tribu JF,, représente la classc des dvénements observables jusqu’a
Instant n; on vent généraliser cette notion aux temps d’arrét.

Définition 24.4. Swit T un temps d'wrvét. Lo tribu antérienve 4 T ¢st la
tribu
Fr={AcF:An{T<n}eF, pourtouln}.

Pour que cette définition ait un sens, nous avons besoin du résultat
supvant ¢

Théoreme 24.3. 5 T est un temps d'arrét, lo classe Fr definie ci-dessus
est une tribi.

Preuve. Que £ 30it dans Fr est évident. Si A € Fron a

ASNT < n} = {T < n}\ (AN {T < n}}.
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donc A” « Fr. Enfin s les (A;)i») sont dans Fr, alors

1=

=1

Donce Fr, dtant stable par complémentation et par réuniouns dénom-
brables, est une tribu, ]

Théoréme 24.4. 51 5 et T sont des temps d’arrét verifiant S < T, on a
fS L FI‘-
Preuve. Comme S < T on a {T < n} C {S < n}. Doncsi A € Fg il
vient

An{T=n}=ANn{S<nIn{T < nh

mais AN{S < n} e Fy et {T L n} e Fy, donc AN{T < n} € Fp, done

A€ Fr. »

Dans le théoréme suivant on suppose donndée une suite (X, }, -0 de
v.a. réelles, telle que chaque X, soit F,-tnesurable. Soit T un temps
d'arréet find. de sorte que X soit hien défini.

Théoréme 24.5. X1 est Fr-mesurable.
Preuve. Soit A € B, On veut montrer que {X1 € A} € Fr, oe gui signifie
que pour tant v oon a {Xp € AYN{T < n} € F,,. Mais

{XteA)n{T<n}= CJ{XTGA}H{T:&}
k=1

~ (X € AL AT =4},
k=1

et {Xy e A} N{T =k} € Fr. C F, powr k << n. ]

Les deny théoremes suivants montrent e la « propriéié de martin-
gale » est valide pour les temps d’arrét aussi bien que pour les temps
fixes. 11 s’agit de résultats simples, mais trés puissants.

Théorénie 24.6. (Théoréme d’arrée de Doob.) Soit (NX,),.q une mar-
tingale. Soit 5 et T deur temps d’arrét bornés par une constante ¢, avec
S<T p.s. On a ulors

EXrt|Fs) = Xs P.5.
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Preuve. D’abord, [X1| < ¥, _; |Xx| est intégrable (on a supposé, sans
perte de généralité, que c est un entier). De plus Xg est Fg-mesurable
en vertu du théoréme précédent. Il reste donc & prouver que E(XTZ) =
E(XsZ) pour toute v.a. Z bornée et Fg-mesurable. Grace & un argument,
standard il suffit méme de montrer que pour tout A € Fg, alors

E(XT1a) = E(Xs1a)

{(ceci impligue par linéarité qu’on a E(X1Z) = E(XsZ) pour les v.a. Z qui
sont « simples », puis par limite croissante que ¢’est vral pour Z positive,
et enfin par différence que c’est vrai pour Z bornée).

Soit done A € Fg. Définissons un nouvean « temps aléatoire » R, par

Rlw) = S(w)la{w) + T{w)la-(w).
R est aussi un temps d’arvét : en effet, on a
{Rn}=(An{S<n)UA“N{T < n}),

et AN{S <n} € F, car A€ Fy. Comme A € Fg on a A° € Fg, donc
A® € Fr par le théoreme 24.4. Donc A°N{T < n} € F,,, d'ol on déduit
que {R < n} € F,. Donc E(Xg) = E(Xt) = E(Xp) par le théoréme
24.2. Mais

E(Xg) = B(Xsla + Xrlae),

E(XT) = E(XT].A + XT]A{:)

et en soustrayant on obtient
E(Xs]A) —E(XTla) =00 |

On peut maintenant établir une réciproque partielle au théoreme 2.1.1.

Théorgme 24.7. Soit (X,)nzo une suite de v.a. intégrables, telle que
chaque X, soit F, -mesurable, Si E(XT) = E(Xy) pour tout temps d’arrét
T borné, alors (X,,) est une martingale.

Preuve. Soit 0 < m < n < oo et A € F,,. Posons

T(u.'] =

m siw € AS,
71 siweA

T est un temps d’arrét (vérification immédiate), done

E{(Xo) = E(X1) = E(X,,1a- + Xnla).
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o)

Cependant on a aussi E(Xy) = E(X,,15c + Xinla) (appliquer Phypo-

these

avec T = m). En soustrayant, on obtient E(X,,14) = E(X,,14), et

comme A est arbitraire dans F,,, on obtient E(X,, | 7, ) =X, ps. W

Exercices

Dans les exercices 1 4 11 on considére deux temps d'arrét S et T
relatils & une suite croissante donnée {F,, )n»o de sous-tribus.

G e

Si T = n montrer gque Fpr = F,.

Montrer que 3 A T = min(S, T) est un temps d’arrét,
Montrer que SV T = max(S, T) est un temps d’arrét.
Montrer que S 4 T est un temps d’arrdt.

Montrer que oT est un temps d’arrét pour o entier supérieur ou
égal a 1.

6. Montrer que Fgar C Fp C Fayr.

=1

10.
1t

12.

. Montrer que T est un temps d’arrét si et seuletuent si {T = n} € F,

pour tout n = 0,
Seit A € Frp et posons

Tolw) = T(w) siw € A,
alw) = o0 siwd A,

Montrer que Ty est aussi un temps d’arrét.

Montrer gue T est Fr-mesurable,

Montrer que {S < T}, {8 < T}, et {S = T} sont tous dans FgN.Fp.
Montrer que si Y est une v.a. intégrable,

E(E(Y

Fp) 1 Fs) = BE(YmidFs) | Fr) = B(Y | Fear).

Soit (M, )n»0 une martingale avec M, € L2 pour tout . Soit S et
T des temps d’arrét bornés avec S < T, Montrer que Mg et My
sont dans L2, que

E((Mr - Mg)?| Fg) = E(M} -~ Mg | F%),

et que
’ E((My — Ms)?) = E(M}) — E(MZ).
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13.

14.

24. MARTINGALES

Sait ¢ une fonction convexe et soit (M), -y une martingale. Mon-
trer que n — E(p(M,)) est une fonction croissante. (Indication :
Utiliser I'inégalité de Jensen [théoréme 23.9].)

Soit X, une suite de v.a. réelles intégrables avec B(X, | Fn_1) = 0
et X, F,-mesurable pour chaque n. Soit §,, = "7 Xj. Montrer
que (S, )n»0 st une martingale.



Chapitre 25

Surmartingales et sous-martingales

Au chapitre 24 nous avons défini les martingales via une égalité pour
certaines espérances conditionnelles. Si on remplace cette égalité par
une inégalité, on obtient les surmartingales et les sous-martingales, Nous
supposons de nowveau doimé un espace de probabilité (0, F, P} muni
d’une suite croissante {(F, },»n de sous-tribus de F.

Définition 25.1. Une suite de v.a. réelles (X, nso (un processus) est ap-
pelée une sous-martingale {resp. une surmartingale) si

(i) E{|X,|) < oo pour chaque n;

(ii}y X, est Fn-mesurable pour chague n ;

(i) E{Xyn|Fm) = Xm p.s. fresp. < X, p.s.) pour touws m < n.

La suite (Xg)nyo est une martingale si et sewlement si c’est a la fois
une gous-martingale et une surmartingale.

Théoréme 25.1. 5i (M, )50 25t wne martingale el si @ est une fonetion
convexe telle que chague p{My) soif mtégrable, alors (p(M, )} )0 est une
sous-martingale,

Preuve. Scit m < n. Ona E(M, |F,,) = M, p.s., donc o(E{M,, | F,,,)) =
& M) p.5., et comme ¢ est convexe I'inégalité de Jensen (théoréme 23.9)
donne

E(w(Mn) [ Fn) = @(BIM, | Fn)) = (M)
[ ]

Corollaire 25.1. 57 (M, )u=0 €5t une martingale, alors {
sous-martingale.

Ma|)nzo est une

Preuve. Appliquer le théoréme 25.1 avec @(x) = |z|. |
Théoréme 25.2. Soit T un temps d’arrét borné par C € N, et (Xn)nzo
une sous-martingele. On g wlors E(X71) < E(Xq).

Preuve, La démonstration, analogue a celle du théoréme 24.2, st omise.

Le résultat suivant explique un autre type de rapports entre sons-
martingales et martingales,
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Théoréme 25.3. (Décomposition de Doob.) Soit X = (X, )nzo une sous-
martingale. 1l existe une martingale M = (Mg )30 avec Mg = 0 et une
suite de v.a. A = (Andpzpo avec Apyy 2 Ap poso el Ag = 0 fon dit - un
processus croissant ), chaque variable A,y étant en outre Fp, -mesurable,
tels que

Xo=Xp+M,+ A,
De plus, cette décomposition est p.s. unique.

Preuve. Posons Ay =0 et

™
A, = ZE(‘Q = Xi1 [ Frm1)  pournz L
k=1

X étant une sous-martingale, on a E{X, — X5 _1|Fk—1} = 0 p.s,, done
Ari1 2 Ay ps., tandis que par construetion Apq; est Fy, mesurable. Par
ailleurs on a

E(Xn L]‘-ﬂ_l) — Xn_j = E(Xn —Xn—.l an.Jl) = An - A'nfls

et donc
E(Xn‘fn—l) *A - Kn 1 — nfl.s

mais A, € Fn_1. done
E(Xn_ nlfn 1) — n l—An—lﬂ (251)

Si on pose M,, = X, — A, — Xg il suit de (25.1) que M = (M, )0 est
une martingale avec My = 0, et on a la décomposition souhaitée.
Quant a 1"'unicité, supposons que
Xo= Xo+M,4+A,, 7320
X'n = -XU+IJR+C11| n;U

soient deux décompositions. En soustrayant ['une de 'autre, on arrive a
L. -M, =A, -C,. (25.2)

Comme A, et C,, sont F,,_1-mesurables, il en est de méme de L, — M,,,
et donc

I\Iu = E( - hiu ’-}_re 1) = Ln-l h 1\111—1 = Anfl — Cn—l 5.

Par une récurrence évidente on obtient alors que L, —M,, = Ly —My =0
p-s. (car Lyp = My = (). Par suite L, = M, p.s., donc aussi A, = C,
p-8., et I'unicité est, démontrée. N
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Corollaire 25.2. Soit X = (X,),p0 une surmartingale. Il existe une
(p-s.} unique décompasition

Xn=Xo+M, —An, 7320

evec (Mp)nsn et (Ax)nzo comme dans le théoréme 25.3.

Preuve. Scit Y,, = —X,,. La suite (Y, )0 €3t une sous-martingale, qui
admet done une décomposition de Doob p.s. mique

Y, =Yo+ L, +C,,

et il suffit de poser M,, = —L, et A, = C,. |

Exercices

1. Mentrer que X = (X;)nz0 €8t une sous-martingale si et seulement
si =X = (—=X,,);,20 €st une surmartingale.

2. Montrer que 5i X = (X, )30 ost & la tols une sous-martingale et
une surmartingale, ¢'est une martingale,

3. Soit (X,.)n0 une sous-martingale de décomposition de Doob X, =
Xo + M, + A,,. Moutrer que E(A,) < o0 pour tout #.

4. Soit M = (M,,) >0 une martingale avec My = 0. telle que E(M2) <
00 pour tout 7, et soit X,, = M2, Moutrer que X = (X, )30 st une
sous-martingale, et que sa décomposition de Doob X, = L, + A,
vérifie E(M2) = E(A,).

5. Soit M et A comme dans l'exercice 4. Montrer que A, — A, 1 =
E{(M, — Myo1)? | Fri).

6. Soit (X, )nse ume sons-martingale. Montrer que si ¢ est une fonc-
tion convexe croissante sur B telle que chague v.a, p(X,,) soit inté
grable, alors {,2(X.,)lnpo et aussi une sous-martingale,

7. Soit {Xy),»0 une snite croissante de v.a, intégrables, chaque X,
étant F,-mesurable. Montrer que cette suite est une sous-martin-
gale, ‘



Chapitre 26

Les inégalités de martingales

L’une des raisons qui font que les martingales jouent un réle central
cn probabilité est gque leur structure cngendre plusicurs inégalités fros
puissantes. Nous suivons ci-dessons la présentation de Bass [1].

L'espace de prababilité (2, F.P) et la suite croissante {F,)p=o de
sous-tribus de F sont encore fixés. Soit M = (M, )30 une suite de v.a.
intégrables, chaque M, étant Fy,-mesurable. On pose M}, = sup, o, [M;].
Remarquer que (M7 ), 50 €8t un « processus croissant », et donc une sons-
martingale (voir I'exercice 7 du chapitre 25), puisque

E(M},) Z\M 1] <.

i=!
Griice & I'inégalité de Markov (corollaire 5.1), on a

POV 2 ) = By ) < o)
Notre premiére inégalité indique que dans le cas d’une martingale on pent
remplacer M! par |M,,| dans le membre de droite : on a done un contrdle
du supremum pour les temps 0,1, ... n par la variable «terminale »
M-

Théoréme 26.1. (Inégalité maximale de Doob.) Soit M = (M, )0 une
martingele, 0u une sous-martingale positive. On a alors

E(|Mn0

23

P(M, 2z a) <

Preuve. Souit T = min{j : |M,| 2= a} (rappelons noire convention se-
lon laguelle l'iuﬁmunl d'un ensemble vide d'entiers vaut 4+oc). Comme
la fonction @(x) = |z| est convexe et croissante sur Ry, le processus
(|My|} est unc sous-martingale (théoréme 25.1 si M est une martin-
gale, exercice 24.6 si M est une sous-martingale positive). Les enscmbles
{T € n,|Mt| =2 a} et {M? = o} sont égaux, donc

M
P(M, 2 a)=P(T<n|Mp|>a)<E (J‘iﬂ “n ) )

229
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et comme My = My, sur {T < n}. on a

E(|MT/‘TLI) < E(|Mnl)

=
& 83

1
P(M;, > o) € o E(IMran|liTgay) €

par le théoréme 25.2. |

Avant de prouver notre seconde inégalité, nous avons besoin d'un
lemme intéressant en lui-méme.

Lemme 26.1. Soit X une v.a. positive et p > 0. On a alors

E{XP) _f P TIP(X > AdA,
(]

(Les deux membres de 1'égalité ci-dessus peuvent &tre égaux & +00.)

Preuve. On a
oG o0
/ pAFTIP(X > A)dA =] PP TIE(L s n A,
o 0

et le théorgme de Fubini (voir T'exercice 15 du chapitre 10) donne

oG X
# 0

Théoréme 26.2. (Inégalité de Doob.) Soit M = (N, ),n0 une sous-mar-
tingale positive ou une martingale (de signe gquelcongue). Soit 1 < p <
o<, Il existe une constante ¢, dépendant sevlement de p (mais pas de M)
telle que
B((MGY) € o B(Ma ).

Preuve. Le processus (|M,[) est une sous-martingale : ¢’est évident si M
est une sous-martingale positive, et lorsque M est une martingale c¢'est
le corollaire 25.1. Soit X = M, Ljjn,, . 2, Pour « fixé, posons

Z; =EX.|F,), 0<j<n.

Noter que (Z;)oc;<n est unc martingale, et aussi que M} < Z} + 5
puisque

?

IM;] < E{M || F;)

(M| L, 525 + MalT g,
(X + Mellnn, gy | F2)

(

1l

E sy [ F5)
=E
Yy
B(X. 1 7 + 5
(4]

=7,
i3



20. LE4 INEGALITES DE MARTINGALES 231

Le théorgme 26.1 impligue alors que

POM? > a) < P (z;; > %)

2 2.
< E(Z) = ~E(X,)

&

2
EE(\Mn\lﬂan%})-

Dapres le lemme 26.1 il vient,

E((M!)?) = /0 pAPTIP(ME > A)dA

g/o AT B My 1, o 53) A

et le théoreme de Fubinj (voir l'exercice 15 du chapitre 10} entraine

2|M ]
E(M:)")=E (/ 2p AP 24N |M,,|
0
2%p \
= = E(M.|").
S E(MP) m

- . ? 5
Remarquer que cette démonstration doune la valeur ,ETI; & la constan-
te ¢,. Avec un pen plus de travail, on peut montrer que ¢, = (I{T)p (c'est
la valeur optimale de ¢, ), de sorte qu'on peut reformuler le théoréme 26.2
ainsi

Théoréme 26.3. {Inégalité de Doob.) Soit M = (M, }nno une sous-mar-
tingale positive ou une mortingale. Soit 1 < p < o0, On a alors

E(M))F < —2 B(M,[")?.
p—
ou en utilisant [a notation de lo norme de LP :
. p ‘
IMZ]l» < p—1 M-

La derniére inégalité de ce chapitre sera utilisée pour démontrer le
théoréme de convergence des martingales au chapitre 27. Introduisons
d’abord la notion de « montées » : soit X = (X nzo un processus, et
soit @ < b. Le nombre de montées de X de g & b est le nombre de fois olt



232 26. LES INEGALITES DE MARTINGALES

le processus X « mmonte » d'un point en dessous de ¢ jusqu'a un point an
dessus de b & un instant ultérieur. On peut exprimer ceci d’une maniére
plus mathématique en utilisant les temps d’arrét. Posons

et définissons par récurrence sur j 22 0 les S;4y et Tjyq -

S;41 = min{k 2 T; : Xi < al, Tiv1 =min{k > 5;,; : Xy 2 b},
(26.1)
avec la convention usuelle que Pinfimum de 'ensemble vide vaut +00:;
avec la convention svmétrique que e supremum de 'ensemble vide vaut
0, on peut enfin poser

U, =max{j: T, <n} (26.2)
et U, est exactement le nombre de montées de a A b ponr X, entre les
instants 0 et r.

Théoréme 26.4. (Inégalité des montées de Doob.) Soit X = (Xp)uzo
une sous-martingale. Sott a < b et notons U, le nombre de montées
de a 4 b pour X, entre les temps O et n (cf. (26.2)). On a alors

1
h—a

E(Uru,) g E((Xn - ﬂ]+)

ot (Xp — )t = max(X,, —«,0).

Preuve. Soit Y, = (X, — a)™¥. La fonction @(r) = (z —a)* étant convexe
et croissante, d'aprés l'exercice 6 du chapitre 25, Y = (Y, }nzc est une
sous-martingale positive. Comme & 'évidence S, > n, on a ’égalité
suivante :

n n
Yn = YSI/‘.n -+ Z (YT1/ n - YS;/\J’L) -+ Z (X'Sf.H/\n e XrT,.\n} . (263)

i=1 i=]

Par ailleurs chague montée de X entre les instants 0 et n correspond a
lexistence d'nu entier 1 tel que S; < T; & n, avec Yg, = 0 et Y, =
Yr1,4n 2 b—~a. tandis qu'on a par construction Y, v, — Yg,an = 0 pour
tout i, Par suite

i
> (YTirn = Ts,n0) > (b a)Us.
=1
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]
o
[FV)

Etant donné (26.3), et comme Yg, »p 2 0, 1l vient alors

n
GB-a)U, <Y, - Z (Yslﬂfm = YT, An) -

=1

On prend alors 'espérance des denx membres. Comme Y est nne sous-
martingale, comme les temps d’arret T; A n et S;4; A n sont bornés
{par n) et comme T; An < 5;41 An, le thédoreme d’arrét 25.2 implique
que 'espérance de chacun des termes de la somme A droite de (26.3) est
positive, de sorte gion obtient

(b—a)E(U,) < E(Y,). .

Exercices

1. Soit Y, € L? des variables aléatoires telles que lim,,_,», E{(Y2) = 0.
Soit {Fp)rzo une suite croissante de sous-tribus et posons X7 =
E(Y,, | Fi}. Monirer que im, _, E{sup,(X7)?} = 0.

2. Soit X et Y des v.a. positives vérifiant
OP(X > Cl) ;{ E(Yl{x;a}),

pour tout o > 0. Montrer que si p > 1 et %Jr é =1, ona E(XF) £
E(gX?Y).
3. Soit X et Y comme cans Yexercice 2. Supposons que [|X[l, < oo et

que ||[Y ||y < oo. Montrer que || X[, < ¢l|Y|lp. (Indication : Utiliser
Pexercice 2 et Yinégalité de Holder.)

4. Etablir le résultat de 'exercice 3 sans I'hypothese (1Kl < .

5% Utiliser I'exercice 4 pour démontrer le théoreme 26.3.



Chapitre 27

Les théoremes de convergence de
martingales

Dans le chapitre 17 nous avons étudié des théorémes de convergence
du type suivant : une certaine forme de convergence, plus éveutuelle-
ment telle oy telle condition supplémentaire, entraine une autre forme
de convergence. Pour les martingales, on a un phénoméne 1n peu surpre-
nant : aucune forme de convergence n'est a prior! supposée — seulement
une certaine structure — et on obtient la convergence. Cela rend ce genre
de théoreme singulier en analyse, la seule situation un pen analogue ne
se rencontrant qiu'en théorie ergodigue.

Théoréme 27.1, (Théoréme de convergence des sous-martingales.} Soit
(Xp)nza une sous-martingale telle que sup, E(X}} < oc. Alors la suite
X, converge p.s. vers une limite X & valeurs réelles. De plus X est dans
L1, Attention : nous n'affirmons pas que X, converge vers X dans L
ceci est faur en général.

Preuve. Ponr a < b notons Uy{a,b) le nombre de montdes de la suite
(Xi) de ¢ & b, entre les instants 0 et n, ainsi que nous V'avons défini en
(26.2). La suite U, (a,b) est évidemment croissante en 7, et elle converge
done (pour tout w) vers yne limite Ufa,b), & valeurs dans N U {4oc}.
En utilisant le théoréme do convergence nionotone, le théoreéme 26.4 et
le fait que (x — a)* < &t + |a| pour tous récls ¢,.t, an obtient

E{U{a,b}) = ﬂ]Hu E(U.(a.b))

<

1
o SUp (X — a))

< < 06

(swpB0x) wlal) <, ¢

b—a —a

pour unc certaine constante ¢ finje. Comme E{U{a. b)) < 00, on a aussi
P(U(a,b) < o0) = 1. Clest-d-dire que la svite X, «monte» de g a b
presque sturement un nombre fini de fois le long de tous les entirrs. 11
s'ensuit que si

Ix
Y]
o
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Agp = {limsupX,, = b ; iminf X, £ a},
r

00 L

alors P(AL ) = 0. 51 A= A b (o @ désigne ensemble des ra-
a. be@

tlonnels) et comige la famille des couples de rationnels est dénombrable,
on a angsi P(A) = 0. Mais

A={limsupX, > lirr%ian,L}.
4] i

et on en conclut gque X, converge p.s, vers une limite X.

Noter qu'il est pour le moment possible a priori que X preune les
valeurs +0oc et —o¢, et nous devens montrer que ces denx éventua-
lités sont en fait impossibles. Comme (X, ) est une sous-martingale on a
E(X,) = E(Xp). et donc

E(IXal) = BIX) + E(X;)
< 2B(X}) - B(X), (27.1)

donc

E{/X]) E(llm (X, ) < llmme(fX )< 2supE(X))) — E(Xg) <

par le lemme de Fatot et (27.1) combiné a I'hypothése que sup, E(X}) «
o0. Done X est intégrable (dans L'). et donc a fortiori p.s. fini. |

Corollaire 27.1. 8: (X)) est une surmartingale positive, ou une martin-
gale barnée inféricurement. ou bornde supérieurement (par une constan-
te), lo suite (X,,) converge p.s. vers une limite X appartenont ¢ L1,

Preuve. 8i (X,) est une surmartingale positive. alors {—X,,) est une
sons-martingale négative et on pent appliquer le théoréme 27,1

Si (X,) est une nartingale hornée inférieurement, disons par ¢, alors
(X5 —a) est une martingale positive et it sutfit d’appliguer ce qui précede.
51 enfin {X,,) est une martingale bornée supérieurement, il suffit de
considérer (—X,). |

Le théoreme 27.1 donne la convergence presque slire vers une v.a,
X qui est dans L!. Mais il ne donne pas la convergence dans L', Pour
I'obtenir il nous faut une hypothése légérement plus forte, pour laquelle
nous avons besoin du concept d’intégrabilité uniforme.
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Définition 27.1. Un sous-ensemble H de L' est dit uniformément inté-
grable si
lim sup E(lq e {Xi) =0

e 0 N
Voici deux conditions assnrant Puniforme intégrabilité.

Théoreme 27.2. Soit H une fomille de v.a. reelles.
(&) 8% supyeqr BE(XIP) < 00 pour un p > 1. la famille H est uniformé-
ment inteégrable.
{(b) 8%l eriste une v.a. Y intégrable telle que |X| < Y p.s, pour tout
X e H, la famille H est uniformeément intégrable.
Preuve. (a) Soit k = supyey, E(IXP). Sie>c>0,oma gt < 1P,
et en multipliant par 27 on obtient » < ¢!7PzP. Par suite
k

ep-1t

E (X1 xpmer) € PR (XL xney) €

done linte_ a0 SUPy e o E([X“{|X\>c}) < lime Lo ﬁi_—l = 0.
(b) Comme |X| < Y a5 pour tout X € H, on a

XL xmep = Yy

Mais lim,— o Y1y ey = 0 ps.; done le théoreme de convergence do-

minée de Lebesgue entraine qne
]1m Sup E(|X1lrlw<|>f}) hm h(YlJy>l})
=E{ I Y1y ) =0. ]

Pour des résultats complémentaires sur l'intégrahilité uniforme, nous
recommandons [18, p. 16-21] ou [19].

Théoréme 27.3. (Théoréme de convergence des martingales.)

(&) Soit (Xp)nsi une martingale. St la suite de va. (Xplazy est uni-
fommrrmﬂt intégrable, elle converge p.s. et dans L1 VErS une . X
intégrable, et de plus on a X,y = B(X | Fa) pour tout n.

(b) Inversement, soit Y & L' et considérons lo martingale X, =
E(Y ) F). Lo suite (X, ) £5t alors uniformement intégrable.

EFn utilisant la terminologie de la définition 24.2, nous avons done que
(X5} est une martingale fermée si et seulement sl elle est uniformément
intégrable.



238 27. LES TILEGREMES DE CONVERGENCE DF MARTINGALES

Preuve. (a) Comme (X,,),>, est uniformément intégrable, pour tomnt
¢ > 0 il existe ¢ tel que sup, E([X,|1;x, ~01) € 2. Done

E(Xaul) = B(IXu | 1 x, me1) + BIXa 1K <) © € e

Par suite (X, )n>1 est « bornde dans L ». En partienlier sup, E{(X}) < oo
et le théoréme 27.1 impligue

im X, = X existe p.s. et X est dans Ll

n—0o0
Pour montrer la convergence X,, — X dans L', posons
i s T > c,
folz) = ¥ st |1 <€«¢

—c 8 x < —0o

La fonction f est lipschitzienne bornée. A cause de I'imiforme intégrabi-
lite, pour tout £ > (b il existe ¢ te] que

E(|fe(X,) — Xa|) <
E(f(X) = X[) <

% pour tont 7 ; (27.2)

uu[m

(27.3)

Comme lim X,, — X ps. on a f,(X,) — f.(X) ps., et le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue impligue gue powr tout n 2 N, avec

N asscz grand,
£

B /-(%) = £ (X0 < 5.

Done en utilisant (27.2), (27.3) et (27.4), ou obtient

(27.4)

E(X, —~X|) <2 pour n= N

Done X, -+ X dans L. Tl reste & montrer que E(X|F,) = X,. Soit
A e F, et m = n. Alors

E{Xn1a) = E(Xin1a)
par 1a propriété de martingale. Mais

‘E(Xm,lf\) - E(Xl\ ‘ < (‘Xm - X‘] \)
% ‘ J:\m - D

qui tend vers O quand m — oo, Donc E(X,14) = E(X1a) et on en
conclut que E(X | F,) = X, p.s.
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{1) On sait déja que (X)), 0 cst une martingale. Sic > 0 on a
Xnlgpazer = BV, 5ep | Fa),
puisque {|X,| > ¢} € Fp. Donc pour tout d > 0 on a

E( Xl L%, >ey) € BUY 1, 150)
L E(Y[1lyysay) +d P(Xe] > 0)

d
E(Y v ma) + 2 E(Xa]). (27.5)

Prenons ¢ > 0. Choisissons d tel que le premier terme dans (27.5) soit
plus petit que £/2, puis ¢ tel que le second terme soit plus petit qne £/2
on a alors E(|X,]14)x,,/»¢}) < & pour tout r, et nous avons terminé. MW

La propriété de martingale cst E(X,, | Fn) = Xn p.s. pour m 2 n,
Jusqu'd présent nous avons supposé que 1 et n étalent des entiers posi-
tifs, mais on peut aussi prendre des entiers négatifs, i.e. considérer que
I'enscible d'indices est —N, 'ensemble des entiers négatifs. Dans ce cas
si [m| > |n|, mais m et n sont des entlers négatifs, on a m < n. De
maniére & minimiser les risques do confusion, on supposcra toujours que
9 et n sont des entiers positifs et on éerira X_,,. Alnsi, une martingale
inverse sera un processis X = (X_p)nen vériflant X_,, € L' ot X_,, est
F_n-mesrable pour tout n, et

EX _p{F_n) =X P, (27.6)

s 0 € n -2 m. Ci-dessus les sous-tribus vériflent F_,, T Fon si 0= n <
m,

Théordme 27.4. (Théardme de convergence des martingales inverses.)
Sott une martingale inverse (X_n, F_n)n0. el s0it Fooo = ﬂnoczo F_n.
Alors la suite (X_p,) converge p.s. et dans L gquand n — oo vers une
limite X qui est finie ef intégrable.

Preuve Sia < hnotons U_,(a,bd) le nombre de montées de a & b du pro-
cessis (X, )nsn ontre les instants —n et 0. La suite U_, (g, b) croit vers
une ]lIIll'Ee U{a,b) & valeurs dans NU {420} quand n — oc. Exactemont
comme dans la preuve du théoréme 27.1 on peut écrire

E(Ula, b)) = I E(U_,)

n—n

1

<
T b

E((Xg —a)") < o0,
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donc P(U(a,b) < oo) = 1. A nouvean le méme argnment que dans le
théoreme 27.1 montre que X_,, converge p.s. vers une limite X, a priori
a valeurs dans [—o0, +oa].

La fonction w(z) = xrT = z Vv 0 est convexe, donc l'inégalité de
Jensen (théoréme 23.9) et (27.6) impliquent que XF, < E(XT|F_.),
donc E(X*,) < E{X{). En appliquant le lemme de Fatou et le fait que
X*, 2 0et Xt, — X+ ps., on arrive &

E(X™) < liminf E(X*,)) € E{X{) < o0,

de sorte que Xt € Ll Le méme argument appligué & la martingale
(—X ~n) montre que X~ € L', done X € L%

Il reste a montrer la convergence dans L'. Pour cela, on remargue
d’abord que dans la preuve du théortme 27.3 nous avons en particulier
montré que si X_, — X p.s, si X € LY, et si la suite (X _,,) est uni-
formément intégrable, alors on a aussi X_,, — X dans L. La partie (b)
de ce théoréme montre aussi que la famille des v.a. E(Xg1G), lorsque G
décrit la classe de toutes les sous-tribus de F, est uniformément inté-
grable. Comme X ,, = E{(Xp|F ), on déduit de tous cos rappels la
convergence dans L! souhaitée, [ ]

Comme application du théoréme 27.4 nous prouvons la lot des grands
nombres de Kolmogorow.

Théoréme 27.5. (Loi des grands notmbres.) Soit (X, )p>1 une suite i.4.d.
de variables aléatoires réelles intégrables. On a alors

X1+"'+Xn

" — E(X)) p.s. et dansLt,

Preuve. Soit S, =Xy 4+ -+ + Xy et F_po = 0(8n,5,41,8042,...). On a
F_n C Fomsinzm, et le processus

M_, = E(X, | F_,)

est une martingale inverse. Noter que E{(M_,,) = E(X,) pour chaque n.
En utilisant le fait que les X, sont i.i.d., un argument de symétrie permet
de vérifler aisément que pour 1 £ j < non a

E(X|F n) =EX; | F.p) ps. (27.7)
{voir I'exercice 17 du chapitre 23). Donc

M_p = E(X, | Fp) = E(Xg | Fon) = = E(X, | F_p),
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et par suite

1 & Sn Sn
A_ = X,- 1 == -1 = 5.
M., RZE( P Fo) E( | F. ) p.s

- kL [
J=1

Le théoréme 27.4 implique alors que ?-13 converge p.s. et dans L' vers
une limite intégrable X, qui vérifie nécessajrement E(X) = E{X,). De
plus X est mesurable par rapport a la tribu asymptotique, donc la loi
zéro-un de Kolmogoroy (théoréme 10.6) entraine que X est p.s. égale a
une constante, qui est done nécessairemnent son espérance. [ ]

Le théoreme 27.5 a été publié pour la premijére fois en 1933 [17], sans
I’aide de la théorie des martingales: cette théorie a été développée par
J. L. Doob bien des années plus tard.

Voici une autre application du théoréme de convergence des martin-
gales, due aussi & Kolmogorov.

Théoréme 27.6. (Kolmogorov.) Svit (Yp)us: des va. réelles indépen-
dantes, centrées et de carré intégrable. Supposons que Y oo E(Y2) < o0,
et soit S, = 2;”:1 Y. Lo suite S, converge alors p.s. vers une fimile
finie, notée Y777 Y.

Preuve. Soit Fj, = o{Y,...,Y,). On a vu au chapitre 24 que (S;)ns1
est une JF,-martingale. De plus, sup, E(S}) <€ sup,(BE(S3) + 1) <
Soo JE(Y2) + 1 < oo, Le résultat découle alors du théorzme 27.1. W

Nous venons de voir ci-dessus un exempie de martingale, & savoir la
suite des sommnes partielles (S;) de v.a. indépendantes et centrées. Si
ces v.a. indépendantes sont de plus de méme ioi et de variance finie,
disons o2, le théoréme-limite central nous dit que la suite % converge
en loi vers une v.a. N(0,0?). La théorie des martingales nous permet
d’affaiblir & la fois I"hypothése d’indépendance, et I'hypothése que ces
v.a. ont méme loi. En ce sens, elle permet de mieux cerner ce quj est
réellement indispensable pour avoir un théorgéme-limite central. Comme
dans tout ce chapitre, nous supposons donnée la suite croissante (F)nso
de sous-tribus de F, sur 'espace (2, F,P).

Théoréme 27.7. (Théoréme-limite central pour les martingales.) Soit
(Xp)nz1 une suite de v.q. réelles telles que pour tout n 2 1 ¢
(i) B(Xp|Frno1) =0
(ii) E(Xi | Frm1) =1
(i) B(Xn[? | Fn_1) € K < o0.
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Soit 8, =Y. X; pourn = 1. La suite ﬁsn converge alors en loi vers
une v.a. N{0,1).

Preuve. Nous allons utiliser les fonctions caractéristiques pour prouver
ce théoréme. Pour u € R, rappelons que la fonction caractéristigue d’une
v.a. réelle X est wy(u) = E(e™*). On deéfinit la « fonction caractéristicue
conditionnelle » de la v.a. X;/y/n comme étant la v.a.

i —— X
wn;(u) =E (6mﬁx’ | fj—l) .
On peut faire un développement de Taylor an voisinage de 0 :

2 3 .
Yxz_o M xR (27.8)

T 1
et = =X — 2 7 X,
2n Gnz

N

on X; est un nombre (aléatoire) situé entre 0 et X;. En prenant 1'espé-
rance conditionnelle des deux membres de (27.8), on obtient

g3

iu
ng() =1+ iu—=E(X; | F, E,XQ}' X5 | Fio
ion, i (v) “’\/+(\ 1= (X5 [ Fj1) — bn(‘ 1)
et les hypothéses (i) et (ii) donnent

u2 3

g
Pl —1—- = M—%E‘(XJ‘ | Fi1)- (27.9)

Rappelons que S;, = 377, X, done pour 1 €< p < non a
E (L” \MS ) - E (ez’u#Sp._leiuﬁXp)
-k (em-‘}fsp_lE (e'm V}_

_E(

En utilisant (27.10) et (27.9) on arrive &

)

" (1)) - (27.10)

2

; ;1 1 1 3 —
E (ezﬁsp) —E (ezﬁsp—l (1 _r_n XB))
n gnz

et donc

- 2N L. u it
E (e’ﬁsp _ (1 _ 1—2";) e“ﬁspi) —F qué’:ixﬁ’) (2711




27. LES THEOREMES DE CONVERGENCE DE MARTINGALES 243

En prenant le module dans chaque membre de (27.11) et en utilisant le
fait que |X;| < |X;| et 'hypothese (iii), il vient

. 2 .
’E (eiu\;ﬁsp _ (1 B ;)ew \}Hsp_l)
n

<l s | px, 2 £
S e v 6ne (X517 | F5-1)

3
<kl (27.12)
6nz
Fixons i E R. Lorsque n — oo, pout 1 assez grand on a n 2= % et donc
0 < 1— % < 1. En multipliant (27.12) par (1 — ;”z)”*p on arrive, pour
71 AS5€% grand a
2N\ 1P ) 25 noptl 3
‘(1_“) (o) - (1) e ) e
2n 2n 6ny
(27.13)

Nater que (27.13) ost vraie également pour chagque n {ixé, pour un certain
K, : en prenant K assez grand on peut donc supposer (27.13) vraie pour
tout n.

Finalement en additionnant et en utilisant le caractére télescopique
des différents termes, on voit gue

E iulTS77 1 'U2 " Xn: U2 n—pE( iu—\%sp
ey () () e

—1

25 n-(p—1} .
— (1 — ;—) B (em\/iﬁsl’“)}
Tl

de sorte que par I'inégalité triangulaire ct (27.13) on voit que

. AN T 3
‘E (gu&a&) _ (1 — %) <n 6L%| - Kﬁ‘L\b/‘—_’r—l (27.14)

Comme le membre de droite de (27.14) tend vers 0 et que
y w?\" %
i

1 §EL u
iim E(e™V»)=e 7.

TL— O

on obtient
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Le théoréme de Lévy 19.1 donne alors le résultat. ™

Remarque. Si 5, est la martingale du théoréme 22.4, on sait que le
théoréme de convergence p.s. ne peut pas étre vérifié : en effet, si on
avait lim, ... S, = S p.s. avec § € L', on aurait aussi lim, .o (’—\/% =0
p-s., et la convergence en loi de §\/_%_ vers une v.a. nhormale non dégénérée
serait impossible. Ce qui rend la convergence n.s. de S, impossible est le

comportement des vartances conditionnelles des accroissements X,,, i.e.
I'hypothese (ii) du théoréme 22.4.

Nous terminons notre exposé sur les martingales par un exemple tiré
de I'analyse. Cet exemple montre la souplesse d’utilisation et la variété
des applications de la théorie des martingales : nous utilisons le résultat
« probabiliste » de convergence des martingales pour montrer de maniere
simple une résultat « analytique » de convergence de fonctions.

Exemple ([13]). Soit f une fonction dans LP[0,1] pour la mesure de
Lebesgue sur [0,1]. Définissons les fonctions de Rademacher sur [0, 1]
comme suit. Posons Ro(z) = 1 pour 0 € # € 1. 8i » = 1, nous posons
pour0gz<l:

1 si 25'2';1 <z < 2, pourunjdans {1,....2%}
R () =

—1 sinon.

Notons P la probabilité sur [0, 1] égale A 1a mesure de Lebesgue. F désigne
la tribu borélienne. On a alors

E(R,) = /; R, (z)dz =0

et .
Var (R,,) = E(R2) = [ R,.(x)%dz = 1.
0
Finalement on observe que Ry, et Ry, (qui peuvent étre ici considérées
comme des variables aléatoires) sont indépendantes si n # m. (voir
I'exercice 8.)
Ensuite, nous définissons les fonctions de Haar comre suit
HO(‘E) = Ro(w),
H, (#) = Ra();
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Pour m = 2, éerivons n = 1 4+ 24+ -+ 272 4 XA = 2771 — 1 4+ )\ avec
rz2et 1< A< 2L, posons alors

VETR() s B2 o<
Hale) =

0 sinon.

Eunsuite, on note 7, = o{Hy, Hy, ..., H,) la plus petite tribu rendant les

fonetions Hy, .. ., H, toutes mesurables. On vérifie aisément que
[ Hyp(2)de =0 si AeFy; (27.15)
A

(voir Dexercice 9). On a de plus
1
'/ H(z)dx =0,
0
1
f Hn(:z:)?‘d.’r: = 1.
0

On a alers le théoréme suivant :

Théoréme 27.8. Soit (H,,) les fonctions de Haar sur [0,1], et soit f €
L?[0, 1] pour un p 2 1. Posons

1
(rr:[(] H,(x) f(x)dx,
Snlx) = zn:arHT(m). (27.16)
=0

Alors 8, converge vers [ presque partout (pour la mesure de Lebesgue).
De plus si S*(x) = sup,, [Sx(z)|, on a

/0'1 §*(z)Pda < (;{Ll)pfol (2P de.

Preuve. Montrons d'abord que la suite {S,) est une martingale. On a

E(Sn+1 I./Tn) = Sn + E(Qn+1Hn+1 ‘ Fn,)
=5, + an.+1E(Hn+l ‘ j:n)
= Sna
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ol on a utilisé (27.15). On a méme :
S, =E(J|F). (27.17)

qui est le résultat c¢lé. C’est Uendroit o nous avons besoin de la forme
(27.16) ponr les coefficients ). (voir 'exercice 10.)

Nous montrons ensuite que S, vérifie sup, E(S}) < oo, pour p > 1
{¢’est I'hypothése pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence des
martingales 27.1). Nous montrons en fait un peu plus, grice & l'inégalité
de Jensen : comme @(u) = |ul? est convexe pour p > 1, il vient

/

Sa(w)[Pde = E([E(f | Fa)l")
< EE(f7| Fa))
= E(|f")
1
= fU [f{x)|Pda < oc.

-
sy

Conmuue St SnlP -+ 1, on a alors

| <

sup B(S}H) < sup (E(S» ") + 1)

= E(|f

Le théoreme 27.1 montre alors que

P41 < s

lim S, = f Ps.,

TG

tandis que 'inégalité de Doob (théoreme 26.2) donne

P
B < (27 ) E(s.p

P
P o

ou de maniére équivalente :

fOI(S*(m))Pdm < (pf 1)?’/01 () P .

Remarquons enfin que des résultats analognes au théoréme 27.8 sont
vrais pour les sérics de Fourier classiques, mais ¢’est un pen plus difficile
a montrer.
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Exercices

1. (Une preuve de la loi zéro-un de Kolmogorov & Uaide des martin-
gales.) Soit (X,,) une suite de v.a. indépendantes, et C. la tribn
asymptotique correspondante {voir le théoreme 1016). Soit C € Cye.
Montrer que E(1¢: | F,) = P(C) pour tout n, o F,, = o(X;;:0 <
j < n). Montrer ensuite que lim, o E(lg|F,) = 1c p.s.. et en
déduire que P(C) = 0 ou P(C) = 1.

2. Une martingale (X,) est dite bornée dons L? si sup,, B(X2) < oo
Soit (X,,) une martingale telle que chaque X, soit dans L?. Montrer
que (X,) est bornée dans L* si ct sculement s

D E((Xn = Xao1)?) < o0
n=1

(Indication : cf. V'excrcice 12 du chapitre 24.)

3. Soit (X,,) une martingale bornée dans L?. Montrer que

sup B(|X,,|1 < o0

et en conclure que X, converge p.s, et dans L1 vers une limite X.

4* Sous les hypotheses de U'exercice 3, montror que X, converge vers
X dans L* également.

5. (Signes aléotoires.) Soit (X, ). une suite de v.a. indépendantes
avec P(X, = 1) = P(X, = ~1) = . S0it (@n)nz; une suite do
réels. Montrer que la série 3. @, Xy, 8t p.s. convergente dés que
Yoy O < 00

6. Soit (X,)pz une suite i.i.d. de variables positives vérifiant E{X,}
= 1. Soit R,, = [T, X;. Moutrer que (R,) est une martingale.

7. Montrer que si n #£ ™ les fonctions de Rademacher R, et R, sont
indépendantes pour P = A {mesure de Lebesgue sur [0, 1]}

8. Soit (H,) les fonctinns de Haar. et soit A € 7, = o(Hp, Hy. ... Hp ).
Montrer que si n 2 1,

/ H, (x)de =0
A

9. Soit f e L?[0,1], et S,, défini en (27.16). Montrer que E{f
Sn. (Indication : Montrer que

Fu) =

/Af(;r.)da-: /ASn(az)d;v st A e F,
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en utilisant que les fonetions de Haar forment un systéme ortho-
normal, i.c.

1 1
/ H,(x)H,,(x)dx =0 sin#m et f H,(z)%dr = 1))
0 0

Utiliser le théoréme de convergence des martingales pour montrer
la «loi zéro-un » suivante : soit (Fy,) une suite croissante de sous-
tribus, et (§,,) une autre suite, décroissante, de sous-tribus, avee
G C (U2, F). Supposons que F, et §, soient indépendantes
pour chaque n. Montrer que si A € N° G, alors P(A) = 0 on
PA) =1

Soit H un sous-enscmble de LY, Soit G unc fonction positive crois-
sante sur [0, o[, telle que

G(t

lim Glt) = .

i—oc

Supposons en outre que supx ey B(G(X)) < cc. Montrer que H est
tniformément intégrable. (Cela étend le théoréme 27.2(a).)



Chapitre 28
Le théoreme de Radon-Nikodym

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Considérons une v.a. posi-
tive X d’espérance égale 4 1. Pour tout A € F on pose
Q(A) = E(1AX). (28.1)
On obtient ainsi une nouvelle probabilité Q : en effet on a d’abord
Q) = E(1pX) = E(X) = 1,

et ensuite si Ay, Aa, Ag, ... sont dans F et deux 4 deux digjoints il vient

(UA) = Bz, 40 X)

et on a la g-additivité; ci-dessus, on a pu échanger la somime ef 'egpé-
rance grice au théoréme de convergence monotone (théoreme 9.1(d)).
La probabilité Q jouit de deux propriétés remarquables :
(i) Si P(A) = 0 alors Q(A) = 0 (car Q(A) = E(14X) et 1ao =0 ps,,
done aussi 14X =0 p.s.)
(ii) Pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que si A € F et P(A) < 4, alors
QA) < e
En fait, (i) ci-dessus déconle de maniére générale de (i), comme nons
allons 1’énoncer formellement, et le montrer.

Théoreme 28.1. Soit P, Q deux probabilités telles gue P(A) = 0 implique
Q(A) = 0. Alors, pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si A € F et
P{A) < 4, on ait Q(A) <e.

249
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Preuve. Supposons le résultat faux. 1] existerait alors une suite A, € F
avee P(An) < &5 ot Q(An) = € pour tout n et pour un certain & > 0.
Posons A = limsup,,_, ,, An. Le lemme de Borel-Cantelli (théoréme 10.5)
entraine que P(A) = 0, Puis, en remarquant que le lemme de Fatou
admet une’ version symétrique pour les limsup (établie en passant dans
la preuve du théoréme 9.1(f)), on obtient

Q(A) = limsup Q(An) > ¢,

TE— 0
et on arrive & une contradiction. |

Cela vaut la peine de remarquer que les conditions (i) et (i) sont en
fait dguivalentes. En effet, on vient de montrer que (i) implique (i), et
la réciproque est presque évidente : si P{(A) = 0, pour tout ¢ > 0 on a
P{A) < 4 pour le § associé au ¢ dans (ii), donc Q(A) < £; comme ¢ est
arbitrairement petit on a donc Q(A) — 0.

Définition 28.1. Soit P une probabilité et Q wne mesure finte. On dit
que (Q est absolument continue par rapport a P si, chaque fois qu'on a
P(A) =0 pour un A € F, on a ausst Q(A) = 0. On nole colle proprié¢ld
ainsy - Q << P,

Exemple. On a vu que la formule (28.1) donne une probabilité Q vérifiant -
Q < P.

Un tel exemple se présentant naturellement est celui de la probabilité
conditionnelle Q(A) = P(A | A), lorsque P(A) > 0. L’absolue continuité
est évidente a vérifier, mais c’est aussi un cas particulier de 'exemple
précédent avec la v.a, X = ﬁl A

Le théoréme de Radon-Nikodym caractérise en fait toutes les proba-
bilités absolument continues par rapport 4 P : ce sont exactement cclles
qui se mettent sous la forme (28.1) : notre exemple initial couvre done
toutes les situations possibles. Nous montrons une version un peu sim-
plifiée, pour les tribus dites «séparables», et notre démonstration snit
celle de P. A. Meyer [18].

Définition 28,2, Une tribu F est dite séparable si F = a{Ay, ..., Ay, ) ¢
en d’autres termes, F est engendrée par une suite dénombrable d’événe-
ments.

Théoréme 28.2. (Radon-Nikodym.) Soit (O, F,P) un espace de probabi-
lité avec une fribu F qui est séparable. Si Q est une mesure finie sur F
telle gue Q < P, il existe alors une v.a. positive intégrable X telle que
pour tout A € F on ait

Q(A) = B(12X).
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De plus X est p.s. unique {i.e. si X' vérifie les mémes propriétés, olors
X' =X P-p.s.}, et on léderit souvent X = 5=

Preuve. S5i Q(Q) = 0, le résultat est évident avee X = 0. On suppose done
que Q(£2) > 0, et on peut alors « normaliser » Q en posant Q = ﬁ@, ce
qui revient & supposer que Q est une probabilité. Soit (A, )0 une suite
engendrant la tribu JF, et définissons la famille croissante de scus-tribus
(-:Fn)n2] ajnsi .
Fo=0(Ag,. .., An).

11 existe alors pour éhaque n une partition finie A, 1, An s, .., Ap g, do
2, telle que les ¢léments de la tribu F, soient exactement les réunjons
(nécessairement finies!) d’éléments de cette partition. Les A(n, i} sont
appelés les atomes de F,,. Posons alors

Xpw) = —T)lAﬂli(w), (28.2)

avec la convention % = 0 (comme () < P le numérateur est nul chaque
fois que le dénominateur est nul). On va montrer que la suite (X, )nzo
est en fait une martingale.

D’abord, le fait que X,, soit J,,-mesurable est évident. Ensuite, soit
m = n. Exactement comme dans la preuve du théoréme 24.6, pour mon-
trer que E(X, |Fm) = X, il suflit de montrer que pour tout A € Fopy

on a
/XﬂdP: / Xun P (28.3)
A JA

On peut écrire

(A,
/ AP = /ZQ "*§1A dP
k'ﬁl

AT!‘
_ /Z (An’jl"’*”'mdp

=

ZQ ”"”) P(An ;N A,

?22

Majs comme A € F,,, I'eusemble A 8'éerit comme la réunion (disjointe)
des A(m, i) pour ¢ dans une partie Ide {1,...,k.}. Donc ANA, ;= A, ;
itelct ANAL; = () sinon, de sorte que
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A'n\:')

=3 QAn:) = Q(A)

ick

' Q(A'nt)
AP = = P{AMNA
jAX P ;a B (Ani O A)

oit on a encore une fois utilisé le fait que Q(A, ;) = 0 st P(A, ;) = 0.
Comme A € F,,, on a de méme [, X,,dP = Q(A). Donc (28.3) est vérifié,
et si on prend de plus A =  on obtient [ X,dP = Q(f2) = 1 < oo, donc
X est P-intégrahle. Donc {X,)n»1 est bien une martingale,

. En fait, cette martingale (X,,) est uniformément intégrable. En effet
on &

f XadP = Q(X,, > ¢J;
{Xn>e}
et par I'inégalité de Markov il vient

PX. > < E(Xn) = 1

e c

Soit alors € > 0 et le § > 0 qui lui est associé comme dans le théoréme
28.1. Sie > 1/6 on a P(X,, > ¢) < 4§, done Q{X,, > ¢) < ¢, done
J [Xo>c} XndP < & @ en conséquence, la suite (X,) est uniformément
intégrable. On peut alors appliquer le second théoreme de econvergence
des martingales 27.3, de fagon & obtenir que X,, converge p.s. et dans L!
vers une limite X, et de plus

E(X| Fn) = Xn.

Si alors on pose R(A} = E{1,X) pour tout A € F, on définit une nouvelle
probabilité R, qui coincide avec @ sur chaque tribu F, (puisque si A € F,
on a R{A) = E(1aX) = E(1aXn) = Q{A)). Le théoréme des classes
monetones 6.3 entraine alors que R = Q, puisque F = o(Fo;n 2 1). M

Remarque. On peut utiliser le théoréme préeédent pour montrer une ver-
sion plus générale, sans 'hypothese de séparabilité. Pour une démons-
tration du théoreme 28.3 ci-dessous, nous référons A (27, p. 147-149] par
exemple.

Théoréme 28.3. (Radon-Nikodym.) Soit (Q2, F,P) un espace de probabi-
litd. 8i (Y est une mesure finie sur F telle que Q < P, il existe alors une
v.a. positive intégrable X telle que pour tout A € F on ait

Q(A) = E(15X).
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De plus X est p.s. unique (i.e. si X' vérifie les mémes propriétés, alors
X'=XP-ps ).

Le théoréme de Radon-Nikodym est directement en rapport avec les
egpeérances conditionnelles : supposons donnés 'espace de probabilité
(©2, F,P) et la sous-tribu G de F. Pour toute v.a. positive intégrable X,
la formule Q(A) = E(X1,) pour A € G éfinit une mesure finie Q sur
(@, 6), et P(A) = 0 implique Q(A) = ig existe sur l'espuce
(Q,G), ce qui imiplique en particulier que Y est G-mesurable. Par aillenrs
on a pour tout A € § -

E(le\) = Q(A) = E(Xlz\)'

Donc Y est une version de E(X|G). En fait il est possible de démoentrer
le théoréme de Radon-Nikodym & 'aide seulement de la théorie de la
mosure (sans martingales et donc sans espérances conditionnelles}; puis
on peut construire 'espérance conditionnelle de la maniere suggérée ci-
dessus : cela évite de recourir & la théorie des espaces de Hilbert (mais
la preuve « directe » du théoréme de Radon-Nikodym n'est pas particu-
litrement aisée}.

Signalons enfin quL siP est une probhabilité sur R admestant 1a densité
f, alors comme P{A f 4 f(@)dz on a que la mesure P est absolument
continuc par rappmt & la mesure de Lebesgue m {ici, m est une mesure
-finie, mais lc théortme de Radon-Nikodym « marche » encore dans ce

cas), et on peut écrire f = 45

Exercices

1. Supposons que ) < P et que P <7 Q) : on dit alors que P et ) sont
éguivalentes et on écrit QQ ~ P. Moutrer que X = ﬁ vérifie X > 0
P-ps.

2. Supposons que Q ~ P, et soit X = %. Montrer que = a%'

3. Soit p une mesure telle que = > @, P, pour une suite (P,,)
de probabilités ot une suite (ev,) de nombres strictement positifs
vérifiant 3 e, = 1. Montrer que p st une probabilité. Soit une
autre suite (Q,) de probabilités et une autre suite (3,) de réels
positifs avee Y, Fn < 00. Sion a Q, < P, pour chaque n, montrer
que Ja mesure finle v = Y- | #,Q,, vérifie v < p.

4. Soit P et @ deux probabilités et R = % Montrer que P < R.
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Index des notations

la  fonctlion indicatrice, 11, 53

2 classe de toutes les parties de
4, 7

A*  transposée de A, g8

A, — A convergence des
ensembles A, vers A, 11

E(X) espérance de X, 30. 55, 56

E(X|G) espérance conditionnelle
de X si G, 206

Eq(X|G) espérance conditionnelle
de X si G sous Q, 216

f*g produit dc convolution des

fonctions f et g, 329
Hy  fonction de Haar, 244
Jg  malrice jacobienne, g8
L! = £! modulo 'égalité p.s., 58
L? := LP moduln ['égalité p.s., 58
m  mesure de Lebesgie sur R, 83
mp  mesure de Lebesgue sur R™) g3
N{p, Q) 133
N(u,¢%)  Ioi normale de moyenne g
et de variance o2, 46, 131
P(A|B), 15. 16
P&Q, 74
Px loi de la variable X, 5, 29, 54
Px ® Py  produit des lois Px et
Py, 75
Pix,vy loi du couple (X, Y}, 75
Q<P () absolnnent continu par
rapport & P, 250
R, fonction de Rademacher, 244
XVY maximum de X et Y, 53
XAY minimum de X et Y, 53
Xt maximmm de X ot 0, 56
X~ maximum de —-X et 0, 56

X~YF) image inverse par X de la
tribu F, 53
i
Xn “x convergence dans L¥ de

Xa vers X, 149

Xn Ex convergence €n probabilité
de Xn vers X, 149

Xn £ X convergence en loi de Xy,
vers X, 153

x*  loi du chi-deux, 8¢

x2  lot du chi-deux & n degrés de
liberté, go

257

#  ensemble vide, 4, 7
%31 dérivée de Radon-Nvkodim de
Q par rapport A P, 253
fonction gamma, 46
ensemble des vecteurs
orthogonaux a I', 19%
it transtormée de Fourier cle p. 110
{,) produit scalaire, 110. 105
CoviX,Y} covariance de X et Y.
Bo. g7
produit de convolution.
123
®;);O;1Aﬂs 76
I opérateur de projection, 19g
liminfr An  (limite inférieure des
ensembles Ay), 11
limsup, A, (limite supérieure des
ensembles Ay ), 11, 78

[{a)

rt

1Yy

#{C) tribu engendrée par C, 7

7%, 0% variance, 31, 63

{w} singletrn, 23

Var (X} wvariance de X, 63, row
wusst 57, 632(

IX||  norne de X, 195

|IX]lp mnorme dans L?, 215

N ensemble des entiers naturels, 5

) ensemble des rationnels, 8

B ensemble des réels, 2

%  ensemble des entiers relatifs, 84

B tribu boréhienne de R, 8, 41

B tribu borélienne de R™, g3

>  ensewble des fonctions
indéfiniment différentiables,
167

Coe  tribu

asymptotique, 79

ST, 73

Fr  tribu antérieure au temps
d'arrét T, 225

£1  ensemble des variables
intégrables, 10, 56

LY, AP} espace £} sur
(2 AP, 56

£F  ensemble des variables de
puissance pietne intégrable,
53

N classe des ensembles
négligeables. 39



A
additivité, g
o-additivité, g, 37
algébre, 7, 37

B

Bayes, 18
Bernoulli
fonction caractérstique, 113
loi de, variable de, 32, 125, 182,
190
Bernoulli, Jacob, 1, 131
Berry-Esseen, 191
béta (fonction, loi), 67
Bienaymé-Chebyshev (inégalité de),
32, 63, 215
binomiale
fonction caractéristicue, 113
loi, 25, 27, 33, 126, 170, 190, 204
hinomiale négative (loi}, 33
Bolzano-Weierstrass (théorgme de),
164
Bonferroni {inégalités de), 14
Borel (tribu de}, 8
sur R, 8, 41
sur B™, 03
Borel-Cantelli {lemme de}, 77
horélien (ensemble), §
Box-Muller {(simulation de), 107

C

Canchy (loi de}, 47, 65, 90, 105, 155
et loi normale, 105
Cauchy (suite de), 156
Cauchy-Schwarz (inégalité de), 62,
216

changement de variable (formule du),

99

chi-deux (loi du}, 8g, go, 103, 127
Cobb-Douglas (loi de}, 46
coefficient. de corrélation, g7
complétement convergent, 81
convergence (de variables aléatoires)

dans L7, 148

en loi, 158

en moyenne d’ordre p, 149

en probabilité, 149

presque siire, 148

simple, 147

Index

2

9

convergence étroite (de mesures), 157
convolution de fonctions (produit
de}, 129
convolution de mesures de
probabilité (produit de), 123
covariance, 80, g7
et indépendance, g7
matrice de, o8

D
densité
sur R, 45, 84
sur R™, o4

densité conditionnelle, g5, 210
deux & deux indépendants, 16
Dirac (masse de, mesure de), 45, 162
dominée (théoréme de convergence),
57, 212
Doob
décomposition de, 226
inégalité de, 230, 231
inégalité des montées de, 232
inégalité maximale de, 229
théoreme d’arrét de, 221

E

ergodique (loi forte des grands
nombres), 182
espérance, 30, 55, 56
espérance conditionneile
définie dans L1, 209
définie dans L2, 206
estimateur, 123, 138
événement, 4, 8
exponenticlle
fonction caractéristique, 115
Ioi, 45, 65, 102
exponentielle double (loi), 47

F

Fatou (lemme de), 57, 212

fonction de répartition, 41, 54
cmpirigque, 191

Fourier (transformee de), 110

Fubini (théoréme de), 74, 82
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G

Galton-McAlister (loi e}, 46
gamima (joi), 46, 68, go, 127

et x2, 90, 103, 127

fonction garactéristique, 116
Gauss (loi de), veir loi normale
Gauss C.F., 131
géotétrique (loi), 26. 43
Glivenko-Canlelii (théardme de), 191
Gosset, W., 103

H

Haar {fonctions de, systemes de), 244
Helly (principe de), 164

Holder (inégalité de), 213
hypergéométrique (loi), 24, 28

L

ii.d. (indépendantes de méme loi}.
131

image de P par X, 59
mdépendant(e)s

denx & deux, i

événements, 15

tribus, 71

variables aléatoires, 71
indicatrice (fonction), 54
intensité {d'une varable aléatoive),

b1y

J

jacobien(ne) : matrice, déterminant,
98
Jensen (inégalité de), 47, 212

K

Kolmogorov, 181. 2o, 231, 247
Kolmogerov (Ioi forte des grands
nombres de), 181. 2,40

L
Laplace, 131
Laplace (loi de), vowr exponentielle
double
Lebesgue (mesure de)
sur B, 8
sur B™, g3

[NDEX

Lebesgue {théoréme de convergence
dominée), {7, 212

Lévy (théoreme de), 173

Lévy, P., 132

linéaire (estimateur), 138

linéaire (régression), 137

logistique {loi), 6g

lognormale (loi}, 46, 47, 68, g1. 121

loi d'une variable aléatoire, 5. 29, 51

loi Iorte des pramls nombres, 179,
1681, 240

Ioi zéro-un (0-1), 79

M

marginale (densité), g5
Markov (inégalité de), 31
martingale, 217
fermee. 213, 237
inverse, 234
théoreme de convergence, 235, 237
théoreme-limite central, 241
Mellin (transformée de), 121
mesurable (fonction), 51
Minkowski (inégalité de), 214
Moivre, A. de, 131
monotone {théoréme de
convergence), §7, 211
manatones {théoréme des classes),
3%, 39
Monte Carlo, 183
montées (nombre de), 232
multivariée (loi normale oun
gaussienne), 132

N

négligealble {ensemble), 39
non cotrélées (variables aléatoires],
137
normale {1061). 46, 65. By, 100, 103,
103, 126, 127, 131
fonction caractéristiqne. 114. 115,
126, 132
muoltivariée, 132
simulation de la, 107
normé (espace vectoriel), 195
normé camplet (espace vectoriel),
106
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O T
orthogonale (matrice), 135 temps d’arrél, 219
orthogonaux (vecteurs), 197 borné, 219

tension, tendue, 164
théoréme-lirnite central. 187, 18g

F Tonelli-Fubini {théaréme de}, 74
p.p-, presque partoul, g5 topologique (espacel}, 52
D-5., presque surenent, 39, 57 transformation preservant la mesure,
Pareto {loi de), 34 182

Pascal {loi de), 33
Poincaré (identité de}, 13
Poisson {Ioi de). 20, 27, 32, 126, 170,
20,

fonction raractéristique, 114
probabilité, 4, ¢
probabilité canditionnelle, 16
projection (opérateur de), 109 u
Pythagare (théureme de), 197

triangulaire (loi}, 52
tribu, 7
engendrée par C, 7
triviale, &
tribu asymptotique. 79

uniforme {lai)

(fonction caractéristique), 114
R continue, 45

discréte, 23, 34
uniforme intégrahilité. 237
unimodale (loi), 18

Rademacher {fonction de), 244
Radon-Nikodym (théoréme de,
dérivée de), 25n. 252
Rayleigh (loi de}, 105, 106
régression, 137 Ay
régression (résidus de), 146
Riemann (fouction zéta de), 34
Riesz-Fischer {(théortme de), 196

variable aléatoire. 5. 29, 51
variable aléatoire situple. 42, 55
variance. q1, 63

5 W
semi-définie positive {matrice), 98 Weibull (loi de). 46
signes aléatmres, 247
simple (variable aléatoire). 55
singleton, 217} Z
Shitsky {théaréme de}, 167
sous-additivite. 13
sous-espace [de Hilbert), 198
sous-martingale, 205
stable

par différences, 38

par intersertions finies, 38

par limites croissantes. 38
statistique 'ordre, 107
Stone-Weierstrass (théortme de), 118
Student {loi de}. 103
surmarlingale, 225
symétrique

densité, 91

variable aléatoire, 91

zéro-un (loi), 79
Zéta (loi}, 33
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