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1 Corps et extensions de corps

1.1 Anneaux, algebres, corps, idéaux premiers et maximaux et
corps des fractions

1.1.1. Sauf précision expresse du contraire, tous les anneaux considérés sont
commutatifs et ont un élément unité (noté 1). Il existe un unique anneau dans
lequel 0 = 1, c’est I’anneau réduit a un seul élément, appelé 1’anneau nul. (Pour
tout anneau A, il existe un unique morphisme de A vers I’anneau nul ; en revanche,
il n’existe un morphisme de 1’anneau nul vers A que si A est lui-méme 1’anneau
nul.)

1.1.2. Si k est un anneau, une k-algebre (1a aussi : implicitement commutative)
est la donnée d’un morphisme d’anneaux k 23 A appelé morphisme structural
de I’algebre. On peut multiplier un élément de A par un €élément de £k avec :
c-x = palc)r € A(pour ¢ € ketx € A). Un morphisme de k-algebres est

un morphisme d’anneaux A % B tel que le morphisme structural k¥ 25 B de B

soit la composée k 23 A Y B de celui de A avec le morphisme considéré.

De fagon équivalente, une k-algebre est un k-module qui est muni d’une
multiplication k-bilinéaire qui en fait un anneau, et les morphismes de k-algebres
sont les applications k-linéaires qui préservent la multiplication ; le morphisme
structural peut alors se retrouver par ¢ — c - 1. Notons qu’une Z-algebre est
exactement la méme chose qu’un anneau (raison pour laquelle il est souvent
préférable d’énoncer les résultats en parlant de k-algebres pour plus de généralité).

Dans la pratique, cependant £ sera généralement un corps : une k-algebre est
donc un k-espace vectoriel muni d’une multiplication k-bilinéaire qui en fait un
anneau, et le morphisme structural est automatiquement injectif si I’algebre n’est
pas ’algebre nulle.

1.1.3. Un élément a d’un anneau A (sous-entendu : commutatif) est dit régulier,
resp. inversible, lorsque = — ax est injectif, resp. bijectif, autrement dit lorsque
ar = 0 implique « = 0 (la réciproque est toujours vraie), resp. lorsqu’il existe x
(appelé inverse de a) tel que ax = 1.



Un anneau dans A dans lequel ’ensemble des éléments régulier est égal a
I’ensemble A \ {0} des éléments non-nuls est appelé anneau integre : autrement
dit, un anneau inteégre est un anneau dans lequel (0 # 1 et) ab = 0 implique a = 0
ou b = 0 (la réciproque est toujours vraie). Par convention, I’anneau nul n’est pas
integre.

Un idéal p d’un anneau A est dit premier lorsque 1’anneau quotient A/p est
un anneau intégre, autrement dit lorsque p # A et que ab € p implique a € p ou
b € p (la réciproque est toujours vraie).

1.1.4. Dans un anneau (toujours sous-entendu commutatif...), I’ensemble noté A*
des éléments inversibles est un groupe, aussi appelé groupe des unités de A.

Un corps est un anneau k dans lequel I’ensemble k> des éléments inversibles
est égal a ’ensemble & \ {0} des éléments non-nuls : autrement dit, un corps est
un anneau dans lequel (0 # 1 et) tout élément non-nul est inversible. De facon
équivalente, un corps est un anneau ayant exactement deux idéaux (qui sont alors
0 et lui-méme). Par convention, 1’anneau nul n’est pas un corps.

Un corps est, en particulier, un anneau integre.

Un idéal m d’un anneau A est dit maximal lorsque 1’anneau quotient A/m
est un corps : de facon équivalente, lorsque m # A et que m est maximal pour
I’inclusion parmi les idéaux # A. Un idéal maximal est, en particulier, premier.

1.1.5. A titre d’exemple, Iidéal nZ de Z (on rappelle que tous les idéaux de Z sont
de cette forme, pour un n € N défini de facon unique) est premier si et seulement
si n = 0 (le quotient étant Z lui-mé&me) ou bien n est un nombre premier ; il est
inteégre exactement si n est un nombre premier (le quotient étant alors le corps
Z/nZ).

Pour donner un exemple moins évident, dans ’anneau k[z, y| des polyndmes
a deux indéterminées z,y sur un corps k, I’idéal (y) (des polyndémes s’annulant
identiquement sur I’axe des abscisses) est premier mais non maximal puisque
klx,y]/(y) = k[z], tandis que I’idéal (x, y) (des polyndmes s’annulant a 1’origine)
est maximal puisque k[z,y|/(z,y) = k.

Plus généralement, dans un anneau factoriel A, un idéal de la forme (f) avec
f € A, est premier si et seulement si f est nul ou irréductible (mais ce ne sont, en
général, pas les seuls idéaux premiers de A); comparer avec[I.1.14]plus bas.

Le résultat ensembliste suivant sera admis :

Lemme 1.1.6 (principe maximal de Hausdorff). Soit .%# un ensemble de parties
d’un ensemble A. On suppose que .% est non vide et que pour toute partie non
vide 7 de % totalement ordonnée par 1’inclusion (c’est-a-dire telle que pour
I,I' e T onasoit I C I'soit I D I') la réunion | J,. , I soit contenue dans un
¢lément de .7 . Alors il existe dans .# un élément M maximal pour I’inclusion
(c’est-a-dire que si I O M avec [ € % alors I = M).



Proposition 1.1.7. Dans un anneau A, tout idéal strict (=autre que A) est inclus
dans un idéal maximal.

Démonstration. Si I est un idéal strict de A, on applique le principe maximal
de Hausdorff a .# I’ensemble des idéaux stricts de A contenant /. Si .7 est une
chaine (=partie totalement ordonnée pour I’inclusion) de tels idéaux, la réunion
e I en est encore unﬂ (pour voir que la réunion est encore un idéal strict,
remarquer que 1 n’y appartient pas). Le principe maximal de Hausdorff permet de
conclure. ®

1.1.8. Un élément x d’un anneau A est dit nilpotent lorsqu’il existe n > 0 tel que
2" = 0 (un anneau dans lequel le seul élément nilpotent est 0 est dit réduit).

Proposition 1.1.9. Dans un anneau, I’ensemble des éléments nilpotents est un
idéal : cet idéal est aussi I'intersection des idéaux premiers de 1’anneau. (On
I’appelle le nilradical de 1’anneau.)

Le quotient de ’anneau par son nilradical est réduit.

Démonstration. L’ensemble des nilpotents est un idéal car si 2" = O et y" = 0
alors (z + y)?>" = 0 en développant. 11 est inclus dans tout idéal premier p, car
x™ € p (et a plus forte raison z" = 0) implique z € p par récurrence sur n.
Montrons que si 2z est inclus dans tout idéal premier, alors z est nilpotent.

Supposons que z n’est pas nilpotent. Considérons p un idéal maximal pour
I’inclusion parmi les idéaux ne contenant aucun 2" : un tel idéal existe d’apres
le principe maximal de Hausdorff (il existe un idéal ne contenant aucun z", a
savoir {0}). Montrons qu’il est premier : si z,y ¢ p, on veut voir que zy & p.
Par maximalité de p, chacun des idéauxf|p + () et p + (y) doit rencontrer {z"},
c’est-a-dire qu’on doit pouvoir trouver deux éléments de la forme f + ax et g+ by
avec f,g € peta,b € A, qui soient des puissances de z; leur produit est alors
aussi une puissance de z, donc n’est pas dans p, donc abry & p (car les trois autres
termes sont dans p), et a plus forte raison zy & p.

Enfin, dire que le quotient de A par son nilradical est réduit signifie exactement
que si une puissance d’un élément est nilpotente alors cet élément lui-méme est
nilpotent, ce qui est évident. ©

1. La réunion de deux idéaux n’est généralement pas un idéal, car siz € ITeta’ € I', la
somme x + x’ n’a pas de raison d’appartenir 2 I U I’. En revanche, si .7 est une famille d’idéaux
totalement ordonnée par I’inclusion, alors | J;. - I estunidéal :siz € Teta’ € I';ou I,I' € T,
on peut écrire soit [ C I’ soit I’ C I, et dans un cas comme dans I'autre ona x + 2’ € ;¢ & 1.

2. On rappelle que si I, J sont deux idéaux d’un anneau, ’ensemble [ + J = {u+ v : u €
I,v € J} estunidéal, c’est I'idéal engendré par I U J, c’est-a-dire, le plus petit idéal contenant [
et J ; on ’appelle idéal somme de I et J. Dans le cas particulier ot J = (x) est engendré par un
élément, c’est donc 1’idéal engendré par I U {x}.



1.1.10. Si A est un anneau integre, on définit un corps Frac(A), dit corps des
fractions de A, dont les éléments sont les symboles formels % aveca € Aetqg €

A\ {0}, en convenant d’identifier % avec Z—: lorsque aq’ = d’q (i.e., formellement,
Frac(A) estle quotient de A x (A\ {0}) par la relation d’équivalence qu’on vient
de dire) ; la structure d’anneau est définie par % + Z—: = % et % . ‘;—: = ‘;—g,/. On
a aussi un morphisme injectif A — Frac(A) envoyant a sur ¢, et on identifiera A
a son image par ce morphisme.

A titre d’exemple, Frac(Z) est Q (c’est méme la définition de ce dernier).
1.1.11. Le corps des fractions d’un anneau integre A vérifie la propriété
« universelle » suivante : si K est un corps quelconque, et ¢: A — K
un morphisme d’anneaux injectif, il existe un unique morphisme de corps
¢: Frac(A) — K (i.e., extension de corps, cf. ci-dessous) qui prolonge ¢ (i.e.,
¢(a) = ¢(a) sia € A). En effet, il suffit de définir ©(7) par p(a)/¢(q).

Ainsi, Frac(A) est engendré en tant que corps par les éléments de A

(comparer [[.2.4).

1.1.12. Le corps des fractions de ’anneau k[ti,...,t¢,] des polyndmes en n
indéterminées t1, . . ., t,, sur un corps k est appelé corps des fractions rationnelles
(ou parfois « fonctions rationnelles ») en n indéterminées tq,...,t, sur k, et
noté k(tq,...,t,).

1.1.13. Le fait suivant sera important : si k est un corps et K une k-algebre de
dimension finie integre, alors K est, en fait, un corps. En effet, une application k-
linéaire K — K injective est automatiquement bijective, et en appliquant ce fait
a la multiplication par un a € K, on voit que tout élément régulier est inversible.

1.1.14. Rappelons par ailleurs le lemme de GauB3 concernant les polyndmes
irréductibles : si A est un anneau factoriel et K son corps des fractions, alors
I’anneau Alt] des polyndmes en une indéterminée sur A est factoriel ; et par
ailleurs f € A[t] est irréductible (dans A[t]) si et seulement si f est constant
et irréductible dans A, ou bien f est irréductible dans K[t] et le pged (dans A)
des coefficients de f vaut 1 (on dit que f est primitif lorsque cette derniere
condition est vérifiée). Le point-clé dans la démonstration est de montrer que
le pged ¢ f) des coefficients d’un polyndme dans Alt], aussi appelé contenu
de f, est multiplicatif (i.e., ¢(fg) = c(f)c(g)); la décomposition en facteurs
irréductibles dans A[t] d’un élément de A[t] s’obtient alors a partir de celle de
Kt] et de celle dans A du contenu.

Notamment, le corps k[z1,...,2,] des fractions rationnelles en n
indéterminées sur un corps k est un anneau factoriel, un polyndme f €
klz1,...,2zn,t] (en n + 1 indéterminées) irréductible et faisant effectivement
intervenir ¢ est encore irréductible dans k(z,. .., 2,)[t], et réciproquement, un
polynéme irréductible dans k(z1, .. ., 2, )[t] donne un polyndme irréductible dans



k(z1, ..., Zn, t] quitte & multiplier par le pgcd des dénominateurs.

1.2 Algebre engendrée, extensions de corps

1.2.1. Si A est une k-algebre (ol k est un anneau), et (z;);c; est une famille
d’éléments de A, ’intersection de toutes les sous-k-algeébres de A contenant les x;
est encore une sous-k-algebre de A contenant les x;, c’est-a-dire que c’est la plus
petite sous-k-algeébre de A contenant les x;. On I’appelle k-algebre engendrée
(dans A) par les x; et on la note k[x;];c;. Lorsque les x; sont en nombre fini (le cas
qui nous intéressera le plus), disons indicés par 1, ..., n, on note k[, ..., x,], et
on dit que k[xy, ..., x,] est une k-algebre de type fini (en tant que k-algébre).

On prendra garde au fait que la méme notation k[z1, . .., x,] peut désigner soit

la k-algebre engendrée par x4, ..., x, dans une k-algebre A plus grande, soit
I’anneau des polyndmes a n indéterminées x4, . . . , x,, sur k. Ces conventions sont
cependant cohérentes en ce sens que I’anneau des polyndmes a n indéterminées
sur k est bien la k-algebre engendrée par les indéterminées (cf. le point suivant).
Il faut donc prendre garde a ce que sont z1, . . ., x,, quand cette notation apparait :
si aucune remarque n’est faite et que les x; n’ont pas été introduits auparavant, il
est généralement sous-entendu que ce sont des indéterminées.

1.2.2. La k-algebre engendrée par les z; dans A peut encore se décrire
concreétement comme I’ensemble de tous les éléments de A qui peuvent &étre
obtenus a partir de 1 et des x; par sommes, produits par éléments de k et
produits binaires. Autrement dit, ce sont les valeurs des polyndmes a coefficients
dans k évalués en des z;. Pour dire les choses de facon plus sophistiquée, en
supposant les x; en nombre fini pour simplifier (et indicés par 1,...,n), il existe
un unique morphisme klty, ..., t,] — A envoyant¢; sur x;, a savoir le morphisme
«d’évaluation » quiaun P € k[ty,...,t,] associe P(xy,...,2,),etk[zy, ..., x,]
est I’image de ce morphisme. On peut donc dire qu’une k-algebre de type
fini k[zq,...,x,] est la méme chose qu'un quotient de 1’algébre de polyndmes
k[t1,...,t,] (par le noyau du morphisme d’évaluation).

Pour ce qui est du cas infini : la k-algébre k[z;];c; engendrée par une
famille quelconque (x;);c; d’éléments de A est la réunion des algebres k[x;];c;
engendrées par toutes les sous-familles finies (i.e., J C [ fini) de la famille
donnée. (Autrement dit, y € A appartient a k[x;];c; si et seulement si il existe
J C I fini tel que y appartienne a k[x;];c.)

Attention : une sous-algebre d’une algebre de type fini n’est pas, en général, de

type fini. Un contre-exemple est fourni par I’anneau des polynémes f € k[z, y]
a deux indéterminées sur un corps k£ qui prennent une valeur constante sur 1’axe
des ordonnées : cette k-algebre est engendrée par 1, z, vy, xy?, x>, . . . et on peut
montrer qu’aucun nombre fini de ses éléments ne suffit a I’engendrer.



1.2.3. Une extension de corps est un morphisme d’anneaux £ — K entre corps
(c’est-a-dire que K est une k-algebre qui est un corps). Un tel morphisme est
automatiquement injectif (car son noyau est un idéal d’un corps qui ne contient
pas 1), et qui peut donc étre considéré comme une inclusion : on notera soit k C K
soit K/k une telle extension; lorsque 1’inclusion a été fixée, on dit aussi que
k est un sous-corps de K. Un corps intermédiaire a une extension £ C K,
ou encore sous-extension, est, naturellement, une extension de corps k£ C E
contenue dans K ; on dit aussi que £ C E C K est une tour d’extensions (et
de mé€me pour n’importe quel nombre de corps intermédiaires).

1.2.4. Si k C K est une extension de corps, et (z;);c; est une famille d’éléments
de K, I'intersection de tous les sous-corps de K contenant £ et les z; est encore
un sous-corps de K contenant k et les x;, c’est-a-dire que c’est le plus petit corps
intermédiaire contenant les x;. On I’appelle sous-extension engendrée (dans K)
par les z; et on la note k(x;);c;. Lorsque les z; sont en nombre fini (le cas qui
nous intéressera le plus), disons indicés par 1, ..., n, on note k(z1, ..., x,), et on
dit que k(x1, ..., x,) est une extension de k de type fini (en tant qu’extension de
corps).

On prendra garde au fait que la méme notation k(zy,...,x,) peut désigner

soit la sous-extension engendrée par x1,...,z, dans une extension K plus
grande, soit le corps des fractions rationnelles a n indéterminées 1, . . ., x, sur k.
Ces conventions sont cependant cohérentes en ce sens que le corps des fractions
rationnelles a n indéterminées sur k est bien la sous-extension engendrée par les
indéterminées (cf. le point suivant). Comme dans le cas de la k-algebre engendrée,
il faut donc prendre garde a ce que sont x4, . . . , x,, quand cette notation apparait :
si aucune remarque n’est faite et que les x; n’ont pas été introduits auparavant, il
est généralement sous-entendu que ce sont des indéterminées.

1.2.5. La sous-extension engendrée (au-dessus de k) par les x; dans K peut encore
se décrire concrétement comme I’ensemble de tous les éléments de A qui peuvent
étre obtenus a partir des éléments de £ et des x; par sommes, produits et inverses
(d’éléments non nuls). Autrement dit, ce sont les valeurs des fractions rationnelles
a coefficients dans k évalués en des x; (a condition d’étre bien définies).

Pour ce qui est du cas infini : la sous-extension k(z;);c; engendrée par une
famille quelconque (z;);c; d’éléments de K est la réunion des sous-extensions
k(x;);e; engendrées par toutes les sous-familles finies (i.e., J C [ fini) de la
famille donnée. (Autrement dit, y € K appartient a k(x;);cs si et seulement si il
existe J C [ fini tel que y appartienne a k(z;);c;.)

Contrairement au cas des algebres (cf. [[.2.2), il est bien vrai qu’une sous-
extension d’une extension de corps de type fini est de type fini. Mais ce n’est pas
évident ! (Cela sera démontré en|1.5.8|ci-dessous.)



1.3 Extensions algébriques et degré

1.3.1. Si k C K est une extension de corps et € K, on a noté (cf. k(z)
I’extension de k engendrée par x. On dira aussi que k& C k(x) est une extension
monogene (certains auteurs utilisent « simple », notamment en anglais).

On se pose la question de mieux comprendre cette extension. Pour cela, on
introduit 1’unique morphisme ¢: k[t] — K, ou k[t] est I’anneau des polyndmes
en une indéterminée ¢ sur k, qui envoie ¢ sur x, c’est-a-dire, le morphisme
« d’évaluation » envoyant P sur P(x) pour chaque P € k[t]. Le noyau de ¢
est un idéal de k[t]. Exactement I’un des deux cas suivants se produit :

— Soit ¢ est injectif (=son noyau est nul), auquel cas on dit que x est
transcendant sur k. Dans ce cas, d’apres la propriété universelle du
corps des fractions (cf. [[.I.TI), ¢ se prolonge de maniére unique en
une extension de corps k(t) — K (ou k(t) est le corps des fractions
rationnelles en 1’indéterminée ¢ sur k), envoyant P/Q) € k(t) sur
P(x)/Q(z) € K, et I'image de k(t) dans K est précisément k(x)
(cf. [1.2.5). Ceci permet d’identifier k(z) avec le corps des fractions
rationnelles en une indéterminée (i.e., de considérer x comme une
indéterminée).

— Soit le noyau de ¢ est engendré par un unique polyndme unitaire yi,, € k[t],
qu’on appelle le polynéme minimal de z, et alors x est dit algébrique (ou
entier [algébrique])[|sur k. Alors I'image k[z] de ¢ (cf. s’identifie
a k[t]/(u.), une k-algebre de dimension deg 1, finie sur k, qu’on appelle le
degré de x ; mais comme k[x] est intégre (puisque c’est une sous-algebre
d’un corps), et de dimension finie, c’est un corps (cf. [I.I.13) : on a donc
k(x) = k[x] = k[t]/(u,) dans cette situation. De plus, le polyndme 1, est
irréductible dans k[t] (sans quoi on aurait deux éléments dont le produit
est nul dans K)).

On remarquera que les éléments de k& eux-mémes sont exactement les algébriques
de degré 1 sur k. On remarquera aussi que si & C £/ C K, alors le polyndéme
minimal d’un x € K sur £’ divise celui sur k& (car ce dernier annule x et est a
coefficients dans k& donc dans £').

1.3.2. La dichotomie décrite ci-dessus admet une sorte de réciproque : d’une part,
si ¢ est une indéterminée, alors dans k(t) (le corps des fractions rationnelles)
I’élément t est bien transcendant sur k£ (en fait, toute fraction rationnelle non
constante est transcendante sur k); d’autre part, si 4 est un polyndme unitaire
irréductible sur k, alors k[t]/(1) est une k-algébre de dimension finie intégre
donc (cf. une extension de corps de k dans laquelle la classe x := t de

3. Les termes « algébrique » et « entier [algébrique] » sont synonymes au-dessus d’un corps
puisque tout polyndme peut étre rendu unitaire en divisant par le coefficient dominant; sur un
anneau, la notion d’élément entier [algébrique] se comporte généralement mieux.



I’indéterminée ¢ est algébrique de polyndme minimal p : ce corps k(z) = k[t]/(u)
est appelé corps de rupture du polyndme irréductible p sur &k (lorsque y n’est pas
unitaire, on peut encore parler de corps de rupture quitte a diviser par le coefficient
dominant ; en revanche, I’irréductibilité est essentielle), et il va de soi que le corps
de rupture coincide avec k si et seulement si p est de degré 1 (précisément, si
pu =t — aalors I'élément x := ¢ de k(x) = k[t]/(n) s’identifie avec a € k).
1.3.3. Une extension de corps k C K est dite algébrique lorsque chaque élément
de K est algébrique sur k. On dit aussi que K est algébrique « au-dessus de » &
ou « sur » k.

Un corps k est dit algébriquement clos lorsque la seule extension algébrique
de k est k lui-mé&me : d’apres les remarques précédentes, cela revient a dire que
les seuls polyndmes unitaires irréductibles dans k[t] sont les ¢ — a.

A titre d’exemple, le corps C des nombres complexes est algébriquement clos
(« théoreme de D’ Alembert-Gaul} »).

1.34. Si k£ C K est une extension de corps, on peut considérer KX comme un
k-espace vectoriel, et sa dimension (finie ou infinie) est notée [K : k] et appelée
degré de I’extension. Une extension de degré fini est aussi dite finie (ainsi, on
pourra dire simplement que K est « fini sur k£ » pour dire que son degré est fini).
Il va de soi qu’une sous-extension d’une extension finie est encore finie.

Il résulte de I’identification de k(x) a k[t]/(u.) que, si x est un élément
algébrique sur k, alors [k(z) : k| est fini et égal au degré degu, =: deg(x)
de x. A contrario, si x est transcendant, alors [k(x) : k] est infini. En particulier,
on a montré que : [’extension monogene k C k(x) est finie si et seulement si x est
algébrique sur k.

1.3.5. On aura également besoin du fait que si £ C K C L sont deux extensions
imbriquées alors [L : k] = [K : k] [L : K] (au sens ot le membre de gauche est
fini si et seulement si les deux facteurs du membre de droite le sont, et dans ce
cas leur produit lui est égal). Cela résulte du fait plus précis que si (x;);cs est une
k-base de K et (y;);cs une K-base de L, alors (x;y;) (i, j)crx. €st une k-base de L
(vérification aisée).

1.3.6. Les faits suivants sont a noter :

(1) Une extension de corps engendrée par un nombre fini d’éléments
algébriques est finie (en effet, si x1,...,x, sont algébriques sur k, alors chaque
extension k(xq,...,2,.1) C k(xy,...,z;) est monogene algébrique, donc finie,
donc leur composée est finie).

(1bis) En fait, sous ces conditions, on peut €tre un peu plus précis :
k(xi,...,z,) a une base comme k-espace vectoriel formée de mondmes en les
x1,...,x, (c’est-a-dire d’expressions de la forme x" - - - 7). Ceci découle de la
description de la base donnée en appliquée au fait que chaque k(z,...,x;)
a une base sur k(xy,...,r; 1) formée des puissances de z; (jusqu’au degré de



celui-ci exclu).

(2) Une extension £ C K est finie si et seulement si elle est a la fois algébrique
et de type fini. (Le sens « si » résulte de I’affirmation (1) ; pour le sens « seulement
si », remarquer que pour tout x € K, I’extension k& C k(x) est finie donc
algébrique, et qu'une base de K comme k-espace vectoriel engendre certainement
K comme extension de corps de k.)

(3) Une extension de corps engendrée par une famille quelconque d’éléments
algébriques est algébrique (en effet, si K = k(x;);c; ety € K, alors, cf.
y appartient a k(x;);cs pour une sous-famille finie des z;, et d’apres le (1), cette
extension est finie sur k£ donc k(y) I’est, c’est-a-dire que y est algébrique sur k).
Concretement, donc, les sommes, différences, produits et inverses de quantités
algébriques sur £ sont algébriques sur £.

(4)Sik C Ket K C L sontalgébriques alors £ C L I’est (en effet,siy € L,

etsixy,...,x, € K sontles coefficients du polyndme minimal de y sur K, alors
y est algébrique sur k(xy,...,x,), qui est une extension finie de k d’apres (1),
donc k(xy,...,x,,y) est une extension finie de k(xy,...,x,) donc de k, donc

k(y) est une extension finie de k, donc y est algébrique sur k).

1.3.7. L’observation (3) ci-dessus entraine que si k& C /K est une extension de
corps, I’extension de k£ engendrée par tous les éléments de K algébriques sur £ est
tout simplement I’ ensemble de tous les €léments de K algébriques sur k, c’est-a-
dire que cet ensemble est un corps, qui est manifestement la plus grande extension
intermédiaire algébrique sur % : on I’appelle la fermeture algébrique de & dans K
(la précision « dans K » est importante).

Si c’est précisément k, on dit que k£ est algébriquement fermé dans K :
autrement dit, cela signifie que tout élément de /K est soit transcendant
sur k soit élément de k (=algébrique de degré 1). Un corps algébriquement
clos est algébriquement fermé dans toute extension, mais un corps peut €tre
algébriquement fermé dans une extension sans pour autant étre algébriquement
clos (par exemple Q dans le corps Q(t) des fractions rationnelles).

D’apres (4) ci-dessus, la fermeture algébrique de k£ dans K est algébriquement
fermée dans K.

1.3.8. On peut aussi remarquer le fait suivant : si K est algébrique au-dessus de £,
alors K (t1,...,t,) ot les t; sont des indéterminées (ou, de fagon équivalente, des
éléments algébriquement indépendants sur /' d’un corps plus gros, cf. est
algébrique sur k(ty, ..., t,). (Eneffet, K(tq,...,t,) estengendré sur k(ty, ..., t,)
par tous les éléments de K, qui sont algébriques sur k, donc certainement aussi

sur k(tq, ..., t,), et on applique 3).)
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1.4 Extensions linéairement disjointes

(On pourra se référer a[2.5.§| plus bas pour une réinterprétation des résultats
de cette section.)

Définition 1.4.1. Si &k C K et k C L sont deux extensions contenues dans une
méme troisieme M, on dit qu’elles sont linéairement disjointes lorsque toute
famille d’éléments de K linéairement indépendante sur & est encore linéairement
indépendante sur L quand on la voit comme une famille d’éléments de M. (1l
suffit, bien siir, de le tester pour des familles finies.)

1.4.2. Remarquons que K U L = k dans ces conditions (car si ¢ € K n’est pas
dans k, il est linéairement indépendant avec 1 sur k, donc il le reste sur L, et ne
peut pas appartenir a L).

La condition d’étre linéairement disjointes est cependant plus forte : par
exemple, Q(+/2) et Q((+/2), out ¢ est une racine primitive cubique de 1’unité
(disons exp(2i7/3) dans les complexes) ont pour intersection Q dans Q(, v/2)
(ou dans les complexes), et pourtant elles ne sont pas linéairement disjointes
(vérifier que 1, v/2, v/4 sont linéairement indépendants sur Q mais que ({+/2)? x

14 (C¥2) x V2 +1 x VA =0).

La définition de la relation d’€tre linéairement disjointes n’est pas symétrique.
Elle I’est cependant :

Proposition 1.4.3. La propriété pour deux extensions contenues dans une méme
troisieme d’étre linéairement disjointes est symétrique.

Démonstration. Supposons k C K et k C L linéairement disjointes comme
on vient de le définir : on veut inverser le role de L et K. Soient yy,...,y,
des éléments de L linéairement indépendants sur k. Supposons que pour certains
x1,...,T, de K non tous nuls, on ait x1y; + - -+ + .y, = 0 dans M. Quitte a
réordonner les x;, on peut supposer que x1, . . ., T, sont linéairement indépendants
sur k (avec r > 1) et que z,41,...,%, en sont des combinaisons k-linéaires,
disons x; = Y, cijx; pour i > r avec ¢;; € k. Larelation Y1 zy; =
0 devient donc ) 7, ziyi + > ;.4 Z§=1 cijxjy; = 0, soit, en regroupant :
> i (y;+> 1,11 ¢ijyi)x; = 0. Par indépendance linéaire des z; sur k donc sur
Loonay;+Y +1 Cij¥i = 0 pour chaque j < r, ce qui contredit I'indépendance
linéaire des y; sur L. ©

Proposition 1.4.4. Soient £ C K et k C L deux extensions contenues dans une
méme troisiéme )/, et soit (v;) une base de K comme k-espace vectoriel. Alors
K et L sont linéairement disjointes si et seulement si (v;) est encore linéairement
indépendante sur L quand on la voit comme une famille d’éléments de M.
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Démonstration. La nécessité (« seulement si ») fait partie de la définition des
extensions linéairement disjointes appliquée a la base (v;). Montrons la suffisance.
Pour cela, soit x4, ..., z, des éléments de K linéairement indépendants sur k, et
soient vy, . .., v, les éléments de la base qui interviennent dans 1’écriture des x;.
On peutécrirexz; = Y .-, ¢; juj avec ¢; j € k. Le fait que les z; soient linéairement
indépendants signifie exactement que la matrice des ¢; ; a rang n. Mais le rang
d’une matrice ne dépend pas du corps sur lequel on la considere, si bien qu’elle
a aussi rang n quand on la voit comme une matrice a coefficients dans L : comme
par hypothese les vy, ..., v, vus comme des éléments de M sont linéairement
indépendants sur L, ceci implique que les z; = > " ¢ ;jv; vus comme des
éléments de M sont eux aussi linéairement indépendants sur L. On a donc bien
prouvé que K et L sont linéairement disjointes. ©

1.4.5. Lorsque £k C K et k C L sont deux extensions contenues dans une méme
troisieme M, on appelle composé des corps K et L le sous-corps de M engendré
par K et L, autrement dit k(K U L) = K(L) = L(K), et on le note K.L.
Il faut prendre garde au fait que ’extension composée n’a de sens que si les
deux extensions sont contenues dans une méme troisieme (en changeant les
plongements de K et L dans M on peut changer K. L en un corps non isomorphe).

Proposition 1.4.6. Si £ C K est une extension algébrique et & C L une
extension quelconque, toutes les deux contenues dans une méme extension M,
alors I’extension composée K. L est le sous-k-espace vectoriel de M engendré par
les produits xy avec x € K ety € L.

Démonstration. Soit V' le sous-k-espace vectoriel de M engendré par les produits
xy avec + € K ety € L, autrement dit I’ensemble des ). x;y; (sommes
finies) avec x; € K et y; € L (les coefficients dans k& peuvent s’absorber
dans les z; ou les y;). Il est trivial que V' C K.L, et pour prouver I’inclusion
contraire il suffit de montrer que V' est bien un corps. En développant les produits
(> ways) Qo 25ys) = 32, ;(wi) (yiy;) on voit que V' est stable par produit : c’est
donc une algebre sur £ ou K ou L comme on préfere. Comme V' est un sous-
anneau de M, qui est un corps, il s’agit d’un anneau integre.

Dans le cas ou [K : k] < oo, le L-espace vectoriel V' est également de
dimension finie, car une famille génératrice (v;) de & comme k-espace vectoriel
est encore génératrice de I comme L-espace vectoriel (en effet, si tout élément de
K peut s’écrire ) _; c;v; pour certains ¢; € k, alors tout €lément de V' peut s’écrire
> (30 i)y = 30,305 €ijyi)vy), et d’apres[l.1.13 on en déduit que V' est un
corps. On a donc obtenu le résultat annoncé pour Ie cas ou [K : k| < oc.

En général, si z € V n’est pas nul, on peut écrire z = ) . x;; pour certains
x; € Kety;, € L. Soit Ky ’extension de k£ engendrée par les z; : ’hypothese
selon laquelle K est algébrique entraine que [Kj : k] < oo (cf. 1)), et on
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az € Ky.L. Dapres le cas précédemment traité, tout élément de K,.L, et en
particulier 2!, appartient au sous-k-espace vectoriel V; de M engendré par les
produits xy avec v € Kyety € L,etonabiensirVy C V.Donc 27! € VetV
est bien un corps. ®

Proposition 1.4.7. Si £ C K et k C L sont deux extensions linéairement
disjointes contenues dans une mé€me troisieme, et si I’'une des deux est algébrique,
alors toute base de K sur k est encore une base de K.L sur L.

Démonstration. Soit (v;) une base de K comme k-espace vectoriel. D’apres la
définition de la relation d’étre linéairement disjointes, les (v;) vus dans K.L sont
linéairement indépendants sur L. Mais d’apres la proposition tout élément
de K.L peut s’écrire sous la forme d’une somme finie ZZ x;y; pour des x; € K
et y; € L, et on peut réécrire x; = ) ¢; ju; done D wiyi = 3, (D0, ¢ijvi)yi =
>_;(>_; cijyi)v; appartient au L-espace vectoriel engendré dans KL par les (v;),
c’est-a-dire que ceux-ci sont générateurs, et finalement sont une base de K.L. ©

1.4.8. En particulier, dans les conditions de la proposition ci-dessus, on a [K.L :
L] = [K : k], etd’apres[l.3.5]on aaussi [K.L : k] = [K : k] - [L : k].

Réciproquement, si pour deux extensions £ C K et k& C L contenues dans
une méme troisiéme on a I'égalité [K.L : L| = [K : k| finie (notons que
si ala fois kK C K et k C L sont finies, il revient au méme de supposer
[K.L: k] =[K :k]-[L : k), on peut considérer une base (finie !) de X' comme
k-espace vectoriel, qui, d’apres engendre /.L, comme L-espace vectoriel,
donc en est une base puisqu’elle a la bonne taille : d’apres [1.4.4] ceci assure que
K et L sont linéairement disjointes.

Proposition 1.4.9. Soit £ C K une extension de corps, et ti,...,t, des
indéterminées. Alors les extensions k C K et k C k(ty,...,t,) sont linéairement
disjointes dans K (t1,...,t,), i.e., toute famille k-linéairement indépendante de
K est encore linéairement indépendante sur k(t1, ..., t,) (dans K (t1,...,t,)). Si
de plus K est algébrique sur k, alors toute base de K comme k-espace vectoriel
est une base de K (t1,...,t,) comme k(t,...,t,)-espace vectoriel.

Démonstration. Soit (u;);ec; une famille k-linéairement indépendante de K :
montrons qu’ils sont linéairement indépendants sur k(¢1,...,%,). Si on a une
relation de dépendance linéaire non triviale > jesGu; = 0 dans K (t1, ... tn)
avec les ¢; dans k(t,...,t,) tous nuls sauf un nombre fini, les ¢; sont des
fractions rationnelles ; cette méme relation est valable si on multiplie les c; par un
dénominateur commun, si bien qu’on peut supposer que les ¢; sont des polyndmes
enty,...,t,;quitte a diviser autant de fois que nécessaire par chaque ¢; qui divise
tous les c;, on peut supposer que le ¢; ne s’annulent pas tous a 1’origine (i.e., quand
on remplace tous les ¢; par 0) : mais alors, en les évaluant a I’origine (i.e., en
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remplacgant tous les ¢; par 0), on obtient une relation de dépendance linéaire non-
triviale sur £, qui est censée ne pas exister. Ceci montre la premiere affirmation.
La seconde découle de ©

1.5 Bases et degré de transcendance

Définition 1.5.1. Si £ C K est une extension de corps, une famille finie
x1,...,x, d’éléments de K est dite algébriquement indépendante (il serait plus
logique de dire « collectivement transcendante ») sur k lorsque le seul polyndme
P € k[ty,...,t,] a coefficients dans k et tel que P(xq,...,x,) = 0 (relation
de « dépendance algébrique » sur k entre les x;) est le polyndme nul ; autrement
dit, lorsque le morphisme « d’évaluation » k[ty,...,t,] — K (avec k[ty,. .., t,]
I’anneau des polyndmes en n indéterminées) envoyant P sur P(xq,...,z,) est
injectif. En particulier, chacun des x; est transcendant sur % ; et un unique élément
x de K est algébriquement indépendant sur £ si et seulement si il est transcendant
sur k.

On dit d’une famille infinie (z;);c; d’éléments de K qu’elle est
algébriquement indépendante sur £ lorsque toute sous-famille finie d’entre eux
I’est (i.e., il n’existe pas de relation de dépendance algébrique entre les x;, c’est-
a-dire entre un nombre fini d’entre eux).

Une famille (z;);c; d’éléments de K est appelée base de transcendance de K’
sur k lorsqu’elle est algébriquement indépendante sur k et que K est algébrique
au-dessus de 1’extension k(z;);c; de k engendrée par les ;.

1.5.2. 11 est trivialement le cas que ¢4, ..., ¢, sont algébriquement indépendants
si ty,...,t, sont des indéterminées, c’est-a-dire, si k(ty,...,t,) est le corps
des fractions rationnelles en n indéterminées. Réciproquement, si xy,...,x,
sont algébriquement indépendants, alors k(x1,...,z,) s’identifie au corps des
fractions rationnelles en n indéterminées comme dans le cas n = 1 déja vu

en ci-dessus (en envoyant P/Q, avec P,Q € kl[ty,...,t,] et Q # 0, sur
P(zy,...,2,)/Q(x1, ..., 2p)).

(On peut encore dire la méme chose pour un nombre infini de x;, a condition
de définir le corps des fractions rationnelles en un nombre infini d’indéterminées,
comme « réunion », techniquement la limite inductive, des corps de fractions
rationnelles sur une sous-famille finie quelconque d’entre elles.)

1.5.3. Lorsque les (x;);c; sont algébriquement indépendants, on dit aussi que
I’extension k C k(z;);c; est transcendante pure : autrement dit, une extension
transcendante pure est un corps de fractions rationnelles en un nombre quelconque
(peut-étre infini, cf. ci-dessus) de variables.

La question de déterminer si une extension de corps est transcendante pure
peut étre extrémement difficile ; a titre d’exemple, le corps R(z,y : 2% +y* — 1)
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des fractions de Rz, y]/(2% + y* — 1) est une extension transcendante pure de
R, car il est en fait isomorphe a R(t) out t = %5 (de réciproque » = }jr—g et
Yy = 1_%;2) : on reviendra sur cet exemple en @

Certains auteurs disent parfois par abus de langage (ces notes tacheront de
I’éviter) que k£ C k(xy,...,x,) est transcendante pure pour dire en fait que les
x1,...,T, sont algébriquement indépendants. L’exemple ci-dessus montre que
c’est abusif; cependant, on verra que ce ne 1’est plus si on sait que le degré de
transcendance est bien n.

Si (z;)es est une base de transcendance de K sur k, celle-ci « décompose »
I’extension & C K en deux : I’extension k C k(z;);c; est transcendante pure, et

I’extension k(z;);c; C K est algébrique.

Proposition 1.5.4. Soit £ C K une extension de corps.

(1a) Toute famille algébriquement indépendante sur &£ d’éléments de K se
complete en une base de transcendance de K sur k. (Ceci s’applique notamment
a la famille vide, donc il existe toujours une base de transcendance de K sur k.)
(1b) De toute famille qui engendre K en tant qu’extension de corps de k, ou méme
qui engendre un corps intermédiaire £ au-dessus duquel K est algébrique, on peut
extraire une base de transcendance.

(2) Lemme d’échange : Si zq, . . ., z, est une base de transcendance finie de K
sur k et t un élément de K tel que 21, . . ., 24, t soient algébriquement indépendants
sur k (pour un certain ¢, qui peut étre 0), alors il existe j entre £ + 1 et n tel qu’en
remplagant z; par ¢ dans la base de transcendance z1, . .., z, on obtienne encore
une base de transcendance.

(3) Deux bases de transcendance de K sur k ont toujours le méme cardinal.

Démonstration. (la) Le principe de maximalité de Hausdorff (I.1.6) appliqué
a I’ensemble .# des familles algébriquement indépendantes sur k) montre
que toute famille algébriquement indépendante est contenue dans une famille
algébriquement indépendante maximale. Montrons qu’une telle famille est une
base de transcendance : si (z;);c; est une famille algébriquement indépendante
maximale, on veut donc prouver que K est algébrique sur k(z;);cr; pour cela,
soit ¢ € K, on veut montrer qu’il n’est pas transcendant sur k(z;);c;. Mais s’il
I’est, on observe que la famille obtenue en rajoutant ¢ & la famille (x;);<; est encore
algébriquement indépendante : en effet, si on avait un polyndéme P(¢, x;,, ..., x; )
qui I’annulat, en considérant P comme polyndme de la seule variable ¢ (dont il
dépend effectivement, sinon il donnerait une relation de dépendance algébrique
sur k entre les x;, chose qui n’existe pas) on contredirait la transcendance de ¢ sur
k(x;);er. Par maximalité de (x;);c;, ceci ne peut pas se produire : donc K est bien
algébrique sur k(z;);cs et (x;);c; est une base de transcendance.

(1b) Soit maintenant (z;);c; une famille génératrice (i.e., K = k(z;);cs) ou
telle que K soit algébrique sur £/ = k(x;);c : soit [ une partie maximale de J telle
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que (x;);e; soit algébriquement indépendante (de nouveau on utilise le principe de
maximalité), et on va montrer qu’il s’agit d’une base de transcendance. Si ce n’est
pas le cas, I’extension K de k(z;);c; n’est pas algébrique, donc (cf. 3)) elle
ne peut pas €tre engendrée uniquement par des éléments algébriques, autrement
dit il existe j € .J (et évidemment j ¢ I) tel que x; soit transcendant sur k(z;)er,
et par ce qu’on vient d’expliquer la famille obtenue en rajoutant j a / contredit la
maximalité de /.

(2) Soit zq,...,2, une base de transcendance (finie) et ¢ € K tel que
21,..., 2t solent algébriquement indépendants. Puisque ¢ € K est algébrique
sur k(z1,...,2,), on peut trouver une relation de dépendance algébrique
P(t,z1,...,2,) = 0; comme z1,..., 2,1 sont algébriquement indépendants par
hypothese, le polyndme P ne peut pas dépendre que de ces variables, donc il doit
faire intervenir z; pour un certain j entre ¢ + 1 et n. Soit 2] défini par 2, = z;
sii # jetz; =t Larelation P(t,2,...,2,) = 0, ou, quitte a échanger deux

/

variables, P(z;, z1, . .., z;,) = 0, se lit aussi comme affirmant que z; est algébrique
!/ /

sur k(z], ..., 2)) :il s’ensuit que K est algébrique sur k(z], ..., 2)) (puisqu’il est
algébrique sur k(z1, ..., z,) et qu'on vient de voir que ce dernier est algébrique
sur k(z1,...,2.), cf. (3) et (4)). D’autre part, les z. sont algébriquement
indépendants : car s’ils ne I’étaient pas, comme les 21, .. ., z, le sont, une relation
Q(21; - -+, 2,) = 0 ferait intervenir 2 = ¢, c’est-a-dire que ¢ serait algébrique sur
les autres z;, donc z; serait algébrique sur les z; = z; pour ¢ # j (vu qu’on sait
déja qu’il est algébrique sur tous les 2/), or par hypothese ce n’est pas le cas. On a
bien prouvé que les 2/ forment une base de transcendance de K sur k.

(3) Tout d’abord, s’il existe une base de transcendance finie z1, ..., z,, alors
toute famille algébriquement indépendante x4, ..., x, vérifie n’ < n. En effet,
si n’ > n, le lemme d’échange permet de remplacer un des z;, mettons z;, par
x1, puis un des z; autre que z;, mettons z,, par x, et ainsi de suite, toujours en
obtenant des bases de transcendance. Finalement, on voit que x4, ..., z, est une
base de transcendance, contredisant le fait supposé que les x; pour n < i < n’ sont
encore transcendants dessus. (Ici, on a supposé la famille z1, . . . , x, finie, mais de
facon générale on voit que toute sous-famille finie d’une famille algébriquement
indépendante doit avoir au plus n éléments donc toute famille algébriquement
indépendante est finie.)

Enfin, si on a une base de transcendance infinie (z;);c;, d’aprés ce qu’on
vient de voir, toute autre base de transcendance (y;);cs est également infinie;
par ailleurs, tout élément y; de K est algébrique sur le sous-corps engendré par
une sous-famille finie des z;, donc on a une application de J vers les parties finies
de I telle que I’'image réciproque d’une partie finie donnée de [ soit finie, et ceci
prouve bien que [ et J ont méme cardinal (en utilisant le fait que, pour [ infini, /
est équipotent a I’ensemble de ses parties finies). ©
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Définition 1.5.5. Si £ C K est une extension de corps, le cardinal d’une base de
transcendance de K sur k£ (dont on vient de montrer qu’il ne dépend pas du choix
de celle-ci) s’appelle degré de transcendance de K sur £ et se note deg. tr; (K).

On remarquera que le degré de transcendance vaut 0 si et seulement si
I’extension est algébrique.

Proposition 1.5.6. Si & C K C L est une tour d’extensions, alors deg. tr, (L) =
deg. tr (K) + deg. try (L).

Démonstration. Si (x;);cr est une base de transcendance de K sur k et (y;) e de
L sur K, alors leur réunion (évidemment disjointe !) est une base de transcendance
de L sur k : en effet, d’une part, une relation de dépendance algébrique sur £
entre les x; et les y; est a fortiori une relation de dépendance algébrique sur /X
entre les y;, qui n’existe pas, c’est-a-dire plus exactement qui ne peut pas faire
intervenir les y;, donc est une relation de dépendance algébrique sur £ entre les z;,
qui n’existe pas non plus, c’est-a-dire plus exactement qu’elle est nulle, et ceci
montre que la réunion considérée est algébriquement indépendante ; d’autre part,
L est algébrique sur K (y;), qui est lui-mé&me algébrique sur k(x;);er(y;) es car K

Iest sur k(x;);er (cf.|1.3.8)), donc L est algébrique sur k(x;,y;) (cf. 4)). ©

Proposition 1.5.7. Soit k' C k' C K est une tour d’extensions avec k'
algébrique sur k : alors si (x;);c; est une famille d’éléments de K algébriquement
indépendants sur £, ils le sont encore sur k’. De plus, dans ces conditions, toute
base de k' comme k-espace vectoriel est encore une base de k'(z;);er sur k(z;)icr,
et notamment, [k’ (x;)ics : k(x;)ier] = [k : K.

Démonstration. Montrons la premiere affirmation. D’apres la définition de
I’indépendance algébrique d’une famille infinie, il suffit de la prouver pour un
nombre fini x4, ..., z,, d’éléments.

D’apres [1.5.4(1b), on peut extraire de z1, ..., x, une base de transcendance

de k'(xy,...,x,) surk/,disons x1, . . ., x,. Ainsi, &' (xq, . . ., x,) est algébrique sur
K (xy,...,x.);0r k' (x1,...,2,)estalgébrique sur k(z1, ..., z,.) (cf.]1.3.8) ; donc
E'(z1,...,x,), et en particulier k(xq,...,x,), est algébrique sur k(xy, ..., z,),

ce qui n’est possible que pour n = r d’apres [1.5.4(3). Donc z1,...,z, sont
algébriquement indépendants sur £’.

(Variante en utilisant [1.5.60 : On a deg.tr, k' (z1,...,2,) =
deg. try, k(z1, ..., x,) + deg. try, . K'(71,...,1,), ol le premier terme vaut
n par hypothese et le second vaut 0 de nouveau parce que k'(xy,...,z,) est al-

gébrique sur k(xy,...,x,) (cf. : ceci montre deg. try k' (zy,...,2,) = n.
Mais on a aussi deg. try, k'(z1,...,x,) = deg.tr, k' + deg. try, k' (x1,...,z,),
et de nouveau deg. tr, k' = 0 : ceci montre deg. try, k'(x1,...,z,) = n. C’est
donc que xy,...,x, est une base de transcendance de k'(z1,...,z,) (d’apres
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[1.5.4] (1b) et (3)). En particulier, 1, ..., x, sont algébriquement indépendants
sur £.)

Pour ce qui est de la derniere affirmation, elle découle de (au moins dans
le cas d’un nombre fini de x; ; mais comme tout élément de k(z;);c; ou k(x;);cr ne
fait intervenir qu’un nombre fini des z;, le cas général se ramene au cas fini). ©

Proposition 1.5.8. Si £k C E C L et si L est de type fini sur k (ie., L =
k(z1,...,z,) pour un nombre fini d’éléments x4, . .., x, de L), alors E ’est aussi.

Démonstration. On a vu deg. tr,(L) = deg. tr,(E) + deg. tr(L) : cette quantité

étant finie, les deux termes de droite sont finis. Si ,...,%,. est une base de
transcendance de E sur k, quitte a remplacer k par k(t1, . .., t,), on peut supposer
E algébrique sur k, et on veut montrer que F est finie sur k.

Supposons maintenant . = k(zy,...,x,) avec xi,...,z, une base de

transcendance de L sur k (possible, quitte a renuméroter, d’apres [1.5.4(1b)). On
a[L: k(zy,...,2,)] < oo d’apres [1.3.6(1), et en particulier [E(x1,...,z,) :
k(x1,...,z,)] < 0o.Ord’apres[L.5.7} [E(z1, ..., 2,) t k(z1,...,2,)] = [E : k] :
on a bien [E : k| < oo comme annoncé. ©

1.6 Corps de rupture, corps de décomposition, cloture
algébrique

Définition 1.6.1. Soit K un corps et 1 € K]Jt| un polyndme irréductible. On
appelle corps de rupture de  sur K une extension K C L telle que ;4 admette
une racine = dans K pour laquelle L = K (z). (Bien siir, i est alors le polyndme
minimal de = sur K.)

On a déja introduit le terme « corps de rupture » en [1.3.2] mais il s’agit bien
de la mé€me notion, plus précis€ément :

Proposition 1.6.2. Soit K un corps et ;1 € K[t] un polynéme irréductible. Alors :
(1) il existe un corps de rupture de p sur K, a savoir K[t]/(u). (2) Si K C Lestun
corps de rupture de p sur K avec L = K(x), et si K C L’ est une extension dans
laquelle 1« a une racine 2/, alors il existe un unique morphisme de corpsﬂ L—1L
qui soit I’identité sur K et envoie x sur z’. (3) Si en outre K C L’ est aussi un
corps de rupture de p sur K, le morphisme en question est un isomorphisme ;
autrement dit : si K C L et K C L’ sont deux corps de rupture de p sur K
avec L = K(x) et L' = K(2'), il existe un unique morphisme L. — L’ qui soit
I’identité sur K et envoie x sur 2, et ¢’est un isomorphisme ; notamment, deux
corps de rupture de p sur K sont isomorphes.

4. On rappelle qu’un morphisme de corps est automatiquement injectif.
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Démonstration. L affirmation (1) a déja été démontrée en [1.3.2] en appelant x
la classe de ¢ dans K'[t]/(u). Pour ce qui est de (2), il suffit de le prouver pour
L = K[t]/(u), or le morphisme L — L’ recherché doit provenir d’un morphisme
K|[t] — L' envoyant ¢ sur z’, ce morphisme existe bien et est unique (il s’agit
de I’évaluation en z’), et il passe au quotient de facon unique (puisque z’ a pour
polyndme minimal p sur K). Enfin, pour ce qui est de (3), le morphisme est un
isomorphisme (i.e., est surjectif) puisque son image est un corps contenant i et
' etquona L' = K (). ©

Définition 1.6.3. Soit K un corps et f € K]Jt] un polynéme quelconque. On
appelle corps de décomposition de f sur K une extension KX C L telle que f
soit scindé (=completement décomposé) sur L, i.e., f = c¢[[_,(t — z;) (avec ¢
le coefficient dominant de f, et xq,...,x, ses racines avec multiplicité) et que
L=K(xy,...,x,).

On définit de méme la notion de corps de décomposition sur /' d’une famille
(fi) quelconque de polyndmes : il s’agit d’une extension de K dans laquelle tous
les f; sont scindés, et qui est engendrée (en tant que corps, cf. par I’ensemble
de toutes les racines de tous les f;.

Proposition 1.6.4. Soit K un corps et f € K][t| un polyndme. Alors : (1) 1l
existe un corps de décomposition de f sur K. (2) Si K C L est un corps de
décomposition de f sur K, et si K C L’ est une extension dans laquelle f est
scindé, il existe un morphisme de corps L — L’ qui soit I’identité sur K ; de plus,
(2b) dans les conditions, si f est irréductible, et si x et =’ sont une racine de f
dans L et L' respectivement, on peut de plus choisir I’isomorphisme pour envoyer
x sur z’. (3) Sien outre K C L’ est aussi un corps de décomposition de f sur K,
tout morphisme comme en (2) est un isomorphisme ; autrement dit : si X C L et
K C L' sont deux corps de décomposition de f sur K, il existe un morphisme
L — L' qui soit I’identité sur K, et un tel morphisme est un isomorphisme ;
notamment, deux corps de décomposition de f sur K sont isomorphes.

Démonstration. Pour montrer (1), (2) et (2b), on procede par récurrence sur le
degré de f. Si deg f = 1, toutes les affirmations sont triviales (K lui-méme est
un corps de décomposition de f sur K, et c’est le seul). Sinon, soit f; un facteur
irréductible de f sur K (qui est f lui-méme si f est irréductible) et soit £ le corps
de rupture de f;, dans lequel f; admet une racine, disons x1, et si on cherche a
prouver (2b) on prendra x; = x : comme x; est racine de f dans F, on peut écrire
f = (t—x1)fo dans EJt], avec deg fo < deg f =: n, ce qui permet par récurrence
d’appliquer les conclusions a f5.

Pour montrer (1), on utilise I’hypothese de récurrence pour construire un corps
de décomposition L de fo sur F : disons L = E(xs,...,x,) avec Ty, ..., T, les
racines de fo, et il est clair que f est scindé sur L eton a L = K(xy,...,z,),
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donc L est un corps de décomposition de f sur K. Pour montrer (2) et (2b), soit
' une racine de f dans L’ : d’apres[1.6.2(2), il existe un unique plongement de F
dans L' envoyant z; sur ' : quitte a identifier £/ a son image, on peut considérer
qu’il s’agit de I’identité ; comme L est un corps de décomposition de f, sur F,
par I’hypothese de récurrence, il existe un morphisme L — L’ qui soit I’identité
sur F/, donc sur K, ce qui prouve (2), et ce morphisme envoie x; sur x’ (on les a
identifiés), ce qui prouve aussi (2b).

Enfin, pour ce qui est de (3), le morphisme est un isomorphisme (i.e., est
surjectif) puisque son image est un corps contenant /K et toutes les racines
xy,...,x) de fdans L',orona L = K(x},...,20). ©

n

On peut obtenir I’existence et 1’unicité du corps de décomposition d’une
famille finie de polyndmes en appliquant le résultat ci-dessus a leur produit
(puisque visiblement, scinder f1, ..., f, revient a scinder leur produit f; - -- f,).
Le méme résultat vaut pour un nombre possiblement infini de polyndmes :

Proposition 1.6.5. Soit K un corps et (f;) une famille quelconque d’éléments
de K [t]. Alors : (1) Il existe un corps de décomposition des f; sur K. (2) Si K C L
est un corps de décomposition des f; sur K, et si K C L' est une extension dans
laquelle tous les f; sont scindés, il existe un morphisme de corps L. — L’ qui soit
I’identité sur K ; de plus, (2b) dans les conditions, si un des f; est irréductible, et
si x et 2’ sont une racine de f; dans L et L’ respectivement, on peut de plus choisir
I’isomorphisme pour envoyer = sur x’. (3) Si en outre K C L' est aussi un corps de
décomposition des f; sur K, tout morphisme comme en (2) est un isomorphisme ;
autrement dit : si K C L et K C L' sont deux corps de décomposition des
fi sur K, il existe un morphisme L — L’ qui soit I’identité sur K, et un tel
morphisme est un isomorphisme ; notamment, deux corps de décomposition des
fi sur K sont isomorphes.

Esquisse de démonstration. Le (1) se montre comme [[.6.4(1) avec un argument
de passage a I'infini : pour chaque polyndme f; € K]t], on construit un corps
de décomposition de ce polyndme au-dessus de tous les corps de décomposition
précédemment obtenus, et tous ces corps sont algébriques d’apres 3) et (4).
Le (2) et (2b) se montrent comme [[.6.42), de nouveau en passant a I’infini :
quitte a supposer que L a été construit comme on vient de 1’indiquer, pour chaque
polynéme f; € K]t|, on construit un morphisme entre le corps de décomposition
de ce polynéme au-dessus de tous les précédents, et un sous-corps de L/, jusqu’a
obtenir un morphisme de L dans L’. Pour le (3), il s’agit de nouveau d’observer
que si L' est engendré par toutes les racines de tous les f;, comme elles sont dans
I’image du morphisme, le morphisme est surjectif. ®©

L’intérét principal de la proposition qu’on vient de démontrer est de montrer
I’existence et I’unicité de la cl6ture algébrique :
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Définition 1.6.6. Soit K un corps. On appelle cloture algébrique de K une
extension K C L algébrique telle que tout polyndme de K [t] soit scindés sur L.

De toute évidence, un corps est algébriquement clos si et seulement si il
est égal a sa propre cloture algébrique. Remarquons également qu’une cloture
algébrique de K est exactement la méme chose qu’un corps de décomposition de
tous les polyndmes a coefficients dans K.

Proposition 1.6.7 (théoreme de Steinitz). Soit K un corps quelconque. Alors
il existe une cloture algébrique de K, et de plus, si L et L’ sont deux clbtures
algébriques de K, il existe un isomorphisme entre elles qui soit 1’identité sur /.
Enfin, une cl6ture algébrique de K est algébriquement close.

Démonstration. L’existence et I’unicité résultent de la proposition|I.6.5|appliquée
a la famille de tous les polyndmes a coefficients dans /.

Enfin, si M est une clture algébrique de L, qui est lui-méme une cloture
algébrique de K, on voit que M est algébrique sur /' d’apres|1.3.6(4), donc tout
€lément de M est racine d’un polyndme a coefficients dans K, donc il est déja
dans L, et en fait L = M, ce qui montre que L est algébriquement clos. ©

1.6.8. La fermeture algébrique d’un corps K dans un corps algébriquement clos
L qui le contient fournit une cloture algébrique de K (vérification facile). A
titre d’exemple, puisque C est algébriquement clos, la fermeture algébrique de
Q dans C, c’est-a-dire I’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q, est
une cloture algébrique de Q.

On notera souvent K& une cloture algébrique de K, le choix étant peu
important puisqu’elles sont toutes isomorphes au-dessus de &X' comme on vient
de le voir (néanmoins, comme 1’isomorphisme n’est pas unique, le fait d’écrire
«une » cloture algébrique est justifié : deux constructions de clotures algébriques
donneront certes des objets isomorphes, mais il n’y a pas de facon « canonique »
de les identifier).

1.7 Eléments et extensions algébriques séparables

1.7.1. On rappelle que la caractéristique d’un corps k est le générateur positif de
I’idéal noyau de I’unique morphisme d’anneaux Z — k : plus concrétement, c’est
le plus petit entier p tel que p = O dans k (ausensou 1+ 1+ ---+ 1 =0 avec p
termes dans la somme), ou bien 0 si un tel entier n’existe pas : ¢’est soit 0 soit un
nombre premier (positif).

Si k est de caractéristique p > 0, alors I’application Frob,: k — £ définie
par  — 2, ou Frobenius d’exposant p, est un morphisme de corps, i.e., on a
(x + y)P = 2P 4+ yP et (xy)? = aPyP; en particulier, il est injectif. On notera kP
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I’image de ce morphisme (cf.[I.8.1)), qui est donc un sous-corps de k. Par exemple,
kP[t] désigne I’anneau des polyndmes dont les coefficients sont des puissances p-
iemes.

L’application z + zP° est l'itérée e-itme du Frobenius et peut se noter
indifféremment Frob,. ou Frob;. Son image se note bien siir A"

1.7.2. Si k est un corps, et f € k[t] un polyndme en une indéterminée sur k, on
dit que f est séparable lorsque f est premier avec sa dérivée f’ : ceci revient a
dire que les racines de f sont simples (=sans multiplicité) dans une extension ou
f est scindé (cf. [1.6.4). Lorsque f est de plus irréductible (sur k), dire qu’il est
séparable signifie simplement que f’' # 0 (puisque f’ ne peut diviser f qu’en étant
nulle).

Si k est de caractéristique 0, tout polynome irréductible est séparable. Si £ est
de caractéristique p > 0, tout polyndme f € klt] s’écrit de facon unique sous la
forme f(t) = fo(t*") pour un certain e € N et ou f} # 0 (en effet, un polyndme
de dérivée nulle n’a que des termes d’exposant multiple de p, et on itere) ; avec
une telle écriture, si f est séparable alors e = 0, et si f est irréductible alors f
I’est aussi.

1.7.3. Le fait facile suivant reviendra trés souvent : si ¢ € k[t] ou k est de
caractéristique p, alors g(t)P = g"™P(¢?) ou ¢g"°" désigne le polyndme obtenu en
élevant chaque coefficient de ¢ a la puissance p (c’est donc un élément de kP[t]).
En effet, si on appelle ¢, le coefficient devant t" dans g, on a (c,t")? = (¢, )P(t")?.

On a bien sir de méme g(¢)?" = ¢ (#") ou g"™°P" € kP°[t] désigne le
polyndme obtenu en élevant chaque coefficient de g a la puissance p°.

Lemme 1.7.4. Soit k£ un corps de caractéristique p > 0, et soit o € Ek[t] un
polynome tel que k' € kP[t] pour un certain 1 < i < p. Alors h € kP[t].

Démonstration. Comme 7 est premier avec p, on peut trouver une relation de
Bézout ui = 1 + vp avec u,v € N. On a alors (h')* = h - (h?)” avec h' € kP]t]
par hypothese et h? € kP[t] d’apres[1.7.3] On a donc h € kP(t) (comme quotient
de (h*)" par (hP)?), et h € kl[t], et il suffit d’appliquer la remarque (triviale mais
importante) que si ky C k est une extension de corps alors ko(t) Nk[t] = kolt]. ©

Proposition 1.7.5. Soit k un corps de caractéristique p > 0, soit fy € k[t] unitaire
irréductible, et soit f(t) := fo(t"") o e > 0. Alors f est réductible (i.e., n’est
pas irréductible) si et seulement si les coefficients de f; (ou de facon équivalente,
ceux de f) sont des puissances p-iemes, i.e., si et seulement si fy € kP[t]. De plus,
dans ce cas, f est en fait une puissance p-ieéme (cf. [1.7.3).

Démonstration. Si fy € kP[t], disons fo = (f1)™P (c’est-a-dire le polyndme
obtenu en appliquant Frob, coefficient par coefficient) avec f; € k[t], alors

F(t) = fo(t”) = (fL(t* )P (cf.[1.7.3)), donc f n’est pas irréductible.
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Montrons la réciproque : supposons que les coefficients de fy ne soient pas
tous des puissances p-ieémes, et on veut montrer que [ est irréductible. Par
récurrence, on se ramene au cas e = 1, ¢’est-a-dire f(¢) = fo(¢?). Comme Frob,
est un isomorphisme entre k et k?, il suffit de montrer que f°" est irréductible
dans kP[t]. Or on a f¥°P = f,(¢)? comme au paragraphe précédent : dans kl[t],
il s’agit d’une factorisation irréductible (car on a supposé f; irréductible) ; donc
tout diviseur unitaire non-constant de f¥°" dans k[t], et en particulier tout facteur
irréductible de f°" dans k? [t], doit étre de la forme fé pour un certain 1 < ¢ < p.
Mais si fi € kP[t] pour i < p, le lemme montre que f, € kP[t], et on a
supposé le contraire : c’est donc que le seul facteur irréductible de f¥°" dans
kP[t] est f = fF°P lui-méme, donc que f°P est irréductible dans k[t] donc que
f I’est dans k[t]. ©)

1.7.6. Lorsque £ C K est une extension de corps, un élément x € K algébrique
sur k est dit séparable (sur k) lorsque son polyndme minimal I’est. D’apres ce
qu’on a dit ci-dessus, en caractéristique 0, tout algébrique est séparable ; et en
caractéristique p, pour tout algébrique z il existe un e unique tel que z*° soit
séparable et de degré égal a I’entier deg(z)/p°, et en particulier, si deg(z) n’est
pas multiple de p, alors x est séparable.

On remarquera que si £ C k' C K est une tour d’extensions, un élément
x € K séparable sur k est en particulier séparable sur k' (car son polyndme
minimal sur &’ divise celui sur & et un polyndme divisant un polynéme séparable
est séparable).

Proposition 1.7.7. Soit £ C K une extension de corps de caractéristique p > 0,
et x € K algébrique sur k. Exactement I’un des deux cas suivants se produit :
— soit x est séparable, le polyn6me minimal de x” sur k£ a des coefficients
dans kP, et alors deg(aP) = deg(z) et k(z) = k(aP),
— soit x n’est pas séparable, le polyndme minimal de xP sur k£ a des
coefficients qui ne sont pas tous dans kP, et alors on a déja vu deg(z) =

deg(z)/p.

Démonstration. Soit fy le polyndme minimal de z? sur k, et soit f(t) = fo(t?),
de sorte que f € k[t] annule x. D’apres la proposition deux cas peuvent se
produire : soit les coefficients de f; sont des puissances p-iemes auquel cas f est
une puissance p-ieme, soit f est irréductible dans k[t]. Dans le premier cas, disons
f = f1, alors deg(f1) = deg(fo) et f1(z) = 0, ce qui montre deg(z) < deg(z?),
mais I’inclusion réciproque est évidente puisque k(z?) C k(x), et I’égalité des
degrés montre 1’égalité des corps. Dans le second cas, f est le polyndme minimal
de z sur k, et on a deg(f) = p - deg(fy) donc deg(x) = p - deg(aP). ©

1.7.8. On peut donner encore une autre condition équivalente au fait qu’un élément
x € K algébrique sur un sous-corps k soit séparable (en caractéristique p > 0) :
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on vient de voir que cela équivaut a deg(a?) = deg(z) ou a k(z?) = k(x) ; mais
comme on a de toute maniere [k(x) : k] = [kP(aP) : kP] (puisque le Frobenius
est un isomorphisme entre k(x) et kP(xP)), la séparabilité de = équivaut aussi a
[k(zP) : k] = [kP(aP) : kP], c’est-a-dire, d’apres au fait que les extensions
kP(2P) et k de k? sont linéairement disjointes (cf.[1.4.1). C’est cette fagon de voir
les choses qui va inspirer 1’énoncé et la démonstration de

1.7.9. Une extension de corps k& C K algébrique est dite séparable (ou que K
est séparable sur / au-dessus de k) lorsque tout élément de K est séparable sur &k
(cf.[1.7.6)). C’est, bien siir, toujours le cas en caractéristique 0.

Proposition 1.7.10. Soit £ C K une extension de corps finie de caractéristique p
telle que K? engendre ' comme k-espace vectoriel. Alors K est séparable sur k.

Démonstration utilisant[[4.8 On a [K? : kP] = [K : k| car Frob est un
isomorphisme de K sur K?. Par hypothese, K’ = K?.k (cf.[[.4.5] pour la notation,
et cf. aussi[1.4.6) : ainsi, [K?.k : k] = [K” : k], donc d’apres[1.4.8]les extensions
KP et k de kP sont linéairement disjointes. En particulier, si y € K, les extensions
kP(yP) et k sont linéairement disjointes, ce qui d’apres implique que y est
séparable sur k. ©

Démonstration directe (déroulée). Soit d = [K : k| et soit x1,...,x, une base
de K comme k-espace vectoriel. Soit y € K : on veut montrer que y est
séparable sur k. Ecrivons Y = Z?:_Ol ¢ jx; sur cette base, pour 0 < j < d' —1
avec d = deg(y) : le fait que y soit de degré d’ entraine que 1,7,...,y¢
sont linéairement indépendants sur k, autrement dit la matrice des c;; est de

. ( ; d—1 N .
rang d'. Maintenant, en élevant ¢/ = ) " ¢; ;x; a la puissance p, on trouve

Y =30 &l

L’hypotheése que K? engendre K comme k-espace vectoriel signifie que tout
élément de K peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de K? a
coefficients dans k; comme les éléments de K? peuvent eux-mémes s’écrire
comme combinaisons linéaires des z7, . . ., 2% a coefficients dans k? (donc dans k),
on voit que 27, ..., 2!, engendrent ' comme k-espace vectoriel, donc en sont une
base (puisque [K : k| = d).

Or la matrice des cf ; est de rang d’ car le Frobenius est un isomorphisme
de k sur kP et que le rang d’une matrice ne dépend pas du corps sur lequel on
la considére. Des trois derniéres phrases, on déduit que 1,¢?,..., 3”@~ sont
linéairement indépendants sur k, c’est-a-dire que deg(y?) > d’, I'inégalité dans le
sens contraire étant évidente on a deg(y?) = deg(y) et y est séparable. ©

1.7.11. L’hypothése « finie » est essentielle dans et ne peut pas étre
remplacée par « algébrique » : un contre-exemple est fourni par k& = IF,(t) et pour
K la réunion des F,(t'/?") pour i € N (chaque FF,,(t'/?") est un corps de fractions
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rationnelles a une indéterminée e plongé dans les suivants en identifiant ¢/ P2
(tY/P"YW"" si j > i : on dit que K est la « cloture parfaite » de k, on 1’obtient
en prenant toutes les racines p’-iemes des éléments de k). Alors k C K est
une extension algébrique ; et K est un corps parfait (cf. [[.8.1), c’est-a-dire que
K? = K (on I’a construit expres pour), et a fortiori K” engendre KX comme k-
espace vectoriel : pourtant, I’extension £ C K n’est aucunement séparable (elle
est méme « purement inséparable »).

Proposition 1.7.12. Soit £ C K une extension de corps. Si xy,...,z, sont
des éléments de K tels que x; est algébrique séparable sur k(z1,...,x; 1) pour
chaque 1 < i < n,alors k(x1,...,x,) est séparable sur k.

Démonstration. En caractéristique 0, il n’y a rien a prouver : plagons-nous en
caractéristique p > 0.

Comme z; est séparable sur k, on a k(z;) = k(zf); comme z, est
séparable sur k(x1), on a k(x1,x) = k(x1)(xe) = k(x1)(ah) = k(2})(2h) =
k(af, ab), et en procédant ainsi de suite on voit que k(xq,...,x,) =

k(«¥, ..., aP). Uhypothese de|1.7.10|est donc vérifiée (les mondmes en =7, . . . | 2P
engendrent k(zy,...,2,) comme k-espace vectoriel, cf. 1bis)), donc
k(xy,...,x,) est séparable sur k. ©)

Corollaire 1.7.13. Soit K = k(z;);cs avec les x; algébriques séparables sur k.
Alors tout K est (algébrique) séparable sur k. (Comparer avec 3).)

Concretement, donc, les sommes, différences, produits et inverses de quantités
algébriques séparables sur & sont algébriques séparables sur k.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que tout élément de K est séparable sur £ :
comme tout élément de K = k(x;);c; s’ écrit en utilisant un ensemble fini des z;,
i.e., appartient a k(x;);cs pour J C [ fini (cf. , on peut supposer que .J est
fini, disons J = {1,...,n}, bref K = k(xy,...,z,). Chaque z; est séparable sur
k donc a fortiori sur k(zy, ..., x;_1) et le résultat découle de ®

Corollaire 1.7.14. Soit £ C K C L une tour d’extensions algébriques. Si K est
séparable sur £ et L est séparable sur /K, alors L est séparable sur & (la réciproque
est claire).

(Comparer avec[1.3.6(4).)

Démonstration. Siy € Letsixy,...,x, € K sont les coefficients du polyndme
minimal de y sur K, alors y est algébrique séparable sur k(xy,...,z,) et
x1,...,%, sont séparables sur & : le résultat découle de|(1.7.12 ©)

1.7.15. (Comparer avec [1.3.7]) La proposition [1.7.13| entraine que si £ C K est
une extension de corps, ’extension de k engendrée par tous les éléments de K
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algébriques séparables sur k est tout simplement 1’ensemble de tous les éléments
de K algébriques séparables sur k, c’est-a-dire que cet ensemble est un corps,
qui est manifestement la plus grande extension intermédiaire algébrique séparable
sur k : on I’appelle la fermeture [algébrique] séparable de i dans K.

La fermeture séparable de £ dans une cl6ture algébrique de £ (cf.
s’appelle cloture séparable de k. Si k est égal a sa cloture séparable (i.e.,
séparablement fermé dans une cloture algébrique), on dit que k est séparablement
clos.

1.7.16. Une extension algébrique £ C K telle que k£ soit égal a sa propre
fermeture séparable dans K (i.e. séparablement fermé dans K) est dite purement
inséparable. Dans ce cas, en notant p > 0 la caractéristique, le polyndme minimal
sur k£ d’un élément quelconque de K est de la forme P —c pourun ¢ € k (car si f
est le polyndme minimal de z € K etsi f(t) = fo(t*") avec f, séparable comme
d’habitude, 1’élément ¢ := 2P de K est annulé par f;, donc séparable sur k donc
dans k, donc f est de la forme ¢ — ¢) ; et réciproquement, si cette condition est
vérifiée, Iextension est purement inséparable (car un polynome de la forme t*° —c
n’est séparable que pour e = 0).

1.7.17. On pourrait définir la notion de degré séparable d’une extension
algébrique £ C K, qui est le degré sur k£ de la fermeture séparable £’ de k
dans K, soit [K : klsp = [k’ : k] (et dualement [K : kliys := [K : k] le degré
inséparable). Les degrés séparables (et les degrés inséparables) se multiplient
comme les degrés (cf. : nous ne ferons pas la démonstration, mais le point-
clé est que si k C K est une extension purement inséparable (i.e., telle que k soit
séparablement fermé dans K) et K C K’ une extension séparable, et si £ est la
fermeture séparable de k dans K’, alors [k : k| = [K' : K], c’est-a-dire que les
extensions K et k' de k sont linéairement disjointes (cf. [1.4.8), ce qui se voit de
facon analogue a|l.7.10

1.8 Corps parfaits, théoréeme de I’élément primitif

Définition 1.8.1. Un corps £ est dit parfait lorsque soit k est de caractéristique 0,
soit k est de caractéristique p et le morphisme de Frobenius, Frob: x +— 2P, est
surjectif & — k, i.e. tout élément a une racine p-ieme (automatiquement unique
car Frob est injectif), ou si on préfere, k = k.

1.8.2. Ainsi, les corps Q, R, C sont parfaits (car de caractéristique 0). Il en va de
méme d’un corps fini I, (car le morphisme de Frobenius, injectif d’un ensemble
fini vers lui-méme, est forcément surjectif). Enfin, un corps algébriquement clos
est parfait (car le polyndme x” — c se scinde).

Un exemple de corps qui n’est pas parfait est le corps F,(¢) des fractions
rationnelles en une indéterminée ¢ sur ¥, vu que 1’élément ¢ n’a pas de racine
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p-ieme.
1.8.3. Si £ est parfait, tout élément x algébrique sur £ (dans un corps le contenant)
est séparable : ceci découle de la proposition

Réciproquement, si tout élément x algébrique sur £ (dans un corps le
contenant, ou, mieux, dans une cloture algébrique K fixée) est séparable, alors
k est parfait : en effet, si z € k, on peut considérer y sa racine p-ieme dans la
cloture algébrique K : puisque t? —z = (¢t — y)? dans K [t], toutes ses racines sont
égales a y, donc le polyndme minimal de y sur k est de la forme (¢ — y)” pour un
certain 1 < r < p, et s’il est séparable c’est que » = 1 donc y € k.

Bien siir, on peut aussi dire qu’un corps k est parfait si et seulement si toute

extension algébrique de k est séparable (cf. et|1.7.13)).

Proposition 1.8.4. Si £ C K est une extension algébrique avec £ parfait, alors /'
est aussi parfait.

Démonstration. D’apres [1.8.3] il suffit de montrer que tout algébrique sur K
est séparable. Mais un algébrique sur K est en particulier algébrique sur £
(cf.[.3.6(4)), donc de nouveau d’apres|1.8.3]il est séparable sur k donc sur . ©

Proposition 1.8.5 (théoréme de 1’élément primitif). Soit KX = k(z1,...,xz,) avec
x1,...,x, algébriques sur k et xo,...,x, séparables sur k£ (on ne suppose pas
que x; soit séparable). Alors I’extension £k C K est monogene, ¢’est-a-dire qu’il
existe y € K tel que K = k(y).

Démonstration. Si k est un corps fini, alors K 1’est aussi (puisque K est fini
sur k), et on peut choisir y un générateur du groupe cyclique K> (vu que ses
puissances sont tous les éléments de K *, il engendre certainement K en tant que
corps). Excluons donc ce cas.

En procédant par récurrence sur n, on voit qu’il suffit de montrer le cas n = 2.
Supposons donc K = k(x1,xs) avec x1,zy algébriques et xo séparable. On va
poser y = x1 + cxy et chercher a choisir judicieusement ¢ € k non nul. Pour
montrer que K = k(y), il suffira de montrer que x est dans k(y), puisque ensuite
x1 =y — cxq. Pour cela, on va s’intéresser au polyndme minimal de x5 sur k(y) :
il s’agit de montrer qu’il a degré 1 (pour c bien choisi).

Soient f; et f> les polyndmes minimaux de x; et x5 sur k. Travaillons dans L
une extension de K dans laquelle f;fs est scindé (cf. . L’élément =5 est
racine de fy(t) et aussi de g(t) := fi(y — ct), ce dernier étant un polyndme
en ¢ a coefficients dans k(y) : il est donc racine de leur pged h dans k(y)[t].
Or toute racine de ce pged dans L est a la fois racine de f,, appelons-la 2z,
et aussi de la forme (y — 2;)/c pour une certaine racine z; de f;; on a donc
Y = T + cxy = 21 + c29, et si 2y # x5 cela implique ¢ = (21 — 21) /(29 — 22).
Autrement dit, si on choisit pour ¢ une valeur dans k différente de tous les
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(21 — 1) /(x9 — z3) pour z; parcourant les racines de f; et z; parcourant celles
de f5 (autres que x5), ce qui est possible vu que £ est infini et qu’on n’exclut qu’un
nombre fini de valeurs, alors la seule racine commune de f5 et g est x5. Comme
de plus f; est séparable, cette racine est simple pour f; donc pour h, et ainsi x5
est racine d’un polyndme h dans k(y) ayant une unique seule racine, de surcroit
simple, dans un corps L ou ce polyndome se scinde (parce que f, s’y scinde). C’est
donc que x5 € k(y), et on a expliqué que cela conclut. ©

Corollaire 1.8.6. Toute extension finie séparable est monogene. En particulier,
toute extension finie d’un corps parfait est monogene.

Démonstration. Soit k C K une extension finie séparable : d’apres[1.3.6(2), elle
est engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques, ceux-ci sont séparables
sur k par définition, et d’apres I’extension est monogene. Si k est parfait,
toute extension algébrique de k est séparable. ©

Proposition 1.8.7. Soit k£ un corps parfait et k C K une extension de corps de type
fini (cf.|[1.2.4). Alors il existe xy,...,x441 € K tels que K = k(z1,...,%Ta41)
avec x1, ..., xq algébriquement indépendants sur k (cf.|1.5.1) et x4, algébrique

séparable sur k(z1, ..., xq) (cf.[1.7.6).

Démonstration. Supposons K = k(wy,...,w,) et soit d = deg.tr,(K) :
quitte a permuter les w;, on peut supposer que wy, ..., wy sont algébriquement
indépendants sur K (cf. [1.5.4[1b)). Alors tout y € K est algébrique sur
k(wy,...,wq), donc on peut écrire f(wy, ..., wq,y) = 0avec f € k(ty, ..., tq)[u]
irréductible, donc, quitte a chasser les dénominateurs, f € k[tq,...,tq, u]
irréductible (cf.[1.1.14).

En particulier, on peut trouver un tel polyndme f € k[tq, ..., tq4y1] irréductible
tel que f(wy,...,wqy1) = 0. Considérons un tel polyndme.

Expliquons maintenant pourquoi il existe 1 < 7 < d + 1 tel que la dérivée
partielle f/ de f par rapport a la variable ¢; ne soit pas identiquement nulle. En
effet, si on avait f/ = 0 pour chaque i, alors chaque variable ; n’apparaitrait
qu’a des puissances multiples de la caractéristique p > 0, donc on pourrait écrire
f(t, . tagr) = fo(t], ..., ti,,). Quitte & considérer la racine p-ieme de chaque
coefficient de f; (qui existe car k est algébriquement clos), d’apres (ou son
analogue évident a plusieurs variables), on voit que f serait une puissance p-ieéme,
contredisant I’irréductibilité.

Les éléments w1, . .., w;—1, Wiy1, ..., Wqr1 sont algébriquement indépendants
sur i. En effet, le fait que f/ # 0 assure que t; apparait vraiment dans
f(t1, ..., tar1) donc w; est algébrique sur k(wy, ..., W;i—1, Wit1, ..., Wa+1), donc
le degré de transcendance de k(wy, ..., w;_1,Wit1, ..., Wqys1) Sur k est le méme
que celui de k(ws, ..., wq1), qui vaut d, or d éléments ne peuvent engendrer une
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extension de degré de transcendance d qu’en étant algébriquement indépendants
(cf. (1a) et (3)).

Ainsi, quitte a permuter w; avec wgyq1 (si ¢ # d + 1), on peut s’arranger,
tout en gardant wy, ..., wq algébriquement indépendants, pour avoir f; ; # 0 :
ce fait assure que wy,; est non seulement algébrique mais méme séparable
sur k(wy, ..., wq).

Mais en procédant de méme pour wgy. o, ..., w,, on peut s’assurer (a chaque
fois quitte a permuter le w; considéré, ;7 > d + 1, avec un w; pour 1 < ¢ < d)
que chacun de wy. 1, . . . , w, est algébrique séparable sur k(wy, . .., w,), toujours
avec wy, . . . , wy algébriquement indépendants. Posons z; = w; pour 1 < 7 < d.
Le théoreme [1.8.5] appliqué a I'extension de k(z1,...,z4) = k(wi,...,wy)
engendrée par les éléments algébriques séparables wg 1, . . . , w, montre que celle-
ci est engendrée par un unique élément .1, et comme cette extension est
séparable d’apres|[I.7.13] I’élément x4, est séparable. ©

1.9 Théorie de Galois : énoncé de résultats

1.9.1. Si K est un corps et L une extension algébrique de K deux éléments z, x’
de L sont dits conjugués sur K lorsqu’ils ont le méme polynéme minimal sur K,
autrement dit, lorsque I'un est racine du polyndme minimal de I’autre (il s’agit
d’une relation d’équivalence dont les classes sont parfois appelées classes de
conjugaison au-dessus de K). De facon équivalente, deux éléments x,z" de L
sont conjugués lorsque tout polyndéme de K'[t] qui s’annule sur I’un s’annule aussi
sur 1’ autre.

Les conjugués de € L sont généralement considérés dans une cloture
algébrique K®% = L% de L (donc de K) : I'intérét de considérer la cldture
algébrique est que le polyndme minimal de z sur K se scinde dans K. Si x est
de plus séparable (cf.[I.7.6), son polyndme minimal sur K est a racines simples
dans K®#, donc le nombre de conjugués de z sur K est égal a deg(z).

A titre d’exemple, les conjugués sur Q de V2 sont v/2 et —/2: les conjugués
sur R de 42 + 1729: sont lui-méme et 42 — 17297 ; les conjugués sur Q de /2 sont
les (/2 pour € {0,1,2} avec ¢ une racine primitive cubique de 1’unité (disons
exp(2im/3) dans les complexes); et les conjugués d’'un = € F,, pour ¢ = p?,
au-dessus de IF,,, sont les Frob; (z) = 2P pour0 <r <d-—1.

1.9.2. Une extension de corps K C L algébrique est dite normale lorsqu’elle
vérifie les propriétés suivantes dont on peut montrer qu’elles sont équivalentes :
— (en notant L*8 une cloture algébrique de L,) tout conjugué sur K (dans
L¥#) d’un élément de L est encore dans L,
— tout polyndme irréductible sur K qui a une racine dans L est scindé sur L
(i.e., il y a toutes ses racines),
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— L est corps de décomposition (cf. [1.6.3) d’une famille de polynomes
sur K,

— (en notant L¥# une cloture algébrique de L,) 1’'image de tout morphisme
de corps L — L8 qui soit I’identité sur K est égale a L (et le morphisme
définit donc un automorphisme de L qui soit I’identité sur ).

A titre d’exemple, R € C ou Q C Q(ﬁ) ou encore F,, C F_,« sont des
extensions normales (ce sont les corps de décomposition de t2 + 1, de t? — 2 et de
1 respectivement) ; en revanche, Q C Q(\?’/ﬁ) n’est pas normale (il s’agit du
corps de rupture de t3 — 2, ¢’est une extension de degré 3, donc ne contenant pas
de racine primitive cubique ¢ de I'unité qui est algébrique de degré 2).

(On appelle fermeture normale de L au-dessus de K dans L*# le corps de
décomposition des polyndmes minimaux sur A de tous les éléments de L, i.e., le
sous-corps de L*% engendré par tous les conjugués de tous les éléments de L, ou
encore le composé, cf. de tous les o(L) pour o : L — L*# un morphisme de
corps qui soit I’identité sur K. A titre d’exemple, la fermeture normale de Q(+/2)
au-dessus de Q est le corps Q(¢, v/2) de décomposition de * — 2.)

1.9.3. Une extension algébrique K C L qui soit a la fois normale (cf. et
séparable (cf. est dite galoisienne.

A titre d’exemple, une cloture séparable KX C K*°P de K fournit une extension

galoisienne (elle est séparable par définition, et elle est normale car un conjugué
d’un élément séparable est séparable puisqu’ils ont le méme polynéme minimal).
On rappelle que si K est parfait, la cloture séparable coincide avec la cloture
algébrique.
1.94. Si K C L est une extension galoisienne, on appelle groupe de Galois
de I’extension, et on note Gal(K C L) I’ensemble des automorphismes de
L au-dessus de K, ou K-automorphismes de L, c’est-a-dire I’ensemble des
automorphismes de K -algebres L. — L (automorphismes de L = isomorphismes
de L sur lui-méme), c’est-a-dire encore 1’ensemble des automorphismes de L
qui soient I’identité sur K. Lorsque L est la cloture séparable de K, on dit que
Gal(K C L) estle groupe de Galois absolu de K et on le note Gal(K') ou parfois
k.

Les deux exemples suivant sont essentiels : le groupe de Galoisde R C Cestle
groupe a deux éléments formé de I’identité sur C et de la conjugaison complexe ;
le groupe de Galois de [F, C F . est le groupe cyclique a d éléments formé des
Frob; pour 0 <i<d-—1.

On admet le théoréme suivant, qui récapitule les résultats essentiels de la
théorie de Galois :

Théoreme 1.9.5. Soit X' C L une extension galoisienne et G := Gal(K C L)
son groupe de Galois. Alors :
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— si K C L est finie, alors le groupe de Galois G est fini et son ordre #G est
égal au degré L : K] de I’extension ; d’autre part,
— si z € L est fixé par tous les éléments du groupe de Galois G, alors z
appartient a K (la réciproque fait partie de la définition mé€me de 7).
De plus, si on appelle ®: F — Gal(E C L) qui a un corps intermédiaire
K C E C L associe le groupe de Galois de I’extension £/ C L (automatiquement
galoisienne), vu comme sous-groupe de (7, on a les résultats suivants :
— @ est une injection (décroissante pour I’inclusion), de I’ensemble des corps
intermédiaires K C E' C L dans I’ensemble des sous-groupes de G,
— un inverse a gauche en est fourni par H — Fix(H) :={x € L : Vo € H
(o(x) = )},
— si K C L est finie, ¢ est une bijection (en général, & a pour image
I’ensemble des sous-groupes « fermés » pour une certaine topologie),
— @(F) est distingué dans G si et seulement si X' C F est galoisienne, et
si c’est le cas Gal(K C FE) est le quotient de G = Gal(K C L) par
O(F) = Gal(E C L),
— ®(FE,.Es) est 'intersection de ®(E;) et de $(FEs), et, si K C L est finie,
®(E; N Ey) est le sous-groupe de G engendré par ®(E)) et (E,) (en
général, il s’agit de I’« adhérence » du sous-groupe qu’ils engendrent).

1.9.6. La partie la plus importante du résultat ci-dessus est la suivante : si un
élément de L (séparable et normal sur K) est fixé par le groupe G de tous les
K-automorphismes de L, alors cet élément appartient a K. 1l s’agit donc d’une
généralisation du fait qu’un complexe stable par conjugaison complexe est réel, et
qu’un élément d’un corps fini stable par Frob,,: x > 2 appartient a I,,.

Une des applications de la théorie de Galois est de montrer que certains objets
définis a priori sur un « gros » corps L (par exemple la cloture séparable /*P
de K) sont, en fait, définis sur le « petit » corps K. Le slogan général s’énonce
sous la forme

rationnel = stable par Galois

ou « rationnel », dans ce contexte, signifie que 1’objet est défini sur le « petit »
corps K, et « stable par Galois » signifie que le groupe de Galois fixe I’objet
considéré (pour une certaine action provenant de I’action naturelle sur L : par
exemple, pour un polyndme, I’action sur les coefficients du polyndme).

1.9.7. Le groupe de Galois d’un polyndme séparable f sur un corps K est le
groupe de Galois G du corps de décomposition (cf. L de f : il s’agit
bien d’une extension galoisienne, et par ailleurs, tout ¢ € G doit envoyer une
racine de f sur une racine de f (puisque o(f(z)) = f(o(x)) vu que f € K[t]),
donc permute les racines de f, et en fait o est completement déterminé par cette
permutation (puisque L est engendré par les racines de f, un automorphisme de

31



L est déterminé par son action sur les racines en question). On peut donc dire :
le groupe de Galois d’un polynome séparable f sur un corps K est le groupe
des permutations des racines de f qui définissent un automorphisme du corps de
décomposition.

On peut montrer que la formulation suivante, peut-étre plus intuitive, est
encore équivalente : le groupe de Galois de f (séparable sur K) est le groupe
de toutes les permutations o des racines zi,...,xz, de f (dans son corps
de décomposition sur K) telles que si h(ty,...,t,) € Klti,...,t,] est une
quelconque « relation algébrique » entre les racines définie sur K, autrement dit,
vérifie h(zy,...,x,) = 0, alors on a encore h(o(z1),...,0(x,)) = 0.

Une telle permutation doit certainement préserver la décomposition de f en
facteurs irréductibles sur K (i.e., envoyer une racine d’un facteur irréductible sur
une racine du méme), et d’apres [[.6.4(2b) il opere transitivement sur les racines
de n’importe quel facteur irréductible, mais il n’est pas forcément évident de
comprendre en quoi toute permutation n’est pas forcément possible au sein des
racines d’'un méme polyndme irréductible, et il n’est pas non plus évident de
calculer effectivement un groupe de Galois.

A minima, on retiendra que, pour L galoisienne sur K, les orbites de L sous
I’action du groupe de Galois G := Gal(K C L) (c’est-a-dire les {o(z) : 0 € G}
pour x € L) sont exactement les classes d’équivalence pour la relation « étre
conjugués sur K » (cf. @[) ; ou, si on préfere, on a une bijection entre I’ensemble
des polyndmes unitaires irréductibles sur K qui se scindent dans L et I’ensemble
L /G des orbites de L sous G, la bijection envoyant f sur I’ensemble de ses racines
dans L.

1.9.8. Dans beaucoup de cas, le groupe de Galois d’un polynome f € K|[t]
irréductible séparable de degré n est égal au groupe G,, de toutes les permutations
des racines de f (ceci se produit, bien siir, exactement quand le corps de
décomposition de f a pour degré n! sur K).

Un exemple ol ceci se produit est le polyndme t2 — 2 sur Q dont le corps de
décomposition est Q(¢, v/2) (o1 ¢ est racine primitive cubique de 1’unité) qui a
degré 6 sur Q : toutes les permutations des racines v/2, (+/2, (%v/2 est possible
(i.e., définit un automorphisme du corps de décomposition).

Un exemple oll ceci ne se produit pas est le polyndme t* +3 4+ 12+t +1 sur Q
dont les racines sont les racines primitives cinquiemes de 1’unité : ici le corps de
décomposition est égal au corps de rupture car dés qu’on a une racine ( les autres
sont de la forme (* — cette méme remarque prouve qu’un élément du groupe de
Galois est déterminé par I’image de la seule racine (, et on peut se convaincre que
le groupe est exactement (Z/57Z)* = 7 /AZ.

Terminons cette section par deux résultats dus a Emil Artin :
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Théoréme 1.9.9. Soit L un corps et G un groupe fini d’automorphismes de L : si
K :=Fix; (G) :={zx € L : VYo € G (o(x) = x)} est le corps des éléments de
L fixés par tous les éléments de G, alors i’ C L est une extension galoisienne de
groupe de Galois G (en particulier, [L : K] = #G).

Démonstration. Soit x € L et o1,...,0, € G un ensemble d’éléments de G
tels que les o;(x) soient toutes les images de = par les éléments de x chacune
comptée exactement une fois. En particulier, si 7 € G alors 70y(z),..., 70, (x)
sont une permutation de o4(z), ..., o.(z). Par conséquent, 7 permute les racines
du polyndme f(t) := []'_, (¢t — 0:(x)), donc fixe ses coefficients, ¢’est-a-dire que
f € K|t]; et comme les o;(x) sont distincts dans L, le polyndme f est séparable ;
enfin, le degré de f estr < n := #G.

On a donc montré que tout élément x de L est racine d’un polyndme sur K
séparable de degré < n := #G et scindé sur L. Ceci montre que [ est
algébrique séparable et normale sur K, et méme, que [L : K] < n (car pour
tous x1, ..., &, € Lona K(z1,...,z,) = K(z) pour un certain x d’apres|[1.8.5]
donc on vient de voir que le degré de K (1, ..., x,,) sur K est < n, et comme ceci
est vrai pour tous xy, . .., Ty, ona [L : K] < n). On adonc affaire a une extension
K C L galoisienne de degré < n ; d’apres[1.9.5] le groupe des K -automorphismes
de L, ou groupe de Galois de K C L, a pour cardinal exactement [L : K] < n,
et comme on a déja #G = n automorphismes, tous ces nombres sont égaux, et
G =Gal(K C L). ®

1.9.10. Lintérét du résultat ci-dessus est de construire des extensions galoisiennes
d’intérét géométrique.

Un exemple important est celui de I’action du groupe &,, des permutations des
indéterminées ¢, ..., t, sur le corps L = k(t1,...,t,) des fractions rationnelles
en n indéterminées sur un corps k : si on appelle K = Fix;(S,) le corps
des fractions rationnelles fixes par toutes les permutations des indéterminées,
alors le théoreme assure que K C L est galoisienne de groupe G,, et en
particulier [L : K| = n!; il est par ailleurs bien connu que K est une extension
transcendante pure de k engendrée par les polyndmes symétriques élémentaires
e, = Zi1<~~-<ir i, - - t;, des t;. Le degré de n’importe quel ¢; sur K est égal a n
car il est racine du polyndme t" — e1t"~* + -+ + (—1)"e, € K][t], et on peut se
convaincre que ¢; est alors de degré n — 1 sur K (t;) et plus généralement que ¢;
estde degré n — r sur K (t;,,...,t; ) siii,..., i j sontdeux a deux distincts (en
effet, les degrés ne peuvent pas étre plus grands que ¢a, et ils ne peuvent pas €tre
plus petits non plus puisque I’extension K C L tout entiere est de degré n!).

Théoreme 1.9.11. Soit G un groupe ou méme simplement un monoide
(=ensemble muni d’une opération binaire associative avec un élément unité),
noté multiplicativement, et L un corps. Soient 1, ..., X, des caractéres de G
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dans L, c’est-a-dire des morphismes G — L* (autrement dit, des applications
x: G — L* telles que x(1) = 1 et x(9192) = X(g1) X(g2))- On suppose que

les x1, ..., X sont deux a deux distincts. Alors en tant qu’applications G — L,
ils sont linéairement indépendants (c’est-a-dire que si a3 x1 + -+ + apXn = 0
identiquement avec a4, . .., a, € L, alors tous les a; sont nuls).

Démonstration. Sin = 1, le résultat est évident. Supposons qu’on ait une relation
de dépendance linéaire a1y, + --- + a,xn, = 0 entre caracteres distincts de G
dans L, avec n aussi petit que possible : aucun des a; n’est nul, et on vient de
dire que n > 2. Puisque x; # X2, il existe u € G tel que x;(u) # x2(u). De
aix1+ -+ ayxn = 0ontire a;x1(ug) + -+ - + apxa(ug) = 0 pour tout g € G,
c’est-a-dire a;x1(u) x1 + - - - + anXn(u) xn = 0, et si on divise cette relation par
x1(u) et qu’on soustrait la relation a;x; + - -+ + a,x, = 0 d’origine, on trouve
as (XQ(“) —1D)x2+---+a, (X"(“) —1)x» = 0, une relation de dépendance linéaire

xa(u) A0 : relation
entre n — 1 caracteres distincts, contredisant la minimalité de n. ®

2 Le Nullstellensatz et les fermés de Zariski

2.1 Anneaux noethériens

2.1.1. Un idéal I d’un anneau A est dit de type fini (en tant qu’idéal) lorsqu’il
est engendré (en tant qu’idéal !, c’est-a-dire en tant que sous-module de A) par
un nombre fini d’éléments, autrement dit, I = (z1,...,2,) = {d 1, az; :
(ay,...,a,) € A} est 'ensemble des combinaisons A-linéaires de x1,...,x,
pour certains z1,...,x, € [. Il revient a dire que [ est de type fini en tant que
sous-module de A.

Si c’est le cas, en fait, de toute famille (y;);c; d’éléments qui engendrent / on
peut extraire une sous-famille finie qui I’engendre. En effet, si / est engendré par
x1,...,T, et est aussi engendré par (y;);c;, alors I’écriture de chaque x; comme
combinaison A-linéaire des y; ne fait intervenir qu’un nombre fini de ceux-ci,
donc un nombre fini des y; suffit a exprimer tous les z; donc tous les éléments
de I.

2.1.2. Un anneau A est dit noethérien lorsque tout idéal I de A est de type fini.

Remarquons qu’un guotient d’un anneau noethérien est noethérien. En effet,
les idéaux de A/.J sont de la forme I/.J avec I un idéal de A contenant .J, et si [
est de type fini alors //J est aussi (il est engendré par les classes modulo J des
éléments qui engendrent ).

Proposition 2.1.3 (théoréme de la base de Hilbert). Si A est un anneau noethérien,
alors I’anneau A[t] des polyndmes a une indéterminée sur A est noethérien.
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Démonstration. Soit I C A[t] un idéal. Supposons par I’absurde que [ n’est pas
de type fini. On construit par récurrence une suite fy, fi, fo,... d’éléments de [
comme suit. Si fo,..., f,—1 ont déja été choisis, comme I’'idéal (fo,..., fr_1)
qu’ils engendrent n’est pas I, on peut choisir f, de plus petit degré possible parmi
les éléments de I non dans (fy, ..., fr—1)-

Appelons ¢; le coefficient dominant de f;. Comme A est supposé noethérien,
il existe m tel que cy,...,c,_1 engendrent I’idéal J engendré par tous les
ci. Montrons qu’en fait fy,..., f,,—1 engendrent [/ (ce qui constitue une
contradiction).

On peut écrire ¢,, = aopcy + - + apm_1¢m—_1. Par ailleurs, le degré de f,,
est supérieur ou égal au degré de chacun de fy,..., f,,_1 par minimalité de
ces derniers. On peut donc construire le polyndéme g = Z;’:Ol a; fitdee fm—deg fi|
qui a les mémes degré et coefficient dominant que f,,, et qui appartient a
(foy- -+, fm—1). Alors, f,, — g est de degré strictement plus petit que f,, il
appartient a [ mais pas a (fo,..., f;mn—1) : ceci contredit la minimalité dans le
choix de f,,. @)

Corollaire 2.1.4. Soit k£ un corps ou plus généralement un anneau noethérien.
Alors ’anneau k[t, . . ., t,] des polyndmes en n indéterminées sur & est un anneau
noethérien, et plus généralement toute k-algebre de type fini (comme k-algebre !)
k[xy,...,x,] est un anneau noethérien.

Démonstration. La proposition précédente montre que si £ est noethérien alors

Ek[t] est noethérien, et une récurrence immédiate montre que kftq,...,¢,] est
noethérien. Or une k-algebre de type fini est un quotient de kl[ty, . . ., t,] (cf.[1.2.2),
et on a expliqué qu’un quotient d’un anneau noethérien est noethérien. ©

2.2 Idéaux maximaux d’anneaux de polynomes

Lemme 2.2.1. Soit £ un corps algébriquement clos et £ C K une extension. On

suppose que hy, ..., h, € k[ty,...,t,] ont un zéro commun dans K (c’est-a-dire
qu’il existe z1,...,2, € K tels que hi(z1,...,2,) = Opour 1 < ¢ < m):
alors ils en ont un dans k (c’est-a-dire qu’il existe yq,...,y, € k vérifiant

hi(ylv"'ayn>:Op0ur1 SZSm)

Démonstration. Quitte a remplacer K par k(z1,...,2,) ol 21,. .., 2, est un zéro
commun aux h;, on peut supposer que K est une extension de type fini de k.
D’apres la proposition|1.8.7, comme £ est parfait puisque algébriquement clos, on
peut écrire K = k(x1,...,xq,u) avec xy, ..., x, algébriquement indépendants et
w algébrique sur k(z1,...,x4) =: k(x), disons f(z,u) = 0 avec f € k(z)[t] le
polynéme minimal de u sur k(zx).
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Soient z1,...,%, € K vérifiant h;(z1,...,2,) = 0. On peut écrire z; =
gj(z,w) pour un certain g; € k(x)[t]. Le fait qu’on ait h;(21, . . ., z,) = 0 signifie
hi(g1, .-, gn) = 0 modulo f, autrement dit h;(g1, ..., g,) = ¢;f dans k(z)]t].

Choisissons maintenant vq,...,v; € k qui n’annulent les dénominateurs
d’aucun des coefficients d’aucun de f, g; ou g; ni le coefficient dominant de f
(on laisse en exercice facile le fait que sur un corps infini, on peut trouver un n-
uplet de points ou n’importe quel ensemble fini de polyndomes en n variables ne
s’annule pas).

Remplagons z1, ...,z par vy, ..., vy dans I'écriture h;(g1,...,9,) = ¢f :
soient f, Gj, @i € k[t] les polyndomes ainsi substitués et soit w € k une racine de
f (noter que le degré de f est le méme que celui de f en la variable ¢ puisque le

coefficient dominant ne s’annule pas en vy,...,vg) : ona hi(G1,...,Gn) = G f,
donc en évaluant en w ce polyndme, on trouve 0. Ceci montre que z; := §,(w)
répond au probléeme posé h;(z1,...,z,) = 0. ©
2.2.2. A titre d’exemple, si hi,...,h, € Q[ty,...,t,] ont un zéro commun

dans C, alors ils en ont un dans I’ensemble Q*# des complexes algébriques sur Q
(cf. et[1.6.8).

2.2.3. Soit k£ un corps. On va s’intéresser aux idéaux

Mgy ,an) = {f S k[tl, e ,tn] : f(ycl, .. ,xn) = O}

:(tl—ZElj...,tn—ZL‘n)

pour (z1,...,2,) € k™, et on va expliquer qu’ils sont maximaux (cf. [I.1.4).

Tout d’abord, expliquons pourquoi 'idéal m,, ..y = {f € k[t1,...,t,] :
f(zq,...,2,) =0} estbienI’idéal (t; — x4, ..., t, — x,) engendré par les t; — z;,
puis on verra qu’il est maximal. Comme ¢; — x; s’annule sur (xy,...,z,), on a
Mgy, zn) 2 (81— @1,...,t, — x,). Mais si un morphisme k[ti,...,t,] = Rde
k-algebres envoie chaque t; — z; sur 0, il envoie ¢; sur z; donc f(ty,...,t,) sur
f(z1,...,x,) donc son noyau contient M, ..2,)> €L €N particulier ceci s’applique
au morphisme de quotient par (t; — x1,...,t, — x,) :donc m,, .y C (t; —
x1,...,t, — x,) et on a égalité. De plus, comme le morphisme klty, ..., t,] = k
envoyant f(tq,...,t,)sur f(zy,...,z,) estsurjectif vers un corps et a pour noyau
Mz, 2,)» C€ dernier est un idéal maximal.

Proposition 2.2.4. Soit £ un corps algébriquement clos. Les idéaux maximaux
de k[ti,...,t,] sont exactement les idéaux m(,, .., = {f € k[t,... ., t,] :
f(zy,...,x,) =0} pour (z1,...,2,) € k™.

Démonstration. Si 9t est un idéal maximal de k[ti,...,t,], alors K :=
k[t1,...,t,]/9 est une extension du corps algébriquement clos k. Par ailleurs,
d’apres [2.1.4] on peut écrire 9 = (hy,...,h,) pour certains polyndmes
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hi,...,hm € k[ti,...,t,). En notant z; € K la classe de ¢; modulo 9,
on a hi(z1,...,2,) = 0 dans K par définition. D apres il existe donc
xi,...,x, € k tels que hi(xy,...,x,) = 0 pour chaque i. Ceci signifie que
hi € My, . 4,) pour chaque 7, donc que MM C m,, . ,,). Par maximalité¢ de 9N,
cette inclusion est en fait une égalité, ce qu’on voulait prouver. ©

Proposition 2.2.5 (« lemme de Zariski »). Soit k un corps et & C K une extension
de type fini comme k-algebre (cf.[1.2.1) : alors K est en fait une extension finie

(cf.[1.3.4).

Démonstration. Soit K& une cloture algébrique de K et k¥ la fermeture
algébrique de k dans K8 (cf. qui est donc algébriquement close (cf. .
Soient 21,...,2, € K tels que K = k[z1,..., z,]. Considérons le morphisme
d’évaluation k*8[t,, ... t,] — K& envoyant f sur f(z,...,z,) : son image est
k82, .. 2] (cf.[1.2.2).

Or k2(2, ..., z,] estun corps, ce qui peut se voir d’apres (c’est le corps
composé k*& K), ou bien directement (si u € k& [21,...,2,] n’est pas nul, les
coefficients de son écriture en fonction de z1, . . ., 2, appartiennent a une extension
finie &’ de k d’apres[1.3.6(1), or k’[z1, .. ., z,) est un anneau intégre car il est inclus
dans K&, et de dimension finie < [k : k] sur k[21, ..., 2,] = K puisque engendré
comme K -espace vectoriel par n’importe quel systeme générateur de & comme
k-espace vectoriel, donc d’apres K'[21, ..., 2,] est un corps et ceci montre
que u y est inversible).

Le paragraphe précédent implique que le noyau 2t du morphisme d’évaluation
est maximal. D apres la proposition précédente, M = m,, . .,.) pour certains

(z1,...,7,) € k¥, et le fait que t; — x; € 9N signifie exactement que z; = ;
dans K##, c’est-a-dire que finalement zi, ..., z, appartiennent a k%%, et 1)
montre que K = k[zq, ..., 2, est fini sur k. ©)

2.3 Le Nullstellensatz

2.3.1. Soit k£ un corps. On se pose la question de savoir si hy,...,h,, €
E[t1,...,t,) ont un zéro commun (un « zéro commun » étant un (1, ...,2,)
dans k" ou peut-étre dans (k*#)" tels que h;(w1,...,7,) = 0). Une chose est
évidente : si hq,...,h,, engendrent I’idéal unité, c’est-a-dire si on peut écrire
qh1 + -+ + gmhy, = 1 pour certains qq, . . ., ¢ € k[t1, ..., t,], alors Ay, ..., hy,
n’ont pas de zéro commun (ni dans k£ ni méme dans £%'2) : en effet, en évaluant
q¢ith1 + --+ + ¢nh, = 1 sur un hypothétique zéro commun on obtiendrait
I’absurdité 0 = 1.

Le résultat suivant affirme que, sur un corps algébriquement clos (ou si on
cherche un zéro commun dans un corps algébriquement clos), c’est exactement le
bon critere.
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(« Nullstellensatz », de 1’allemand « der Satz » = la phrase, le théoréme, « die
Stelle » = I’endroit, la place, « die Nullstelle » = le zéro d’une fonction ou d’un
polyndme ; donc : « théoreme du lieu d’annulation ».)

Proposition 2.3.2 (« Nullstellensatz faible »). Soient Ay, ..., h,, € k[t1,...,t,]
avec k algébriquement clos. Si hq, . . . , h,, n’engendrent pas 1’idéal unité, alors ils
ont un zéro commun dans k (il existe z1, ..., x, € k tels que h;(z1,...,2,) =0
pour tout 7).

Démonstration. Soit M un idéal maximal contenant (hy,. .., h,) (qui existe
d’apres[1.1.7]puisque (A, ..., hy,) n’est pas I'idéal unité). D’apres 2.2.4] il existe
Ty,...,o, € k tels que M = my,, .., notamment h; € M, ., pour
chaque i, et ceci signifie exactement h;(z1, ..., z,) = 0. ©

Théoréme 2.3.3 (« Nullstellensatz fort »). Soient g, hy, ..., hy € klt1,..., 5]
avec k algébriquement clos. Si g s’annule sur tous les zéros communs de
hi,...,hy (autrement dit si h;(zy,...,2,) = 0 pour chaque i implique
g(z1,...,2,) = 0) alors il existe / € N tel que g° appartienne a I’idéal
(hi, ..., hy,) engendré par les h;.

Démonstration. Le cas g = 0 est trivial, donc supposons le contraire.
Introduisons une nouvelle indéterminée u, et considérons les polyndmes
hi,..., hy etug — 1 dans k[ty, ..., t,, u]. Uhypothése signifie exactement qu’ils
n’ont pas de zéro commun dans £""!. Le Nullstellensatz faible implique
donc qu’ils engendrent ’idéal unité de klty, ..., t,,u|, c’est-a-dire qu’il existe
Qs Gm,T € K[t1,... ty,u] tels que g1hy + -+ + gmhm + r(ug — 1) = 1.
Remplagons u par é € k(ty,...,t,) dans cette égalité :ona Gihi+- - -+ Gmh, = 1
ou les G; € k(ty,...,t,) sont les ¢; ainsi substitués. Mais les §; admettent g*
comme dénominateur commun (disons §; = p;/g* avec p; € k[ty,...,t,]) ou /
est la plus grande puissance de u intervenant dans n’importe lequel des p;. En
chassant ces dénominateurs, on trouve p1hy + -+ - + pphy, = gg, ce qu’on voulait
montrer. @)

2.4 Fermés de Zariski

2.4.1. Un idéal v d’un anneau A est dit radical lorsque ’anneau A/t est réduit
(cf.[I.1.8)), c’est-a-dire que si 2" € vimplique = € v (pour z € Aetn € N).

La proposition[1.1.9]appliquée a un anneau quotient A/ se traduit de la fagon
suivante : I’ensemble des éléments dont une certaine puissance appartient a / est
un idéal : cet idéal est aussi I’intersection des idéaux premiers de A contenant [ ; et
cet idéal est lui-méme radical. On I’appelle le radical de I’idéal I et on le note /1.

Un idéal premier (cf. [[.1.3)), et a fortiori un idéal maximal, est en particulier
un idéal radical.
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Dans ce qui suit, soit k¥ un corps et k*# une cloture algébrique.

2.4.2. Si .7 est une partie de kl[ty,..., 4], on définit un ensemble Z(.%#) =
{(x1,...,2q) € (K . (Vf € F)f(x1,...,274) = 0}, autrement dit,
1’ensemble des zéros communs dans £ de tous les éléments de .%.

Remarques évidentes : si .# C %’ alors Z(.%) 2 Z(.%') (la fonction Z est
« décroissante pour I'inclusion »); on a Z(F) = (\;c5 Z(f) (o Z(f) est un
raccourci de notation pour Z({f})).

Si [ est I’idéal engendré par .% alors Z([) = Z(.%) (car si tous les éléments
de .# s’annulent quelque part, toutes leurs combinaisons k[tq, . .., t,]-linéaires
s’annulent aussi). On peut donc se contenter de regarder les Z([) avec I idéal
de kl[t1,...,t4]. Encore un peu mieux : si /I = {f : (In) f* € I} désigne le
radical de Iidéal I, on a Z(y/I) = Z(I) (car si f" s’annule en un point alors
f s’annule aussi) ; on peut donc se contenter de considérer les Z (/) avec I idéal
radical.

2.4.3. On appellera fermé de Zariski (défini sur k) dans (k*#)¢ une partie F de
la forme Z(.%) pour une certaine partie .# de kl[ti,...,t4), dont on a vu qu’on
pouvait supposer qu’il s’agit d’un idéal radical.

Un fermé de Zariski de la forme Z( f) s’appelle une hypersurface.

Le vide est un fermé de Zariski (Z(1) = @) ; I’ensemble (k)< tout entier est
un fermé de Zariski (Z(0) = (k*8)?). Le singleton de tout = € k? (a coordonnées
dans k, donc) est un fermé de Zariski défini sur k : en effet, Z(m,) = {z}, ot m,
est I'idéal (t; — xq,...,tq — xq) (cf. oux = (z1,...,7q), autrement dit le
noyau de la fonction f — f(x) d’évaluation en z.

Si (E;)ica sont des fermés de Zariski, alors (), F; est un fermé de Zariski :
plus précisément, si (/;);ca sont des idéaux de k[t1, ..., tq], alors Z (> ..\ [;) =
(Niea Z(1;). Si E, E" sont des fermés de Zariski, alors £/ U £’ est un fermé
de Zariski : plus précisément, si I, I’ sont des idéaux de kl[ti,...,%,], alors
Z(INI') = Z(I)U Z(I') (inclusion D est évidente ; pour "autre inclusion,
siz € Z(INI')mais z ¢ Z(I), il existe f € I tel que f(x) # 0, et alors pour
tout f* € I"ona f(z) f'(z) = 0 puisque ff' € I NI, donc f'(z) = 0, ce qui
prouve x € Z(I")).

2.4.4. Réciproquement, si E est une partie de (k%)% on note J(E) = {f €
Elty, ... tq] © (Y(x1,...,24) € E) f(x1,...,24) = 0} I'ensemble de tous les
polyndmes a coefficients dans k& qui s’annulent partout sur £.

C’est un idéal de klty, ..., t4] (car si des polyndmes s’annulent sur F, toutes
leurs combinaisons klty, ..., t,|-linéaires s’y annulent aussi), et méme un idéal
radical (car si f™ s’annule sur F alors f s’annule aussi).

Remarques évidentes : si £ C E’ alors J(E) O J(E’) (la fonction J est
« décroissante pour I'inclusion »); on a J(E) = (), M, (ot M, désigne
I’idéal maximal J({z}) des polyndmes s’annulant en = — attention car = n’est
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pas forcément dans k¢ ici), et en particulier J(E) # k[t1, ..., ts] des que E # @.

On a de fagon triviale J(@) = klty,. .., t4). De fagon un peu moins évidente,
on a J((k*#&)4) = (0) (démonstration par récurrence sur d, laissée en exercice).
2.4.5. Lorsque E C (k) et # C k[ty,...,tq,ona E C Z(F)ssi # C I(E),
puisque les deux signifient « tout polyndme dans .# s’annule en tout point de F ».

En particulier, en appliquant cette remarque a .%# = J(E),ona £ C Z(J(E))
pour toute partie £ de (k%)?; et en appliquant la remarque 3 £ = Z(.%), on
a.# C J(Z(%¥)).De E C Z(J(E)) on déduit I(E) 2 I(Z(I(E))) (car J
est décroissante), mais par ailleurs J(E) C J(Z(J(E))) en appliquant 1’autre
inclusion 2 J(E) : donc J(E) = J(Z(I(E))) pour toute partie £ de (k*&)?; de
méme, Z(.%) = Z(3(Z(.F))) pour tout ensemble .# de polyndmes.

Une partie E de (k*8)? vérifie £ = Z(J(F)) si et seulement si elle est de la
forme Z(.%) pour un certain .% (=: c’est un fermé de Zariski défini sur k), et dans
ce cas on peut prendre .# = J(F), qui est un idéal radical.

Reste a comprendre quels sont les idéaux [ de k[ty,...,t;] qui vérifient
I =73(Z(I)). Lorsque k est algébriquement clos, le Nullstellensatz fort (cf.
affirme que J(Z(I)) = +/I. Pour en déduire le résultat pour & quelconque, on
aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.6. Soit k un corps et k& C k" une extension quelconque. Soit / un idéal
de klty, ..., tq4]. Soit I’ I’idéal engendré par I dans k'[t1, . . ., t,] (c’est simplement
le k’-espace vectoriel engendré par 1) : alors I’ N k[ty, ..., tq = 1.

Démonstration. Soit (v;);ex une base de k' comme k-espace vectoriel contenant
Iélément vy := 1 : alors (v;) est aussi une base de k'[ty,...,ts] comme
E[t1, ..., tq]-module. L’idéal I’ contient I’ensemble [* := @p,_, v;I des éléments
de K'[t1,...,tq) dont toutes les coordonnées sur cette base appartiennent a I,
qui est bien le £’-espace vectoriel engendré par [ ; or on vérifie facilement que
cet ensemble /* est un idéal (le produit d’un élément de /* par un élément de
E'lt1,... tq) estdans [* carsi f € I etg € k[ty,...,tq] alors (v;f) - (vjg) =
(viv;)fg appartient a I* puisque v;v; s’écrit comme combinaison k-linéaire

des vy), donc en fait I’ = I*. Si un élément de I* appartient & k[ty, ..., t4], c’est
que toutes ses coordonnées sur la base (v;) sont 0 sauf sur vy, donc il appartient
biena /. ®

Proposition 2.4.7. Soit k& un corps et k2 une cloture algébrique. On utilise les
notations Z et J introduites en et

Si I estun idéal de klty, ..., 14, alors J(Z(I)) est le radical 1/I de I. Si F est
une partie de (k*8)¢, alors Z(J(F)) est le plus petit (pour I’inclusion) fermé de
Zariski défini sur k£ qui contient E.

De plus, les fonctions Z et J définissent des bijections réciproques
décroissantes (pour I’inclusion) entre idéaux radicaux de klty, ..., 4] et fermés
de Zariski de (k)¢ définis sur k.
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Démonstration. Si I est un idéal de k[tq,...,t4), on a va que J(Z(I)) D I et
J(Z(I)) est radical, donc J3(Z(I)) D +/I. Réciproquement, si g € JI(Z(I)),
alors (quitte a prendre hq, ..., h,, qui engendrent /, cf. le théoreme [2.3.3
montre que g¢, pour un certain / € N, appartient a I'idéal I’ engendré par [
dans k¥8[t;,... t4] (c’est-a-dire engendré par hy, ..., h,, dans k¥&[t;, ... t4]).
Comme g° € k[ty,...,tq], le lemme précédent montre g¢ € I, et on a bien prouvé
g € v/I.Donc finalement 3(Z (1)) = /1.

Si E est une partie de (k*'8)?, onavuque Z(J(E)) 2 E,donc Z(J(F)) estun
fermé de Zariski contenant £ ; mais si Z(.% ) est un fermé de Zariski contenant £,
soit Z(.#) D E,alors Z(.%) = Z(3(Z(.F))) 2 Z(3(F)),donc Z(I(E)) est bien
le plus petit fermé de Zariski contenant E.

Si I est un idéal radical, Z(I) est un fermé de Zariski, et on vient de voir que
J(Z(I)) =1;etsi E = Z(.Z) est un fermé de Zariski, J(E) est un idéal radical,
etonavuque Z(J(E)) = Z(3(Z(F))) = Z(F) = E. Ceci montre bien que
Z et J sont des bijections réciproques entre les ensembles qu’on a dit, et on a
observé qu’elles sont décroissantes. ©

2.4.8. (1) On aurait pu étre tenté d’associer des le départ a .# 1’ensemble
Z(F) N k? des zéros dans k?, plutdt que (k*8)<, des éléments de .7 : le probleme
avec ce point de vue est qu’on peut avoir Z(I) N k¢ = & alors que I n’est pas
I’idéal unité : penser au cas de I’idéal engendré par t? + 1 dans R[¢] (qui n’est pas
I’idéal unité puisque > + 1 n’est pas inversible, et qui n’a pourtant pas de zéro
dans R). Avec le point de vue choisi ici, on a Z(t? + 1) = {4v/—1} C C. On
remarquera bien que {/—1} seul n’est pas un fermé de Zariski défini sur R (c’est,
en revanche, un fermé de Zariski défini sur C).

Lorsqu’on a besoin de désigner les éléments de Z(I) N k%, c’est-a-dire les
solutions dans k%, on dira que ce sont les points rationnels du fermé de Zariski
Z(I) : cette terminologie vient de la situation & = @ et a été étendue a
n’importe quel corps. (A titre d’exemple, (%, %) est un point rationnel du « cercle »
Z(2? + y* — 1) sur Q, cf. 3.1.4]) D’apres le théoréme (cf. surtout [1.9.6)),
si k est parfait (cf. et [[.8.3), on peut dire que les points rationnels de
Z(I) sont ceux qui sont fixés par le groupe de Galois absolu, i.e., par tous les

automorphismes de k¢ au-dessus de k.

(2) Par opposition a « point rationnel », un élément de Z (1) peut s’appeler
un point géométrique : de facon générale, le terme « géométrique » a souvent
la signification « défini sur la cl6ture algébrique ». Les points géométriques
(=solutions d’équations polynomiales dans la cloture algébrique) sont donc ceux
avec lesquels nous avons travaillé tout du long de cette section.

(3) On parle enfin de point fermé pour désigner les Z(m) avec m un idéal
maximal de k[t .. ., t4) contenant I (si I # (1), il y en a toujours d’apres[I.1.7) :
on avuen que si k est algébriquement clos, les points maximaux coincident
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avec les [singletons des] points géométriques=rationnels ; mais en général, ce ne
sont pas toujours des singletons (par exemple, en une seule variable ¢, le fermé de
Zariski Z(t? + 1) sur R est un point fermé qui contient deux points géométriques,
++/—1). La terminologie « point fermé » vient de ce que ce sont des fermés de
Zariski définis sur k£ qui soient aussi petits que possible.

Le corps k[tq,...,tq)/m s’appelle corps résiduel du point fermé Z(m),
souvent noté sz, et la classe modulo m d’un polyndme s’appelle évaluation
du polyndéme au point fermé en question. (Dans le cas [du singleton] d’un point
rationnel, 1’évaluation est bien 1’évaluation au sens usuel.) Remarquons que si
»n = k alors le point fermé est [le singleton d’un point] rationnel (voir la fin de la
démonstration de [2.2.4). En général, le degré 54, : k] s’appellera degré du point
fermé Z(m).

Les points rationnels sont des points fermés particuliers (sur un corps
algébriquement clos, ce sont les seuls, comme on vient de le rappeler), et chaque
point géométrique x appartient 2 un unique point fermé (considérer Z(J(z))
dans [2.4.7), et on peut vérifier que si k est parfait, les points fermés sont
exactement les orbites sous le groupe de Galois absolu (comparer avec [I.9.7).

2.4.9. Si I est un idéal radical de k[ty,. .., 4] si bien que J(Z(I)) = I comme
on vient de le voir en on peut donner une interprétation de klt1, ..., tq|/ (1)
comme Suit :

Considérons I’application qui & un polyndme f € k[ty,...,t,] associe la
restriction 2 Z (1) de ce polyndme, vu comme une application de (k) vers k28 ;
autrement dit,

klty, ... tg — (k¥8)ZD

fr((z1,.. . 2q) = fx,. .., 24q))

Il s’agit manifestement d’un morphisme d’anneaux (en munissant (k*#)Z(0)
des opérations point a point) dont le noyau est J(Z(I)) par définition. 1l
s’ensuit que son image, c’est-a-dire les restrictions a Z([) des polynomes
dans k[ty, ..., t4], s’identifie a k[tq,...,tq4)/I(Z(1)), c’est-a-dire k[ty, ..., tq]/1.
Cet anneau quotient s’appelle ’anneau des fonctions régulieres du fermé de
Zariski Z(I) (une fonction réguliere est donc simplement la restriction d’un

polyndme).

2.4.10. On dit qu'un fermé de Zariski Z(/) est irréductible lorsqu’il ne peut
pas s’écrire comme réunion de deux fermés de Zariski différents de lui, i.e., si
Z(I) = Z(I,) U Z(I3) alors Z(I,) = Z(I) oubien Z(l2) = Z(I).

A titre de contre-exemple, Z(zy) = Z(x) U Z(y) (car zy s’annule si et
seulement si x s’annule ou y s’annule) n’est pas irréductible dans le plan de
coordonnées (z,y) : c’est la réunion des deux axes de coordonnées ; le probleme
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vient du fait que le polyndme xy n’est pas irréductible, ou de fagon équivalente
(cf.[1.1.5) que I’'idéal qu’il engendre n’est pas premier. Ce contre-exemple suggere
le résultat suivant :

Proposition 2.4.11. Un fermé de Zariski Z(I), avec / un idéal radical, est
irréductible si, et seulement si, 1’idéal [ est premier (i.e., I’anneau des fonctions
régulieres sur Z (/) est inteégre).

En particulier, un fermé de Zariski de la forme Z(f) (c’est-a-dire, une
hypersurface) est irréductible si et seulement si f est nul ou irréductible.

Démonstration. Supposons [ premier (donc automatiquement radical) : on veut
montrer que Z (1) est irréductible. Supposons Z(1) = Z(1;) U Z(1l5) avec Iy, I
deux idéaux radicaux : on veut montrer que Z([;) = Z(I) ou Z(Iy) = Z(I).
Supposons le contraire, c’est-a-dire d’apres la proposition que I # I et
I # I, Nl existe alors f; € 1 \ I et fo € I, \ I. On a alors fify & I car
I est premier, et pourtant f; fo s’annule sur Z(I;) et Z(I3) donc sur Z(I), une
contradiction a[2.4.7]

Réciproquement, supposons Z(I) irréductible : on veut montrer que [ est
premier. Soient f1, fo tels que f1fo € I :posons I := I + (fy) et Iy := I + (fs)
les idéaux engendrés par I et fi, fo respectivement. On a Z(I;) C Z(I) et
Z(1y) C Z(I),etplus précisément Z (I1) = Z(1)NZ(f1) et Z(1y) = Z(I)NZ( f2)
(on a signalé que Z transforme les sommes d’idéaux en intersections); on a par
ailleurs Z(I) = Z(I,) U Z(1I3) (car siz € Z(I) alors fi(z) fo(x) = 0 donc soit
fi(z) = 0 soit fo(x) = 0, et dans le premier cas x € Z(I;) et dans le second
x € Z(I)). Puisqu’on a supposé Z(I) irréductible, on a, disons, Z([;) = Z(I),
c’est-a-dire Z(I) C Z(f1), ce qui signifie f; € I d’apres[2.4.7} Ceci montre bien
que [ est premier.

L’ affirmation du dernier paragraphe est une conséquence de ce qu’on a dit

en (et du fait que k[t1, . . ., t4] est factoriel, cf.[1.1.14). ©)

2.4.12. Tl est important de noter qu’un polyndme f € k[tq,...,t,| peut étre
irréductible mais cesser de 1I’étre quand on le considere a coefficients dans un
corps plus gros (notamment, tout polyndme de degré > 1 en n = 1 variable se
factorise dans k). Lorsque ceci ne se produit pas, on dit que le polyndme est
géométriquement irréductible ou absolument irréductible. Plus précisément :
— Un polynéme [ € k[ty,...,t,] est dit géométriquement (ou absolument)
irréductible lorsque f est irréductible dans k8t ... t,]. Ceci implique,
évidemment, qu’il est irréductible. En n = 1 variable, les seuls polyndmes
géométriquement irréductibles sont ceux de degré 1.
— Un fermé de Zariski Z(I) avec I idéal radical de k[tq,...,t,] est
dit géométriquement (ou absolument) irréductible lorsque I’idéal .k
engendré par I (comme k*'8-espace vectoriel ou comme idéal, cela revient
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au méme, cf. dans k*8[t;,... t,] est premier. Notamment, si
I = (f) est principal (engendré par un unique polyndme), cela signifie
exactement que f est soit nul soit géométriquement irréductible.

(On renvoie a[3.1.9 pour un exemple illustrant ces notions.)

2.4.13. Si I est un idéal premier de k[t, . .., t4], si bien que Z(I) est un fermé de
Zariski irréductible d’apres|2.4.11} on appelle corps des fonctions rationnelles du
fermé de Zariski Z (1) le corps des fractions (cf. de ’anneau k[ty, ... tq]/1
des fonctions régulieres (cf. sur Z(I) (cet anneau étant intégre justement car
I est premier).

Concretement, puisque k[tq,...,t4]/I peut se voir comme les restrictions a
Z (1) des fonctions polynomiales sur Z(I), il s’agit du corps des expressions de la
forme f/g avec f, g deux telles fonctions et g # 0 (noter que g peut s’annuler en
certains points de Z(/) mais ne s’y annule pas identiquement).

Le degré de transcendance sur % de ce corps s’appellera la dimension du fermé
de Zariski (irréductible) Z(I).

2.5 Extension des scalaires des algebres sur un corps

2.5.1. Soit £ C K’ une extension de corps et A une k-algebre : on voudrait
associer a A une k’-algébre A’ obtenue en « étendant les scalaires » de k a k'
(les « scalaires », dans cette expression, sont les éléments de k).

2.5.2. Soit k C k' une extension de corps et V un k-espace vectoriel. Soit (e;);cr
une base de V' et V' le k’-espace vectoriel de base (e;);cs (c’est-a-dire 1’ensemble
des combinaisons linéaires formelles Eie ;Aie; avec \; € k' tous nuls sauf un
nombre fini). On a une application k-linéaire V' — V"’ « naturelle » qui envoie e;
sur e; (donc zie ; Aiej avec \; € k sur la méme somme ou les A; sont maintenant
considérés dans k') ; cette application est, bien entendue, injective, et son image
engendre V' comme k’-espace vectoriel (puisqu’elle contient les e;). Appelons-la
V=V,

Alors, quel que soit le k’-espace vectoriel W, toute application k-linéaire
u: V. — W se factorise de facon unique a travers ¢, c’est-a-dire qu’il existe
une unique application £'-linéaire u': V' — W telle que © = u o ¢. Ou, si on
préfere, I’application Homy (V/, W) — Homy(V, W) de composition a droite
par ¢, qui a une application £’-linéaire v’ : V' — W associe I’application k-linéaire
u: V. — W donnée par u o ¢, est une bijection. Il suffit pour s’en convaincre de
se rappeler que Homy (V, W) et Homy, (V', W) peuvent tous les deux s’identifier
a W (I’ensemble des fonctions de I dans W) grace au choix de la base (€:)ier -
autrement dit, on doit poser u'(e;) = u(e;), et ceci construit bien »'. On pourra
dire qu’il s’agit 1a d’une « propriété universelle » de V.

En particulier, la construction effectuée de V' ne dépend pas du choix de
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la base : si on construit V] et V en utilisant deux bases différentes de V', non
seulement on obtient deux espaces vectoriels isomorphes, mais il y a un unique
isomorphisme entre eux qui soit compatible avec les applications ¢;: V' — V] et
ty: V' — Vj construites en méme temps.

Cet espace V' s’appelle 1’extension des scalaires de V' de k£ a £’ et se note
V ®i k'. Sa dimension sur £’ est, par construction, égale a la dimension de V'
sur k. On notera z ® 1 ’élément ¢ () défini ci-dessus (dont les coordonnées sur la
base e; sont celles de x), et plus généralement = ® ¢ pour ¢ € k' ’élément ci(z)
dont les coordonnées sur la base e; sont celles de x multipliées par c.

2.5.3. La « propriété universelle » de ¢ permet d’associer a une application
k-linéaire u: V' — W entre k-espaces vectoriels une application £’-linéaire
u': V' — W entre leurs extensions des scalaires V' := V@i k' et W := W, K.
A savoir : on considere tyy o u (Ot tyy: W — Westx — 2 ® 1 pour z € W)
et la propriété universelle de ¢ assure qu’on peut I’écrire de fagcon unique sous
la forme ' o ¢, On dira que u' est obtenu a partir de u par « extension des
scalaires » de k a k' (ou par « fonctorialité »). Concrétement, u’ est définie par
la méme matrice que u (ou, si on veut éviter de parler de matrices possiblement
infinies, les mémes coefficients sur des bases).

La méme propriété universelle de ¢ vaut encore pour les applications
bilinéaires, et plus généralement, multilinéaires : si V;, V5 sont deux k-espaces
vectoriels et V| := V| ®; k' et V, := V5, ®; k' sont obtenus par extension des
scalaires, alors pour tout k’-espace vectoriel W, toute application k-bilinéaire
b: Vi x Vo — W se factorise de facon unique sous la forme b(zy,x5) =
V' (e(x1),1(xa)) (cest-a-dire V' (x3 @ 1,29 ® 1)) avec V': V] x VJ — W qui
soit k’-bilinéaire (la démonstration est la méme : les applications k-bilinéaires
Vi x Vo — W ou k'-bilinéaires V| x V; — W sont en bijection avec W/ *%2 une
fois choisies des bases (¢;)cr, et (f;);er, de Vi et V5). La méme chose vaut encore
avec trois espaces vectoriels ou plus.

2.5.4. On a défini V ®, k' comme le k’-espace vectoriel dont une base (sur &/,
donc) est donnée par une base (e;);c; de V' (sur k). Il n’est bien entendu pas
interdit de considérer V' ®;, k' comme un espace vectoriel sur & : dans ce cas, une
base en est donnée par les (e; ® bj) (i jjcrxs avec (bj);cs une base de k' comme
k-espace vectoriel (on s’en convainc en écrivant un élément quelconque comme
combinaison £’-linéaire de la base (e;);c; et en écrivant ensuite les coefficients
eux-mémes comme combinaisons k-linéaires des b, ; de facon plus générale, si
E est un k'-espace vectoriel et toujours (b;);c; une base de k' comme k-espace
vectoriel, alors une base de £ comme k-espace vectoriel est donnée par les
(bjei)(i,j)elxj)-

Soulignons au passage qu’il n’est pas vrai que tous les éléments de V &y, k'
soient de la forme x @ c pour x € V et ¢ € k' : il est seulement vrai que ces
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éléments engendrent V ®;, k' comme k-espace vectoriel.

Signalons de plus, sans plus développer, que 1’extension des scalaires qu’on
a définie ci-dessus fait partie d’une construction plus générale appelée produit
tensoriel. Le produit tensoriel de deux espaces vectoriels V' et I sur un corps k
est ’espace vectoriel V' ®; IV dont une base est le produit d’une base de V' et
d’une base de W (on vient d’expliquer pourquoi on est dans ce cas); on a une
application bilinéaire 5: V x W — V ®; W qui envoie un couple d’éléments
des deux bases sur I’élément de la base d’arrivée défini par ce méme couple (dans
le cas qu’on a considéré, 5(z,c) = cu(x)). Cette application bilinéaire possede
la propriété « universelle » que toute application k-bilinéaire V- x W — E se
factorise de fagon unique en la composée de 3 et d’une application k-linéaire
V @ W — FE : autrement dit, une application k-bilinéaire V' x W — FE et une
application k-linéaire V' ®; W — E sont essentiellement « la méme chose ».
Cette méme propriété permet de définir de fagon plus générale le produit tensoriel
de deux modules quelconques sur un anneau quelconque, mais nous ne le ferons
pas.

Proposition 2.5.5 (« exactitude » de I’extension des scalaires sur un corps). Soit
k C k' une extension de corps et U C V un sous-k-espace vectoriel d’un k-
espace vectoriel V' dont le quotient sera noté W := V/U. Notons U, V', W'
les extensions des scalaires de U, V,W de k a k', et U' — V' et V! — W' les
applications k’-linéaires obtenues par extension des scalaires a partir de 1’injection
d’inclusion (i.e., 'identité¢) U — V et la surjection canonique V' — W. Alors
(a) V! — W’ est surjective, (b) son noyau est exactement ’image de U’ — V'’
et (c) cette derniere est injective. (Note : I’affirmation (c) ici dépend crucialement
du fait que & est un corps.)

Démonstration. Soit (e;);cr une base de U, qu’on compléte en une base de V/,
disons (e;);erus (avec I N J = @), 'image des (e;);c; définissant alors une base
de W. Ces k-bases de U, V, W donnent k’-bases de U’, V', W'. Les applications
U — V'et V! — W’ s’obtiennent alors respectivement en envoyant e; sur e;
si ¢+ € [ pour la premiere, et pour la seconde en envoyant e; sur e; si< € J et 0
sit € [ : avec cette description, les affirmations (a), (b) et (c) sont triviales. ©)

2.5.6. Supposons maintenant, toujours que & C k' est une extension de corps,
mais maintenant que A est une k-algébre. On a défini un k’-espace vectoriel
A" = A ® k' par « extension des scalaires » de k a k’. L’application k-
bilindaire A x A — A de multiplication (envoyant (a,b) sur ab), composée
avec 1: A — A’, se factorise de fagon unique d’apres la « propriété universelle »
pour les applications bilinéaires qu’on a vue plus haut : il existe donc une unique
multiplication k’-bilinéaire sur A’ qui vérifie ¢(a)¢(b) = ¢(ab). L’associativité
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de A donne I’associativité de A’ (puisque I’application trilinéaire (a,b,c)
a(bc) — (ab)c est nulle, son unique factorisation par ¢ 1’est encore).

Concretement, cette algebre A’ = A ®;, k' peut étre construite ainsi : on part
d’une base (e;);c; de A, on écrit chaque produit e;,e;, sous la forme e; e;, =
> jcr Ciria,i€j (€8 ¢iy iy j 8’appellent les « constantes de structure » de A sur cette
base), et I’algebre A’ est la k’-algébre obtenue en reprenant ces mémes relations
mais sur un k’-espace vectoriel de base (¢;);c;. Pour une algebre de type fini, on
verra une description encore plus simple ci-dessous.

On a par ailleurs toujours la « propriété universelle » suivante : si B est
une £’-algeébre, alors tout morphisme ¢): A — B de k-algebres (c’est-a-dire k-
linéaire préservant le produit) se factorise de fagon unique comme la composée
de tA — A’ par un morphisme de k’-algebres ¢': A’ — B (comme on a déja
vu la factorisation unique pour des morphismes d’espaces vectoriels, il n’y a plus
qu’a vérifier que ¢)': A’ — B préserve la multiplication, ce qui résulte du fait que
Y (ab) — 1 (a) 1 (b) est nulle donc son unique factorisation par ¢ 1’est aussi).
2.5.7. Si k C k' est toujours une extension de corps et si maintenant A =
klti,...,tq)/1 alors on peut décrire A’ := A ®; k' comme k'[tq, ..., t4]/I" ou I’
est I’idéal engendré par I dans k'[t1,...,t4], qui est aussi le k’-espace vectoriel
engendré par [ d’apres 2.4.6] En effet, le cas ou I/ = 0, c’est-a-dire quand
A = klty,..., tq], est clair, puisque les mondmes forment une base sur k de
k[t1, ..., tq] et une base sur k' de k'[t1, .. ., 4], avec la méme multiplication, et la
proposition[2.5.5| permet d’en déduire le cas général (I’affirmation (c) montre que
I' =1 ®; k', Iaffirmation (a) montre que k'[ty, ..., tq] = (k[t1, ..., t4]/]) @ K
est surjective et I’affirmation (b) montre que son noyau est précisément [”).

Autrement dit, concrétement, si hi,...,h, € k[ti,... tq] et si A =
Elti, ... tq]/(hi,..., hy) (ce qui est la structure générale d’une algebre de type
fini sur k d’apres[[.2.2]et2.1.4), ona A @4 k' = K'[t1,...,ta)/(h1, ..., hy). Ce
qui n’était pas évident a priori sur cette écriture, mais qui résulte de ce qu'on a
fait ci-dessus, est que, a isomorphisme pres, cette définition ne dépend pas de la
« présentation » de A comme klt1,...,t4]/(h1,. .., hy) (c’est-a-dire du choix des
générateurs, les images des ¢;, et des relations entre eux, c’est-a-dire les h;).

A titre d’exemple, C = R[t]/(t*> + 1) donc C ®g C = C[t]/(t? + 1) =
C[t]/((t++/=1)(t—+/—1)) = Cx C (cet exemple montre qu’étendre les scalaires
d’un corps ne donne pas forcément un corps, ni méme un anneau intégre — on va
justement réexpliquer ce phénomene au paragraphe suivant).

2.5.8. La définition de I’extension des scalaires permet de reconsidérer la
notion d’extensions de corps linéairement disjointes introduite en [I.4] ainsi que
I’ensemble des résultats de cette section :

La proposition signifie que deux extensions de corps k C K etk C L

contenues dans une méme troisieme M sont linéairement disjointes si et seulement
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sile morphisme K ®; L — M (application L-linéaire déduite de la factorisation de
I’application K -linéaire K’ — M en utilisant la propriété universelle) est injective.
La proposition signifie que lorsque L est algébrique sur k, 1’extension
composée K .L est simplement I’image de cette application K ®; L — M. La
proposition en conclut que, toujours avec L algébrique sur k£, on a K et L
sont linéairement disjointes au-dessus de £ si et seulement si K. = K ®; L, ou
si on préfere, si et seulement si ' ®;, L est un corps (observer que si K ®; L est
un corps, le morphisme K ®; L — M est forcément injectif).

La proposition signifie (en changeant les notations) que lorsque k' est
algébrique sur k on a k(ty,...,tq) ® k' = K'(t1,...,ts), & comparer avec
klti,... tq] @k k' = K'[t1,...,tq] vu ci-dessus et valable sans hypothése sur
I’extension k C k’. (Pour montrer que la restriction sur &’ est vraiment pertinente
dans le cas des fractions rationnelles, signalons que k(x) ®y, k(y), si =, y sont deux
indéterminées, est le sous-anneau de k(z,y) formé des fractions rationnelles qui
admettent un dénominateur produit d’un polyndme en x et d’un polyndme en y.)
Voici une généralisation de ce fait :

Proposition 2.5.9. Soit & un corps et A une k-algebre, et soit &’ une extension
algébrique de k. Supposons que ARk’ soit integre (en particulier, A lui-méme est
intégre). Alors son corps des fractions Frac(A®yk’) s’identifie avec Frac(A)®k'.
De plus, dans ces conditions, Frac(A) et &’ sont linéairement disjointes comme
extensions de k contenues dans Frac(A ®y, k'), et ce dernier est leur composé.

Démonstration. Le fait que A soit intégre si A ®;, k' 1’est résulte du fait que si
aa’ = 0 dans A alors (a® 1)(a’ ® 1) = (aa’) ® 1 = 0, or a ® 1 n’est nul que pour
a=0.

Soit maintenant K’ := Frac(A ®j, k). D’apres[2.5.5]c), on peut voir A ®j, k'
comme une sous-k’-algeébre de K’ (a savoir le k’-espace vectoriel engendré par les
a ® 1 pour a € A). Notamment, on peut voir A (identifié a I’ensemble des a ® 1)
comme une sous-k-algebre de K’, et k' (identifié a ’ensemble des 1 ® u pour
u € k") comme un sous-corps de K, contenu dans A ® k’. Puisque A est contenu
dans le corps K, il en va de méme de son corps des fractions /' := Frac(A). On
veut montrer que K ®; k' = K’ : pour cela, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus (et
comme £’ est algébrique sur k), il s’agit de prouver que K et k£’ sont linéairement
disjointes comme extensions de k contenues dans K’ et que leur composée est K.

Le fait que I’extension composée soit K est clair car K’ est engendré en tant
que corps par A et k', donc a fortiori par K et k. 1l reste a voir que K et &’
sont linéairement disjointes, autrement dit, que si les u; sont des éléments de £’
linéairement indépendants sur k et les ¢; des éléments de K tels que > | ey =0
dans K’, alors en fait les ¢; sont nuls.

Mais on peut écrire ¢; = a;/q ol a; € Aetg € Aestnon nul fixé. On a donc
>_;aju; = 0 dans K, eten fait1’élément a;u; de K’ s’identifie a I’élément a; @
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de A ®; k' comme on vient de I’expliquer. Mais vu que les u; sont linéairement
indépendants sur k, cet élément ne peut €tre nul que si tous les a; sont nuls (quitte,
par exemple, a prendre une base de A sur k et a compléter les u; en une base de
k' sur k).

(Le fait que A ®y K’ soit integre a servi, dans cette démonstration, a tout situer
dans le corps K'.) ©

3 Corps de courbes algébriques

3.1 Définition et premiers exemples

3.1.1. Soit k£ un corps. On appelle corps de fonctions de dimension n sur &
une extension de corps de k qui soit de type fini (cf. et de degré de
transcendance n sur k (cf. . Notamment, pour n = 1, on parle de corps
de fonctions de courbe sur k.

Par abus de langage, on dira parfois simplement que K est une « courbe »
(algébrique) sur £ ; ou bien on dira que K est le corps des fonctions [rationnelles]
de la courbe C' et on notera alors K = k(C') (on ne définit pas ce qu’« est » C,
voir les exemples ci-dessous).

Il existe un certain nombre de variations entre auteurs autour de cette

définition, pour essentiellement deux raisons : (a) le cadre dans lequel on
considere les courbes n’est pas forcément le méme (dans ce cours, nous avons
choisi de définir les courbes a travers leur corps des fonctions, c’est-a-dire leurs
fonctions rationnelles, plutdt que leur anneau(x) de fonctions régulieres, c’est-
a-dire leurs fonctions polynomiales : 1’avantage est que cela simplifie 1’étude ;
I’inconvénient est que 1’étude des courbes singulieres n’est pas possible : par
exemple, la courbe d’équation y* = 3 dans le plan va simplement revenir a celle
de la droite qui la parametre par ¢ +— (z,y) = (1%, ¢3), et de méme on ne peut pas
retirer des points a une courbe ; pour cette raison, ce que nous appelons « courbe »
s’appellerait « courbe normale projective » ou « courbe projective lisse » chez
d’autres auteurs), et (b) les hypotheses effectuées ne sont pas forcément les mémes
(notamment, beaucoup d’auteurs restreignent les courbes a ce qu’on appellera
plus bas les courbes « géométriquement irréductibles »). On sera éventuellement
amené a restreindre la définition qui vient d’étre donnée.

3.1.2. La courbe la plus simple est donnée par le corps k(t) des fractions
rationnelles en une indéterminée ¢ (I’extension transcendante pure de degré de
transcendance 1) : on I’appelle droite projective (ou simplement « droite ») sur &k
et on peut la noter P} ou simplement P! (ainsi, k(P}) := k(t)).

Il faut imaginer les éléments de k(t) comme des fonctions rationnelles sur la
droite affine : on verra plus loin comment définir les points de la droite, mais on
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peut au moins dire ceci : si x est un élément de k ou bien le symbole spécial oo,
etsi f € k(t), on définit f(x) comme 1’évaluation (=la valeur) de f en x ou bien
le symbole spécial oo si f a un pdle en x (lorsque x = oo, I’évaluation de f en x
peut se définir comme celle de la fraction rationnelle f (%) en 0; sur les réels ou
les complexes, c’est simplement la limite de f en co ou bien oo si f n’est pas
borné).

Rappelons que tout élément f non nul de k(t) posséde une écriture unique
sous la forme ¢ [ [, h(t)" ot c € k*, les vy, sont des entiers (relatifs) tous nuls
sauf un nombre fini, et & est I’ensemble des polyndmes unitaires irréductibles
dans k[t]. Si k est parfait, tout h € & peut encore s’écrire sous la forme
[Tecrs(t — &) ot M est une orbite de k sous I'y := Gal(k C k*#) (puisque
deux éléments de £ sont conjugués si et seulement si ils sont dans la méme orbite
sous I'j,, notamment d’aprés ou[I.6.4(2b)). On peut donc écrire tout élément
non nul de k(t) de fagon unique sous la forme cngekalg (t =& ouc € k%,
les ve sont des entiers (relatifs) tous nuls sauf un nombre fini, et v¢ est invariant
sous I'y, (i.e., Vy(¢) = ve pour tout o € I'y et £ € k*2). Un des themes de ce qui
va suivre est de généraliser ce type d’écriture au corps des fonctions d’une courbe
quelconque : en attendant, signalons que vy, ou v s’appellera la valuation en /
ou ¢ de la fonction f considérée, et on verra a partir de [3.2.3|en quoi ce genre de
fonction est important.

3.1.3. Si P € k[x,y] est un polyndme irréductible en deux indéterminées z, y et
faisant effectivement intervenir y, on peut le voir comme un élément de k(z)[y],
qui est encore irréductible (cf. [I.1.14), ce qui définit donc un corps de rupture
k(z)[y]/(P) (cf. et qu’on notera généralement k(z,y : P = 0);
c’est aussi le corps des fractions de k[z, y|/(P) (puisque c’est un corps contenant
k[x,y]/(P) et engendré par lui), et du coup, c’est aussi k(y)[z]/(P) dés lors que
la variable x intervient effectivement.

On souhaite dire qu’il s’agit du corps de fonctions k(C') de la « courbe plane »
C :={P =0} : ace stade-la, il s’agit d’une notation purement formelle, mais on
peut faire les remarques suivantes pour 1’éclaircir.

On a introduit en la notation Z(P) := {(z,y) € (k*8)*: P(x,y) = 0}
pour I’ensemble des zéros de P (dans une cloture algébrique!) : appelons Cp
cet ensemble. Comme P est irréductible, I'idéal (P) est premier (cf. [I.1.3)), donc
radical (cf. : la proposition implique donc que (P) est I’idéal des
polyndmes qui s’annulent identiquement sur Cp, et on a expliqué en [2.4.9) que
les éléments de k[z,y|/(P) peuvent s’identifier aux fonctions régulieres sur Cp,
¢’est-a-dire les restrictions a C'p des éléments de k[x, y] (vus comme des fonctions
(k*8)2 — k28, Le corps k(C') = Frac(k[x,y]/(P)) dont on vient de parler peut
donc se voir comme 1’ensemble des quotients de deux fonctions régulieres (i.e.,
polynomiales) sur C'p dont le dénominateur n’est pas identiquement nul sur C'p :
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il est donc raisonnable d’appeler ce corps « corps des fonctions sur Cp ».

L extension de corps k(x) C k(C') (quand on voit k(C') comme k(z)[y]/(P))
correspondra 2 la projection C' — P! sur la premiére coordonnée.

Donnons quelques exemples plus précis, puis discutons ce qui se passe dans
des cas adjacents.

3.1.4. Considérons I'exemple de P = z? + y> — 1 sur un corps k de
caractéristique # 2 (on pensera notamment au corps des réels).

Le polynéme P est irréductible dans k[z, y|. En effet, comme il est de degré
total 2, une factorisation non triviale serait nécessairement en degrés 1 + 1; en
considérant les termes de plus haut degré (i.e., 1) des facteurs, dont le produit doit
étre x> + 2, on voit qu’ils doivent étre de la forme z + /—1y etz — /1y
(en notant v/—1 une racine carrée de —1 dans k, qui doit exister pour que la
factorisation soit possible) ; or avoir (z++v/—1y+c)(x—/—1y+c) = 22 +3?—1
impose simultanément ¢ + ¢ = Oetc — ¢ = 0 et c¢ = —1, conditions
manifestement impossibles a satisfaire en caractéristique # 2. On est donc dans
le cadre considéré plus haut.

La courbe plane C' d’équation P = 0 est le « cercle unité », dont le corps des
fonctions est le corps Frac(k[x, y]/(2*+y*—1)) = k(z,y : *+y* = 1) de rupture
de x? + y* — 1 sur k(z). En fait, il s’avere que ce corps est isomorphe au corps
k(t) des fractions rationnelles en une indéterminée : ceci résulte du « paramétrage
rationnel du cercle » représenté géométriquement par la figure suivante

—~
+
o |
[N
—

/ ot \

Un petit calcul d’inspiration géométrique (cf. les formules exprimant
(cosf,sinf) en fonction de tan g), valable en fait sur tout corps k de
caractéristique # 2, montre que toute solution (z,y) de 2* + y*> = 1 autre que

51



(—1,0) peut s’écrire de la forme (}jrg, 3) avec t € k (uniquement défini, et

vérifiant t2 # —1), qui peut étre réciproquement calculé comme ¢t = Iy?
Mais ces mémes formules peuvent s’interpréter comme définissant un
isomorphisme entre k(C) := k(z,y : 2> +y*> = 1) et k(P') = k(t), a savoir
t2

I’isomorphisme envoyant = et y (maintenant des éléments de k(C')) sur 137 et
2t

-z (€léments de k(t)) respectivement : le fait qu’on ait bien (ig ) 2y (f:tg )2 =
1 assure que ce morphisme est bien défini (rappel : pour définir un morphisme
de k(x)[y]/(P) vers un anneau B quelconque il suffit de définir un morphisme
de k(z)[y] vers B qui annule I'image de P), et en vérifiant que ¢ — —*5 est sa
réciproque, on voit que ¢’est un isomorphisme.

Toute cette situation se résume en disant que le cercle C' = {z? + ¢* = 1}
est une courbe rationnelle (sur le corps & quelconque de caractéristique # 2), ou
rationnellement paramétrée. Le cadre dans lequel nous considérons les courbes
fait qu’on « ne voit pas » la différence entre les courbes rationnelles et la droite.
(Un exemple encore plus simple d’une courbe rationnelle est fourni par la parabole
{x = y?}, rationnellement paramétrée par y, ¢’est-a-dire qu’ici k(z)[y]/(y* — z)
est simplement & (y), dans lequel k(z) est vu comme le sous-corps k(y?).)

De facon générale, le méme raisonnement que pour le cercle va fonctionner
pour une conique « non-dégénérée » sur un corps de caractéristique # 2, i.e.,
la courbe définie par un polyndme de degré 2 qui ne se factorise pas méme sur
la cloture algébrique (géométriquement, ceci signifie que la conique ne sera pas
réunion de deux droites, méme sur la cloture algébrique), a condition d’avoir
un point rationnel (cf. 2.4.8(1)) qui puisse jouer le role de (—1,0) dans le
paramétrage par des droites de pente variable. L’ exemple qui suit montre que cette
hypothese n’est pas anecdotique.

3.1.5. Considérons maintenant I’exemple de P = z? + y? + 1 sur un corps k de
caractéristique # 2 dans lequel —1 n’est pas somme de deux carrés (de nouveau,
on pensera principalement au corps des réels). Le méme argument que pour
2?2 + y? — 1 montre que ce polyndme P est irréductible, mais cette fois k(C) :=
k(z,y : 2% +y* = —1) n’est pas isomorphe a k(t). En effet, un tel isomorphisme
déterminerait deux éléments =,y € k(t) vérifiant z* + y?> = —1; mais quitte 2
chasser les dénominateurs on obtient z,y, 2 € k[t] tels que 22 + y? + 22 = 0,
et en prenant le dénominateur réduit, x,y, 2 ne s’annulent pas simultanément
en 0, disons z(0) # 0 pour fixer les idées, et quitte a poser v = x(0)/2z(0) et
v =y(0)/2(0) on obtient u> + v? = —1, contredisant I’hypothese faite sur .

En particulier, R(z,y : ? + y* = —1) fournit un exemple d’une extension
de corps de R de type fini et de degré de transcendance 1 mais qui n’est pas
transcendante pure.

La courbe décrite par cet exemple est ce qu’on appelle généralement une
« conique sans point(s) » (c’est-a-dire : sans point rationnel).
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3.1.6. Mentionnons encore quelques exemples de courbes rationnelles données

par des fermés de Zariski ayant des points singuliers. On dit qu’un point (a

coordonnées dans la cloture algébrique !) du fermé de Zariski { P = 0} (avec P €
k[x,y] non constant) est singulier lorsque P, et P, s’y annulent simultanément.

— La courbe d’équation y? = 2® + 22 sur un corps de caractéristique # 2.

(Note : le polyndme 22 + 22 — y est irréductible car un facteur de degré 1

serait de la forme x — ¢ en regardant les termes de plus haut degré, et on

se convainc facilement que cette courbe ne contient pas de droite verticale

x = c.) Cette courbe porte le nom standard de « cubique nodale », et le

point (0,0) est y appelé un « point double ordinaire ». (Formellement un

point est un point double ordinaire de { P = 0} avec P irréductible lorsque

P} et P, s’y annulent mais que le polynome P, + P, u + P, u* — qui

définit les directions des tangentes — n’a pas de zéro multiple sur la cloture

algébrique.) On peut la paramétrer rationnellement en utilisant ¢ la pente

d’une droite variable par le point double ordinaire (0, 0) et en cherchant les

coordonnées de son autre point d’intersection avec la courbe : en injectant

y = tz dans y*> = 23+ 22 on trouve le paramétrage (z,y) = (t2—1,1>—t).

On remarquera que ce paramétrage parcourt deux fois le point (0,0) (une

fois pour ¢ = +1 et une fois pour ¢ = —1), essentiellement une fois par
direction tangente en ce point (les deux tangentes sont y = x ety = —x).
F\

et

Ao
(2~ ,t37t)\< =

— La courbe d’équation y? = 2® — 2 sur un corps de caractéristique # 2

dans lequel —1 n’est pas un carré, par exemple le corps des réels. (De
nouveau, on vérifie que ce polyndme est irréductible.) Le point (0, 0) est de
nouveau un « point double ordinaire », mais cette fois ses deux tangentes
ne sont pas rationnelles (« rationnelles » au sens « définies sur k£ »). On
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peut toujours paramétrer rationnellement la courbe utilisant ¢ la pente
d’une droite variable par le point double ordinaire (0, 0) et en cherchant les
coordonnées de son autre point d’intersection avec la courbe : en injectant
y = tz dans y?> = 23 —2? on trouve le paramétrage (z,y) = (t2+1,t3+1).
On remarquera que cette fois le point (0, 0) est atteint par des coordonnées
qui ne sont pas dans k (2 savoir ++/—1).

(2183 +¢
4 /7
x e~

(0,0)

— La courbe d’équation y? = 22 (toujours irréductible). Cette courbe porte le
nom de « cubique cuspidale » parce que le point (0, 0) est un « cusp » ou
point de rebroussement. Le méme procédé de paramétrage que ci-dessus
donne x = t? et y = t3 (par ailleurs trouvable directement). Cette fois-
ci, il y a bien bijection, sur n’importe quel corps k, entre les solutions de

y? = 23 et les éléments de k.
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Dans chacun de ces exemples, le corps k(C') des fonctions de la courbe est
simplement le corps k(t) (pour le paramétrage qu’on a donné), mais le fermé
de Zariski {P = 0} présente des complications géométriques, et on pourrait se
convaincre que 1’anneau k[z,y|/(P) des fonctions régulieres sur {P = 0} n’est
pas I’anneau k[t] (bien qu’il ait k£(¢) comme corps des fractions).

3.1.7. On a mentionné ci-dessus I’exemple de la parabole {z = y?}, courbe
rationnelle dont le corps des fonctions k(z)[y]/(y* — x) est simplement k(y) a
I'intérieur duquel k(z) est vu comme le sous-corps k(y?). Plus généralement,
on a la courbe {x = y"}, courbe rationnelle dont le corps des fonctions
k(x)[y]/(y™ —x) est simplement le corps des fractions rationnelles (=transcendant
pur) k(y) a intérieur duquel k(x) (lui aussi transcendant pur) est vu comme le
sous-corps k(y™). Si n n’est pas multiplie de la caractéristique et que k a une
racine primitive n-ieme de I'unité (, alors y +— (y définit un automorphisme de
k(y) dont le corps fixe est exactement k(y™) = k(x). D’apres le théoreme
ceci implique que I’extension k(y™) C k(y) est galoisienne de groupe de Galois
Z./nZ, ou, mieux {¢'}, qu’on peut vraiment voir comme des transformations sur
la courbe (envoyant le point géométrique de coordonnées (z, ) sur (x, 'y)).

(Si n est multiple de la caractéristique, I’extension k(y") C k(y) ne sera pas
séparable, mais ¢a n’empéche pas k(y) d’étre un corps de fonctions d’une courbe
tout a fait sympathique.)

En caractéristique p > 0, un autre exemple important est celui de la courbe
d’équation x = y” — y : de nouveau, k(z)[y|/(z — y* + y) est simplement k(y)
(transcendant pur) a I'intérieur duquel k() se plonge par = — y* — y ; cette fois,
c’est y — y + 1 qui définit un automorphisme de k(y) fixant exactement k().

3.1.8. Lorsque P € k[x,y| n’est pas irréductible, disons P = P, P, avec Py, P»
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non constants, alors Z(P) = Z(P;) U Z(P,) : autrement dit, on a affaire non
pas a une seule courbe mais a une réunion de courbes (certains auteurs appellent
encore « courbe » cet objet). Si on s’est placé dans le cadre ou (P) est radical,
alors P, P, sont premiers entre eux, car s’ils avaient un diviseur commun () non-
trivial, on aurait P, P,/() € k[z,y| non nul modulo P (puisque () est non-trivial)
mais de carré nul (puisque c’est le produit de P par (P;/Q)(P/Q) € k[z,y]), ce
qui contredit la radicalité supposée. Cet argument valant encore dans k(z)[y], on a
kE(x)[y]/(P) = k(z)[y]/(P1) x k(x)[y]/(P) par le théoreme chinois : autrement
dit, k(z)[y]/(P) n’est pas un corps dans ces conditions (et k[z,y|/(P) n’est pas
un anneau integre : il a P;, P, comme diviseurs de zéro).

Pour souligner que cette situation ne se produit pas, on pourra parler de
« courbes irréductibles » (avec la définition que nous avons prise, ¢’est redondant).
On rappelle (cf. qu’un fermé de Zariski Z(I) est dit « irréductible »
lorsqu’il n’est pas réunion de deux fermés strictement plus petits.

3.1.9. Mentionnons encore une situation a garder a ’esprit : si P = y*>+1 € klx, ]
sur un corps k dans lequel —1 n’est pas un carré, par exemple le corps des réels,
alors P est bien irréductible, mais il cesse de 1’€tre sur la cloture algébrique ou
P = (y+v~1)(y — v/~1) : on dit que ce polyndme est irréductible mais non
géométriquement irréductible, cf.[2.4.12] (Dans les exemples vus précédemment,
P4+ 2+ -1,y — b — 2% y? — 2 + 2® et y? — 2%, irréductibilité
de P n’était jamais perdue en montant a un corps plus gros.)

Le corps k(xz,y : P = 0) = k(x)[y]/(P) des fonctions de la courbe est
simplement k(y/—1, x) (par exemple, R(x)[y]/(y? + 1) est C(z)).

Il faut imaginer cette courbe de la facon suivante : c’est la réunion de
deux droites « géométriques » (c’est-a-dire définies sur la cloture algébrique),
y = v/—1ety = —/—1, ces droites étant permutées par le groupe de Galois
(qui échange v —1 et —/—1). Autrement dit, on a affaire 2 un fermé de Zariski
qui est irréductible (cf. [2.4.TT)) mais qui cesse de 1’étre sur la cloture algébrique
(cf.2.4.19).

Lorsque P est géométriquement (=absolument) irréductible, on dira que la
courbe plane {P = 0} I’est. Une conséquence de cette propriété sur le corps
K := k(z,y : P = 0) est que, d’aprés la proposition dans le corps
K.k¥8 = k28(z 9« P = 0), les sous-corps K et k2 sont linéairement disjoints
sur k. Cette propriété sera parfois utile.

3.1.10. Bien siir, il n’y a pas de raison de se limiter aux courbes planes ou méme,
dans une certaine mesure, de se limiter aux courbes du tout : si [ C k[ty,..., 14
est un idéal premier quelconque, alors X := Z([) est un fermé de Zariski
irréductible, et le corps des fractions de I’anneau integre k[tq,...,tq]/I des
fonctions régulieres sur X mérite de s’appeler corps des fonctions rationnelles
de X, qu’on peut noter k(X). Le degré de transcendance deg. tr,, k(X ) sera appelé
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dimension de X, mais nous ne considérerons vraiment que le cas des courbes,
c’est-a-dire, de la dimension 1 : celui-ci a de particulier qu’on pourra alors voir un
élément de k(X)) comme une vraie fonction de X vers P!, quitte a lui la valeur oo
sur les pdles (alors qu’en dimension > 2 une fonction rationnelle peut ne pas étre
définie sans pour autant avoir un pdle : penser a z/y en (z,y) = (0,0)).

La méme remarque que ci-dessus vaut : si le fermé de Zariski X est
géométriquement (=absolument) irréductible (cf.[2.4.12), son corps des fractions
K := Frac(k[ty,...,tq)/I) ala propriété, d’apres la proposition que dans
le corps K.k¥& = Frac(k¥®[t,..., t4]/(1.k*8)), les sous-corps K et k%2 sont
linéairement disjoints sur k. En dimension 1 on dira que la courbe associée au
corps K est elle-méme géométriquement irréductible.

3.1.11. Si I C k[ty,...,tq) est un idéal premier tel que Z(I) soit de dimension 1,
c’est-a-dire que le corps des fractions K de I’anneau integre k[tq,. .., t4]/] soit
un corps de fonctions de courbe au sens ol on I’a défini, la proposition
montre que, au moins si k est un corps parfait, on peut toujours se ramener a la
situation qui vient d’étre décrite. (Et si k n’est pas parfait, on peut défendre I’'idée
que la définition donnée en [3.1.1{n’est pas la bonne et qu’on devrait supposer K
algébrique séparable sur une extension transcendante pure k(x).) En un certain
sens, donc, toutes les courbes algébriques sont « planes » (mais de nouveau, ceci
dépend hautement du point de vue choisi pour étudier les courbes).

On peut dire mieux : en étudiant la démonstration de la proposition (et
du théoreme [[.8.5] dont elle dépend), on voit que celle-ci est constructive (elle
peut étre rendue algorithmique) : on va obtenir explicitement deux coordonnées
x,y € K telles que K = k(x,y) avec = transcendant et y algébrique séparable
sur k(z), c’est-a-dire une facon de tracer la courbe dans le plan; en fait, c’est
méme une projection linéaire qui conviendra, puisque dans la démonstration
de [[.8.5] on n’a pris que des combinaisons linéaires des indéterminées, donc x
et y sont finalement des combinaisons linéaires des (classes des) coordonnées t;
de départ. Cette projection peut, cependant, introduire des singularités (il existe
des courbes algébriques qui ne peuvent pas étre représentées comme des courbes
planes non-singulieres).

3.2 Anneaux de valuations

Définition 3.2.1. Soit K un corps. On appelle anneau de valuation de K un
sous-anneau R de K vérifiant la propriété suivante :

pour tout 7 € K, onasoitx € Rsoitz™! € R.
Lorsque £ est un sous-corps de K contenu dans R, on peut dire que R est un

anneau de valuation au-dessus de k.
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Lorsque de plus R # K, on dit qu’il s’agit d’un anneau de valuation non-
trivial.

3.2.2. Dans les conditions ci-dessus, [? est un anneau inteégre (puisque c’est un
sous-anneau d’un corps), et il est clair que K est le corps des fractions de R
(cf. [I.T.I0]; tout élément de K est quotient d’éléments de R puisqu’il est méme
toujours de la forme x ou % 1). On peut donc parler dans 1’absolu d’un « anneau
de valuation », ¢’est un anneau de valuation de son corps des fractions.

On dira qu’un élément x de K a une valuation plus grande (pour R?) qu’un
élément y lorsque * = yz avec z € R; on dira, bien sir, qu’ils ont la méme
valuation lorsque x = yz avec z € R* (lire : z inversible dans R), ce qui signifie
bien siir exactement que x a une valuation plus grande que y et réciproquement.
Il s’agit 1a d’une relation d’équivalence sur K : les classes d’équivalences des
¢léments non nuls s’appellent les valuations : on notera vgr(x) ou simplement
v(x) pour la valuation de z; la classe de 0 € R sera mise a part et notée oo
(on écrira v(0) = oo mais on ne considére généralement pas qu’il s’agisse d’une
valuation). La définition d’un anneau de valuation fait qu’on a défini une relation
d’ordre total sur I’ensemble des valuations (plus oo qui est le plus grand élément).

On définit v(z) + v(y) comme v(zy) et on note 0 pour v(1) (ou v(c)
pour n’importe quel ¢ € R*) : cette définition a bien un sens comme on le
vérifie facilement, et fait de I’ensemble des valuations (sans compter le symbole
spécial co) un groupe abélien, appelé groupe des valuations (ou des valeurs)
de R (oude K pour R), qui n’est autre que le groupe quotient I' := K> /R*. Avec
I’ordre qu’on a mis ci-dessus, il s’agit d’un groupe abélien totalement ordonné,
c’est-a-dire que si u > u' alors u + w > u’ + w quel que soit w.

Lorsque le groupe des valuations est Z, c¢’est-a-dire qu’il est engendré par un
unique élément (on peut alors choisir un générateur strictement positif, qui est
forcément le plus petit élément strictement positif, et qu’on peut noter 1), on dira
que R est un anneau de valuation discrete.

Proposition 3.2.3. Si R est un anneau de valuationde K etv: K — ' U {00} la
valuation associée, on a les propriétés suivantes :

(0) v(x) = oo si et seulement si z = 0,

() v(zy) = v(z) + v(y),

(i) v(x +y) > min(v(x),v(y)),
et de plus,

(iib) v(z +y) = min(v(z), v(y)) si v(z) £ v(y).
qui est une conséquence des précédentes.

L’anneau R peut se retrouver a partir de la valuation comme {x € K : v(z) >
0}.

Réciproquement, si I' est un groupe abélien totalement ordonné et v: K —
[' U {oo} une fonction surjective vérifiant (0), (i) et (ii), alors R := {z € K :
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v(x) > 0} est un anneau de valuation qui a v pour valuation associée : on dit alors
que v est une valuation sur K ou sur R.

En particulier, on peut définir un anneau de valuation discrete comme un
anneau R muni d’une fonction v: Frac(R) — Z U {oo} qui vérifie (0), (i) et (ii)
et qui atteint la valeur 1.

Démonstration. Si v est la valuation associée a un anneau de valuation R, alors
I’affirmation (o) est la définition du symbole co, et I’affirmation (i) est la définition
de I’addition dans I ; pour montrer (ii), on peut supposer (puisque I est totalement
ordonné) que v(z) > wv(y), c’est-a-dire x = yz avec z € R, auquel cas on a
r+y=y(l+z)avec 1+ z € R, ce qui montre bien v(x + y) > v(y).

Pour déduire v(z + y) = min(v(z), v(y)) de (ii) dans le cas ot v(z) # v(y),
on peut supposer v(x) > v(y), et donc v(z + y) > v(y); mais par ailleurs,
y = (z +y) — x (et bien sir v(—1) = 0 vu que (—1)®> = 1) si bien que
v(y) > min(v(x + y),v(z)), or on a v(z) > v(y) donc en fait v(z + y) = v(y),
ce qu’on voulait.

Le fait que R = {z € K : v(z) > 0} est la définition de I’ordre (et le fait que
0=uv(1)).

Enfin, si v vérifie (0), (i) et (ii) et R := {z € K : v(z) > 0}, alors R est un
sous-anneau de A car il contient O d’apres (0), est stable par addition d’apres (ii)
et par multiplication d’apres (i) ; et ¢’est un anneau de valuation car si x € R c’est
que v(z) < 0donc v(z~') = —v(z) > 0 (en utilisant (i)), donc z~' € R. Et la
valuation associée a R est bien v car x = yz pour z € R entraine v(x) > v(y)
par (i), et notamment v(z) = v(y) si et seulement si x = yz pour un certain
z € R* :alors v: K* — T définit un isomorphisme de groupes ordonnés de

K*/R* sur .
Pour ce qui est de I’ affirmation du dernier paragraphe, constater que v: K* —
Z est surjective si et seulement si elle atteint la valeur 1. ©

3.2.4. Les valuations de K et les anneaux de valuations de K sont donc exactement
interchangeables, et on se permettra d’utiliser la terminologie de 1’un pour I’autre.
Par exemple, dire qu'une valuation est non-triviale signifie qu’elle ne prend pas
que les valeurs 0 et co. Dire qu’une valuation est au-dessus de k (sous-corps de K)
signifie qu’elle est nulle sur £* (ou positive sur k, ce qui revient au méme).

3.2.5. Une conséquence fréquemment utilisée des propriétés des valuations est
qu’une somme x1+- - -+x,, dans laquelle un des termes a une valuation strictement
plus petite que tous les autres n’est jamais nulle. (En effet, si v(x;) < v(z;) pour
tout j # i, alors v(z;) < v(y) ouy := > ., x; d’apres la propriété (ii), et (ii.b)
entraine alors que la valuation de la somme est égale a celle de z;, donc n’est
pas o0.).
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3.2.6. Si A est un anneau et v: A — T' U {oc} (ol I" est un groupe abélien
totalement ordonné) une fonction vérifiant (o), (i) et (ii) de alors A est
integre (a cause de (1)), et il est facile de vérifier que v se prolonge de fagon unique
en une valuation sur son corps des fractions K en posant v(z/y) = v(x)—v(y) (ce
qui est manifestement nécessaire et bien défini). Cette observation peut simplifier
la recherche ou I’étude des valuations sur un corps défini comme corps des
fractions. Le plus souvent, dans la situation qu’on vient de décrire, on considere v
positive sur A, et alors A C R, en notant R, I’anneau de valuation.

3.2.7. Les exemples les plus importants de valuations sont celles introduites
en ci-dessus (les v, ou v¢ introduits a cet endroit sont des exemples de
valuations de k(t) au-dessus de k, et en on verra méme que ce sont presque
les seules non-triviales ; ce sont par ailleurs des valuations discretes).

Un autre exemple trés semblable (important pour 1’arithmétique, quoique
moins pour la géométrie) est donné par les valuations p-adiques sur les rationnels :
si ¢ est un rationnel et p un nombre premier, on peut définir v,(%) comme
I’exposant de la plus grande puissance de p qui divise @ moins 1’exposant de
la plus grande puissance de p qui divise b. On peut montrer qu’il s’agit la de
toutes les valuations non-triviales sur Q. (Les vy, sur k(t) évoquées ci-dessus sont
I’analogue exact de ces v, sur Q en utilisant la décomposition des polyndmes en
facteurs irréductibles au lieu de la décomposition des entiers en facteurs premiers.)
Il s’agit la aussi de valuations discretes ; en revanche, elles ne sont pas au-dessus
d’un corps.

Pour donner au moins quelques exemples de valuations qui ne soient
pas discrétes, sur I’anneau k[z,y] des polyndmes en deux indéterminées on
peut définir v(x'y’) = (i,j) a valeurs dans le groupe Z? muni de 1’ordre
lexicographique donnant le poids le plus fort a la premiere coordonnée (il s’agit
bien d’un groupe totalement ordonné) : ceci s’étend de facon unique en une
valuation sur (k[z, y|, puis) k(x, y), qui n’est pas une valuation discréte. Si 6 est un
nombre réel strictement positif et irrationnel, on peut aussi définir v(z'y?) = i+50
a valeurs dans Z @ Z6 C R muni de son ordre hérité des réels, ce qui, de nouveau,
définit une valuation sur (k[z, y|, puis) k(z, y), qui n’est pas une valuation discrete.
Ce type d’exemple ne nous intéressera guere, car on va voir en [3.3.2] ci-dessous
que toutes les valuations non-triviales sur les courbes sont discretes.

Proposition 3.2.8. Les deux propriétés suivantes sur un anneau non nul R sont
équivalentes :
(1) R aun unique idéal maximal,
(i1) le complémentaire dans R de ’ensemble R* des unités de R est un idéal
(forcément maximal),
(i11) pour tout z € R, soit x est inversible, soit 1 — cz est inversible pour tout
c € R.
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Un anneau vérifiant ces propriétés est appelé un anneau local.

Démonstration. Soit R* I’ensemble des unités de K. Comme une unité engendre
I’idéal (unité !) R, tout idéal autre que R est inclus dans le complémentaire R\ R*.

Si (i) R a un unique idéal maximal m, alors tout élément x € R qui n’est pas
une unité engendre un idéal (z) qui est inclus dans m d’aprés doncx € m:
ceci montre (R \ R*) C m, et I'inclusion réciproque résulte du paragraphe
précédent, donc (R \ R*) = m et en particulier on a (ii).

Réciproquement, si (ii) R \ R* est un idéal, on a expliqué qu’il contient tout
autre idéal strict, et en particulier, il est I’unique idéal maximal, ce qui montre (i).

Considérons I’ensemble rad R des = € R tels que 1 — cx soit inversible pour
tout ¢ € R. Sans aucune hypothese sur 12, on peut faire les observations suivantes :
siz € radReta € R alors ar € rad R (car 1 — cax est de la forme 1 — 'z
ou ¢ = ca); dire que 1 — cx est inversible pour tout ¢ € R équivaut a dire que
u — cx est inversible pour tout ¢ € R et tout u € R* (cette derniere condition
est a priori plus forte, mais comme u — cx = u(l — dx) o ¢ = u~'c, le fait
que x € rad R entraine bien cette condition plus forte) ; enfin, si x,y € rad R
alors 1 — c(z +y) = (1 — cx) — cy est de la forme u — cy ol u € R* donc
est inversible : tout ceci montre que rad R est un ia’éalE] de R. Manifestement,
les conditions x € R* et x € rad R sont toujours incompatibles (prendre pour ¢
I’inverse de x) dans un anneau non-nul.

On vient de voir que rad R est un idéal strict, i.e., contenu dans R \ R* : si
(i11) leur union est R, alors ils sont complémentaires, donc le complémentaire de
R\ R* estun idéal, ce qui montre (ii).

Enfin, si (i) R \ R* est un idéal m, et si z ¢ R*, c’est-a-dire x € m, alors
cx € mquel que soit ¢ € R, donc 1 —cx estdans R, et on a bien montré (iii). ©

3.2.9. Un exemple d’anneau local est celui formé des fractions rationnelles f/g €
k(ty,...,t,) dont un dénominateur g (ou, si on préfere, le dénominateur réduit)
ne s’annule pas a I’origine (on vérifie facilement qu’il s’agit d’un anneau) : son
idéal maximal est alors formé de celles dont le numérateur s’annule a I’ origine.

Plus généralement, si p est un idéal premier de k[tq,...,t,], 'anneau des
fractions rationnelles de la forme f/g avec f,g € k[t1,...,t,] et g & p (ie.,
le dénominateur réduit n’est pas identiquement nul sur V'(p)) est un anneau local
dont I’idéal maximal est formé des fractions avec f € pet g € p.

Proposition 3.2.10. Un anneau de valuation est un anneau local.

Démonstration. Pour x € R, on sait que x ¢ R* équivaut a v(x) > 0. Il s’ensuit
que I’ensemble de ces = est un idéal (c’est un groupe additif d’apres la propriété

5. On I’appelle idéal de Jacobson de R, et on peut montrer que c’est toujours 1’intersection
des idéaux maximaux de R : comparer avec|[[.1.9]
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(ii) de[3.2.3] et il est absorbant pour la multiplication d’apres la propriété (i)). On
conclut par ®

3.2.11. Le corps quotient d’un anneau local R par son idéal maximal m s’appelle
le corps résiduel de R ; en particulier, ceci s’applique a un anneau de valuation
avecm := {z € R : v(z) > 0} comme on vient de I’expliquer. Lorsque v est
une valuation sur un corps K, on peut bien siir parler de son corps résiduel, défini
comme le quotient de I’anneau de valuation R := {x € K : v(z) > 0} par
I’unique idéal maximal de ce dernier.

On note parfois O, pour I’anneau de valuation d’une valuation v et m,, pour
son idéal maximal, et enfin 3, pour son corps résiduel O,/m,. On remarquera
que si la valuation v est au-dessus de k, alors s, est une extension de k.

Une valuation non-triviale au-dessus de & sur un corps K de fonctions sur %
comme en [3.1.1|s’appelle une place (ou, s’il faut étre plus explicite, une k-place)
de K. (Cette terminologie est essentiellement utilisée pour le corps des fonctions
d’une courbe K = k(C), i.e., en degré de transcendance 1, auquel cas on peut
indifféremment parler de places de C'.) On notera parfois ¥} (ou, s’il faut étre
plus explicite, ¥k ;) I’ensemble des k-places de K.

Proposition 3.2.12. Soit K un corps, soit A C K un sous-anneau et soit p un
idéal premier (cf.[I.1.3) de A. Alors il existe un anneau de valuation R de K tel
que A C R C K etque mN A = p en notant m 1’idéal maximal de R (cf.[3.2.10).

Démonstration. Soit A’ I’ensemble des quotients g aveca € Aetqg & p:on

rappelle que le produit de deux éléments qui ne sont pas dans p n’est pas dans p,
ce qui permet de voir que A’ est stable par addition et multiplication (en utilisant
les formules usuelles ¢ <+ Z—; = +,‘“’ et 2. “—/ = oo 4@y . il contient bien sir 0
et 1 et est donc un sous-anneau de K Ver1ﬁant A C A C K.Lidéal p’ de A’
formé des 5 avec p € p et ¢ ¢ p est maximal et est méme I’unique idéal maximal
de A’ (tout élément qui n’est pas dans p’ est inversible dans A’ par construction ;
on pourrait remarquer au passage que le corps A’/p’ est le corps des fractions
de A/p); notons par ailleurs que p’ N A = p (car si § =: a € A avec les notations
d’avant, p = aq € p implique a € p vu que q & p).

On remplace maintenant A par A’ et p par p’ : comme on vient de le voir, ceci
permet de supposer que A est un anneau local, dont I'unique idéal maximal est
noté p.

Soit .# I’ensemble des sous-anneaux R de K contenant A ettelsque 1 &€ pR
(ou pR est I’idéal de R engendré par p). Alors .% est non vide (il contient A) et
si 7 est une partie de .# totalement ordonnée par 1’inclusion (= : chaine) alors
R := Uges S est encore dans .# (la réunion d’une chaine de sous-anneaux est
un sous-anneau pour la méme raison que dans la preuve de [[.1.7] ce sous-anneau

contient évidemment A, et si on pouvait écrire 1 comme combinaison linéaire a
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coefficients dans R d’éléments de p, ces coefficients seraient déja dans un S de .7,
une contradiction). Ainsi, le principe[I.1.6]s’applique et il existe R maximal pour
I’inclusion. On va montrer que 12 répond au probléme posé.

Tout d’abord, vérifions que R est un anneau local : comme pR # R par
hypothese, il est inclus (cf. dans un idéal maximal m. Si on répete la
construction du premier paragraphe de cette preuve, on peut considérer 1’anneau
R’ des quotients % avec a € Ret g ¢ m :la maximalité de R impose qu’en fait
R’ = R c’est-a-dire que tout élément n’appartenant pas a m est inversible dans R.
L’idéal maximal m est donc unique, i.e., R est un anneau local, comme annoncé.

De plus, on am N A = p puisque I’inclusion D est claire et que p est un idéal
maximal de A. Il reste simplement a vérifier que R est un anneau de valuation.

Si x € K n’appartient pas a R, alors R[z| est un sous-anneau de K contenant
R (donc A) et strictement plus grand que R : par maximalité de ce dernier, c’est
que 1 € pR|x], c’est-a-dire qu’on peut écrire 1 = ag + a1z + - - + a,z" avec
a; € pR, et en particulier a; € m. Mais 1 — ay ¢ m est inversible dans R puisque
R est local, donc on peut multiplier 1’égalité précédente par son inverse, et quitte
a appeler b; = a;/(1 — ag),onal = bjx + --- + b,2™ avec b; € m. Choisissons
une telle relation avec n le plus petit possible. De méme, si ™! n’appartient pas
a R, on choisit une relation 1 = cyzt + -+ + ¢,, 2™ avec ¢; € m et m le plus
petit possible. Sans perte de généralité, on peut supposer n > m : alors quitte a
multiplier la derniere relation par b,,z" et la soustraire a la précédente, on obtient
une relation 1 = bjx + -+ + b/, 2"', toujours avec b; € m, ce qui contredit
la minimalité de n. On a donc bien montré que x € K implique soit € R soit
r ' eR. ©

3.2.13. En particulier, si I C J sont deux idéaux premiers de k[t, . .., 4], si bien
que Z(I) 2 Z(J) sont deux fermés de Zariski irréductibles (cf. 2.4.11), alors le
corps des fonctions rationnelles K = Frac(k[t, ..., tq]/I) de Z(I) (cf. a
au moins une valuation v qui soit positive sur A := k[ty,...,t4]/I et strictement
positive sur son idéal premier J/I (et exactement sur ces éléments de A). Cette
situation nous importera notamment dans le cas ot Z(/) est une courbe (par
exemple I = (P) avec P € k[z,y] irréductible comme on a vu en et
Z(J) un point de la courbe (plus exactement, un point fermé, cf. 3)).

Proposition 3.2.14. Soit K un corps et soit A C K un sous-anneau. Alors
I’intersection B de tous les anneaux de valuations de K contenant A coincide
exactement avec I’ensemble des éléments = € K qui sont entiers [algébriques]
sur A au sens ot il existe un f € A[t] unitaire non constant tel que f(z) = 0.

(Cet ensemble B, qui est donc un sous-anneau de K, s’appelle la fermeture
intégrale de A dans K, ou cloture intégrale lorsque K est le corps des fractions
de A))
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En particulier, si k est un sous-corps de K, alors I’intersection de tous les
anneaux de valuations de K au-dessus de k est la fermeture algébrique (cf.[1.3.7)
de k dans K.

Démonstration. Montrons d’abord que si * € K est entier sur A alors z
appartient a n’importe quel anneau de valuation R de K contenant A. Or si
2" + ax" !t + .- +a, = 0 avec a; € A (et notamment a; € R), on ne peut
pas avoir vg(z) < 0 caron a v(z') = iv(x), et sia € R, comme v(a) > 0, on a
v(az') > iv(x); par conséquent, si on a une relation 2" + a;z" ' +- - - +a, = 0,
la valuation du terme z™ est nwv(z) donc strictement plus petite que celle de
n’importe quel autre terme de la somme, ce qui interdit qu’elle puisse €tre nulle
(cf.[3.2.5)). Ceci montre une inclusion.

Montrons réciproquement que si x n’est pas entier sur A alors il existe un
anneau de valuation de K contenant A auquel x n’appartient pas. Pour cela,
posons y = ! € K, et considérons I’anneau A[y] qu’il engendre avec A et
I’idéal yA[y] qu’il engendre dans cet anneau. On a 1 ¢ yA[y] sans quoi il y aurait
une relation du type 1 = ayy + -+ - + a,y", donc 2" = a2 ' +--- +a, et x
serait entier sur A, or on a supposé le contraire. L’idéal y A[y| est donc strict et il
existe donc (cf. un idéal maximal p de A[y] le contenant (donc contenant y).
D’apres il existe 1?2 anneau de valuation de K contenant A[y] et dont I’idéal
maximal contienne p. En particulier, vg(y) > 0, donc vg(z) < 0, ce qui signifie
x ¢ R, ce qu’on voulait montrer. ®

Les anneaux de valuation discréte (ceux dont le groupe des valeurs est Z) ont
des propriétés supplémentaires que n’ont pas les anneaux de valuation en général :

Proposition 3.2.15. Soit O un anneau de valuation discreéte, dont on note m 1’idéal
maximal (cf.[3.2.10) et v la valuation. Alors :

(a) un élément ¢t € O engendre m en tant qu’idéal si et seulement si v(¢) = 1
(ou 1 désigne le plus petit élément strictement positif du groupe des
valeurs, qui identifie ce dernier a Z), et en fixant ¢ un élément comme
on vient de dire (et il en existe),

(b) tout élément x # 0 de K a une représentation unique sous la forme
x =ut" avecu € O* etr € Z, auquel cason ar = v(z),

(c) de méme, toutidéal I # (0) de O estl’idéal {x € O : v(x) > r} engendré
par t" (en particulier, O est principal) pour un certain r € N.

Un élément ¢ tel que v(f) = 1 s’appelle une uniformisante de I’anneau de

valuation discrete O.

Démonstration. Montrons le (a). Si ¢ engendre m, alors clairement v(t) = 1 car
pour tout x tel que v(z) > 0, on peut écrire x = ¢z pour un certain z € O
(puisque x € m et que ¢ engendre cet idéal), donc v(x) < wv(t) et ¢ est bien
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de la valuation strictement positive la plus petite possible. Réciproquement, si
v(t) = 1 (la valuation strictement positive la plus petite possible), et si x € m,
alors v(x) > v(t) par la minimalité supposée de v(t), c’est-a-dire x/t € O, ce qui
prouve bien z € tO.

L’existence de ¢ est simplement une conséquence de la définition de la
valuation (ou de I’élément 1 dans le groupe des valeurs).

Montrons maintenant le (b). Si v(x) = r alors u := z/t" est de valuation nulle,
¢’est-a-dire dans O*. Réciproquement, si x = ut”, on a v(x) = v(u) + rv(t) =r
puisque v(u) = 0 et v(t) = 1.

Remarquons que les multiples de ut” dans O sont les éléments de la forme
wu/t"" ¢’ est-a-dire les éléments de valuation > 7.

Montrons enfin le (c). Si x € [ a la plus petite valuation possible pour
un élément de I, disons * = wut” comme on vient de voir, et alors t© € [
donc I contient I’'idéal engendré par t", qui d’apres le paragraphe précédent est
{z € O : v(x) > r}; mais réciproquement, tout élément de / a une valuation
supérieure ou égale a v(x) = r par minimalité supposée de x, donc il y a bien
égalité entre [ et I’idéal {x € O : v(x) > r} engendré par ¢". ©)

3.3 Places des courbes

Lemme 3.3.1. Soit K un corps de fonctions de courbe sur k (cf. et v une
valuation de K au-dessus de k (cf.[3.2.3).

(A) Si z vérifie 0 # v(z) < oo, alors x est transcendant sur k et le corps K
est fini sur k(x).

(B) Si z1,...,x, Vérifient 0 < v(z1) < v(z2) < -+ < v(z,) < oo, alors
xi,...,x, sont linéairement indépendants sur k(x,), et en particulier le degré
[K : k(x,)] (lequel est fini d’apres (A)) est supérieur ou égal a n.

(C) Si z vérifie 0 < v(z) < oo, alors [s, : k| < [K : k(x)] (en particulier, il
est fini d’apres (A)), ol s, := O, /m, est le corps résiduel de la place v.

(Voir aussi le théoreme [3.6.2] plus bas pour une généralisation de (B) et (C).)

Démonstration. Pour ce qui est de (A), on peut le déduire de|3.2.14] mais on va le
faire directement. Commencons par supposer v(z) < 0 et cherchons a montrer la
transcendance de z : on a v(z') = iv(x), et si a € kX, comme v(a) = 0 (puisque
la valuation est au-dessus de k), on a v(az’) = i v(x) ; par conséquent, si on a une
relation 2™ + ;2" + - -+ + a,, = 0, la valuation du terme 2" est nv(x) donc
strictement plus petite que celle de n’importe quel autre terme de la somme, ce qui
interdit qu’elle puisse étre nulle (cf. . Le cas v(z) > 0 s’en déduit en passant
a z~! (I'inverse d’un algébrique étant encore algébrique, cf.[1.3.7). Enfin, une fois
connu le fait que z est transcendant, donc une base de transcendance de K sur &
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(cf.[.5.4)(1a) et (3)), I'extension k(x) C K est algébrique, et comme elle est aussi
de type fini, elle est finie (cf.[1.3.6(2)). Ceci démontre (A).

Passons a I’affirmation (B) : supposons qu’on ait fix; + --- + fpz, = 0
avec f; € k(x,) non tous nuls. Posons = := x,. On a vu ci-dessus que x était
transcendant sur k, c’est-a-dire que les f; sont des fractions rationnelles en .
Quitte a chasser les dénominateurs, on peut supposer f; € k[z] et que x ne les
divise pas tous. Soit ¢; = f;(0) le terme constant de f; (non tous nuls, donc),
mettons f; = ¢; + xg; ou g; € k[z], et soit j le plus petit possible tel que ¢; # 0 :
ainsi,ona c;z; +- - - + ¢, Tp + 1221 + - - - + g, = 0. Or la valuation v(c;z;) =
v(x;) est strictement plus petite que celle de n’importe quel autre terme dans cette
somme (puisque v(g;) > 0 et v(zz;) = v(x,) + v(x;) > v(z,) > v(z;)), ce qui
interdit que la somme puisse étre nulle (cf.[3.2.5). Ceci démontre (B).

Pour ce qui est de (C) : considérons des éléments by, ...,b, de s, qui sont
linéairement indépendants sur k, et soient y; € O, qui représente la classe
by € 3, = O,/m, : on aura montré (C) si on montre que ¥, ...,¥, sont
linéairement indépendants sur k(z). Supposons qu’on ait fiy; + -+ + fuy, = 0
avec f; € k(z) non tous nuls. On a vu en (A) que z était transcendant sur k,
c’est-a-dire que les f; sont des fractions rationnelles en z. Quitte a chasser les
dénominateurs, on peut supposer f; € k[x] et que = ne les divise pas tous. Soit
¢; = fi(0) € kle terme constant de f; (non tous nuls, donc), mettons f; = ¢; + xg;
ol g; € k[z].Onacyy; + -+ + cpyn + g12y1 + - - - + gnxyn = 0. Tous les termes
de cette somme sont dans O, : en réduisant modulo m,, les g;zy; disparaissent car
x € m, par hypothese, et les y; se réduisent en b;. On a donc ¢1b; +- - - +¢,b, = 0,
une contradiction. Ceci démontre (C). ®)

Proposition 3.3.2. Soit K un corps de fonctions de courbe sur k (cf.[3.1.1)). Alors
toutes les valuations (cf. non-triviales de K au-dessus de k (=places de K)
sont discrétes — c’est-a-dire qu’il existe un plus petit élément strictement positif
dans le groupe des valeurs et que tous les éléments en sont des multiples entiers,
si bien que le groupe des valeurs peut s’identifier a Z pour son ordre usuel.

Notamment, tous les anneaux de valuation non-triviaux de K au-dessus de &k
vérifient les propriétés annoncées en (par exemple, ce sont des anneaux
principaux).

Démonstration. Soit v: K — I' U {oco} une valuation non-triviale de K au-
dessus de k. Le fait que v est non-triviale assure qu’il existe x € K tel que
0 # v(x) < oo, et alors le (A) du lemme montre que K est fini sur k(x).
Quitte a remplacer z par %, on peut supposer v(z) > 0. Montrons qu’il existe un
élément z € K avec v(z) strictement positif minimal : si ce n’est pas le cas de z,
il existe 2’ tel que 0 < v(z’) < v(z) < oo, et si 2’ n’est toujours pas minimal, il
existe 2" tel que 0 < v(z”) < v(z’) < v(x) < oo, et ainsi de suite : ce processus
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doit terminer en au plus [K : k(x)] étapes d’apres le (B) du lemme, donc il existe
un z € K avec v(z) strictement positif minimal. Notons 1 := v(z2).

Il reste 2 montrer que tout élément v de I' est un multiple entier de 1. C’est
trivial si u = 0 donc quitte a remplacer éventuellement » par —u on peut supposer
u > 0. Toujours d’apres le (B) du lemme, il n’est pas possible qu’on ait u > r - 1
(ennotant -1 pour 1 + 1+ - - -+ 1 avec r termes) pour tout r € N. Il existe donc
r minimal tel que 7 - 1 < u, et comme v — (r - 1) > 0, par minimalité de 1 dans T,
il est soit nul soit > 1, mais le dernier cas implique (74 1) -1 < u ce qui contredit
la minimalité de 7 : on a donc u = r - 1, ce qu’on voulait montrer. ©

3.3.3. La propriété (C) du lemme [3.3.Tmontre que, pour toute place v d’un corps
de fonctions K de courbe sur £, le corps résiduel sz, est une extension finie, donc
algébrique, de k. Le degré [, : k] s’appelle aussi degré de la place v. S’il vaut 1,
c’est-a-dire si s, = k, la place v est dite rationnelle. C’est notamment le cas si &
est algébriquement clos.

3.3.4. Toujours pour K un corps de fonctions de courbe sur £, si f € K et si
v € Yk (i.e., v est une place de K'), on peut définir f(v) € s, (1’évaluation de f
en la place v) comme valant :

— laclasse de f € O, modulo m,, lorsque v(f) > 0,

— le symbole spécialﬂ oo lorsque v(f) < 0 (on peut dire que f a un pole

env).

Ceci permet de voir un élément de K comme une fonction sur ¥% (mais comme
elle prend des valeurs dans des ensembles sz, différents, ce n’est pas tres agréable,
sauf si k est algébriquement clos auquel cas on a bien affaire a une fonction

On dira symétriquement que f a un zéro en la place v lorsque v(f) > 0, c’est-
a-dire que f(v) = 0 (le 0 de s, étant défini comme I’idéal m, := {x € O, :
v(z) > 0}).

Pour récapituler, on pour f € K etv € ¥k, on a trois possibilités exclusives :

— v(f) > 0, ce qui équivaut a f(v) = 0, ce qui équivaut a f € m, : on dit

que faunzéroenv;

— v(f) <0, ce qui équivaut a f(v) = oo, ce qui équivaut a f ¢ O, : on dit

que faunpdleenv;

— v(f) =0, ce qui équivaut a f(v) € s, ce qui équivauta f € O.

La valuation v(f) peut également étre appelée multiplicité du zéro de f en v
(méme si cette terminologie est un peu abusive ou bizarre si en fait v(f) < 0), et
inversement, au moins si v(f) < 0, I’entier —v( f) peut étre appelé multiplicité du
pole de f en v.

6. Le symbole oo introduit ici (pour désigner un pdle d’une fonction) est différent de celui
introduit en [3.2.2] pour la valuation de O : on pourrait noter ce dernier +oco ou cor pour éviter la
confusion, mais en pratique il y a peu de chances de se tromper.
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On rappelle qu’on a donné le nom d’uniformisante en v a un f € K tel
que v(f) = 1 (c’est-a-dire, avec la terminologie qu’on vient d’introduire, une
fonction qui a un zéro d’ordre exactement 1 en v). On parle aussi de parametre
local pour K en v.

3.3.5. D’apres la proposition la fermeture algébrique k de k dans K
coincide avec I’ensemble des fonctions f € K telles que v(f) > 0 pour toute
place v € ¥}, autrement dit, les fonctions qui n’ont pas de pdle. En passant
a I’'inverse, il s’agit également de I’ensemble des fonctions qui n’ont pas de zéro
(plus la fonction identiquement nulle). Ces fonctions seront dites constantes. Pour
dire les choses autrement, les conditions conditions suivantes sur f € K sont
équivalentes :

— f est transcendant sur k,

— il existe au moins une place v de K ou f ait un pdle,

— f n’est pas nul, et il existe au moins une place v de K ou f ait un zéro,

— f n’est pas constante,

(la derniere étant la définition du mot « constant » dans ce contexte). Le corps k
peut s’appeler corps des constantes de K (sur k).

(Notons au passage que puisque k # K, c’est-a-dire que K est de degré de
transcendance 1 sur £, il existe toujours des places — chose qui n’était pas triviale
a priori )
3.3.6. En général, k peut étre strictement plus grand que £ : un exemple de ce
phénomene a été donné en (ou k = k(v/—1), par exemple k& = R et
k = C). On sera souvent amené 2 faire I’hypothese que k = k, c’est-a-dire
que k est algébriquement fermé (cf. dans K ; ceci se produit notamment
lorsque K = k(C) est défini (au sens de ou plus généralement de
par un polyndme P € k[x,y] ou un fermé de Zariski Z([) géométriquement
irréductible (cf. 2.4.12)) : en effet, on a signalé en [3.1.10] que si c’est le cas,
disons avec K = Frac(k[ty,...,tq)/I), d’aprés la proposition dans le
corps K.k¥8 = Frac(k™®[t,,... t4]/(I.k*8)), les sous-corps K et k8 sont
linéairement disjoints sur k et en particulier, leur intersection k est égale a k.

(On peut bien sir aussi se ramener a k = k en redéfinissant simplement

comme égal a k, a condition qu’on ne tienne pas a garder le corps de base fixé.)

3.3.7. La remarque suivante peut €tre utile : tous les corps résiduels s, sont des
extensions de k (puisque k est I'intersection de tous les O, on a des morphismes
d’anneaux k& — ). Notamment, [k : k] divise tous les deg(v) = [s, : k]
(cf.[3.3.3), et en particulier, s’il existe une place rationnelle (c’est-a-dire deg(v) =

1), ou simplement deux places de degrés premiers entre eux, on a k = k.

3.4 Les places de la droite projective
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3.4.1. On a vu en[3.1.2]comment fabriquer des valuations non-triviales (au-dessus
de k) du corps k(t) des fractions rationnelles en une indéterminée sur k : a savoir,
si h est un polyndme unitaire irréductible de k|t], on appelle vy, (f) I’exposant de
h dans la factorisation de f en polyndmes irréductibles (si f € klt], c’est bien
I’exposant de la décomposition en produit d’irréductibles, et pour une fraction
rationnelle f/g on peut définir v,,(f/g) = vn(f) — vn(g) sachant qu’au plus un
de ces termes sera non-nul lorsque f/g est en forme irréductible, cf. . Si on
préfere, au moins si k est parfait, on peut aussi le noter ve(f) (ou orde(f)), ot &
est une racine quelconque de h dans une cloture algébrique k¢ fixée (puisque le
polyndme h se factorise dans k¢ comme le produit des ¢ — &; ol &; parcourt les
conjugués de &, cf. et aussi[3.1.2).

Il est facile de vérifier que ces v, sont bien des valuations au sens de [3.2.3|
(il suffit par exemple de vérifier les propriétés définissant une valuation sur des
polyndmes, ce qui est immédiat, et de les déduire pour les fractions rationnelles).
On peut aussi vérifier directement que O, := {f € k(t) : vy(f) > 0} (c’est-
a-dire I’ensemble des fractions rationnelles dont & ne divise pas le dénominateur
réduit) est bien un anneau de valuation.

3.4.2. Le corps résiduel sz, de la place v, n’est autre que le corps de rupture
k[t]/(h) de h sur k (si degh = 1, c’est simplement k). En effet, on a a priori
s, = O /(h) (cf.[3.2.15(a)) ; mais en fait tout élément de O}, peut s’écrire sous
la forme f/g avec g non multiple de h, et quitte a utiliser une relation de Bézout
ug +wh = 1 (avec u,w € klt]), on voit que f/g estla somme de uf € k[t] et de
wih € hOy, si bien que finalement O,/ (h) = k[t]/(h).

Ce qu’on a appelé degré de la place v, est donc simplement le degré de h ;
et les places rationnelles parmi les v, sont celles avec deg h = 1, c’est-a-dire, en
fait, I’évaluation en un certain point x € k (si h(t) = t — x : on rappelle que le
reste de la division euclidienne de f € k[t] par ¢ — x est simplement f(z)). Plus
généralement, le paragraphe précédent montre que la valeur de f en la place v,
définie par un ¢ € k'8 (c’est-a-dire par son polyndme minimal /) peut s’identifier
a la valeur f(&) dans le corps k(&) = k[t]/(h).

3.4.3. 1l existe une autre valuation non-triviale de k(t) au-dessus de k, a savoir
celle qui a une fraction rationnelle f/g associe la différence deg(g) — deg(f) du
degré du dénominateur et du degré du numérateur. On la notera v, (ou ord,,).

L’ anneau de valuation O, associ€é est I’anneau des fractions rationnelles dont
le degré du dénominateur est supérieur ou égal a celui du numérateur, et le corps
résiduel est simplement k, le morphisme d’évaluation dans Oy /(1) = k étant
donné par la valeur de la fraction rationnelle en oo (telle que définie en[3.1.2). On
peut s’en convaincre en remplagant ¢ par %, ce qui définit un automorphisme de
k(t) transformant la place vy en v, et vice versa.

On vient de construire un certain nombre de places de k(t) : en fait, ce sont
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les seules :

Proposition 3.4.4. Soit £ un corps. Alors les places (=valuations non-triviales
au-dessus de k) du corps k(t) des fractions rationnelles en une indéterminée sont
exactement les places vy, (associanta f € k(t) I’exposant de h dans la factorisation
de f en polyndmes irréductibles) et v, (qui a une fraction rationnelle associe le
degré du dénominateur moins le degré du numérateur).

Démonstration. On a vu que les places qu’on a dites en sont bien, et elles sont
visiblement distinctes. Soit maintenant v une place de k(t).

Considérons d’abord le cas v(t) > 0. Alors v(f) > 0 pour tout polynéme
f € K[t] (puisque O, est un anneau). Il existe nécessairement un f € k[t] tel
que v(f) > 0 sans quoi la valuation serait triviale. Mais si v(f) > 0, I'un
de ses facteurs (unitaires) irréductibles, disons h, vérifie aussi v(h) > 0. On a
nécessairement v(q) = 0 pour tout autre polyndme unitaire irréductible ¢ car si
v(q) était strictement positif, une relation de Bézout uq+wh = 1 avec u, w € k[t]
donnerait v(1) > 0 ce qui est absurde. Bref, i est le seul polyndme unitaire
irréductible dont la valuation est non-nulle, et il est alors clair que, v(f) pour
f € K quelconque, est le produit de v(h) par I’exposant de h dans la factorisation
de f en polyndmes irréductibles. Puisque la valeur 1 doit étre atteinte par la
valuation, on a forcément v(h) = 1, et on a fini.

Considérons maintenant le cas v(¢) < 0. Alors v(f) = deg f - v(t) pour tout
polyndme f (puisque le terme dominant a une valuation strictement plus petite que
n’importe quel autre terme de la somme). Onadonc v(f/g) = (deg f—deg g) v(t)
pour toute fraction rationnelle f /g, et nécessairement v(t) = —1 puisque la valeur
1 doit étre atteinte. ©

3.4.5. Lorsque k est algébriquement clos, les places de P}, ( := la droite projective
sur k, c’est-a-dire la courbe dont le corps des fonctions est k(¢)) peuvent donc
s’identifier aux éléments de £ (le point € k étant identifié a la valuation qui
a f € k(t) associe I’ordre v, (f) =: ord,(f) du zéro, ou I’opposé de 1’ordre du
pole, de f en x) plus un élément supplémentaire oo (correspondant a la valuation
Uso =: 0I'dy a I’infini). C’est cette vision (« la droite des points de & plus un point
a Iinfini ») qu’on a a I’esprit en traitant P}, de « droite projective ».

Lorsque & n’est plus supposé algébriquement clos, les places de P; sont un
peu plus compliquées ; il faut imaginer que chaque polyndme unitaire irréductible
h € k[t] définit une place qui correspond intuitivement a 1’ensemble de ses racines
dans la cloture algébrique : si k est parfait, il s’agit exactement des orbites sous le
groupe de Galois absolu (comparer avec et[2.4.8(3)). Par exemple, les places
de P}, autres que oo sont soit les réels soit les paires de complexes conjugués (en
particulier, la place associée a 1’unitaire irréductible t*+1 correspond a I’ensemble
{£+/—1} de ses racines, la multiplicité de #> + 1 dans la factorisation d’une
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fraction rationnelle réelle est 1’ordre du zéro ou I’opposé de 1’ordre du pole en
++/—1 ou —v/—1 indifféremment).
Il ne faut pas s’imaginer que la place oo soit intrinsequement différente
des autres. Elle ne I’est qu’a cause du choix particulier de I’indéterminée ¢
dans k(t). Mais si a, b, ¢, d € k sont quatre éléments de k vérifiant ad — bc = 1, et

si on pose t' := ‘gfis € k(t), il est facile de voir que t’ est aussi un transcendant et
k(t') = k(t) (puisqu’on peut retrouver ¢ a partir de t' par t = _di,jfa), et la place

qui était notée oo dans k(t) devient ¢ quand on voit ce méme corps comme k(t')
(autrement dit, il faut comprendre que quand ¢ « vaut » oo, alors t' « vaut » %), et
inversement la place qui est notée oo dans k(') correspond & —¢ dans k(t). (Pour
dire la méme chose autrement, on a un isomorphisme k(') — k(t) donné par
fef( gig), et la composition par cet isomorphisme transforme la valuation v,
sur k(t) en la valuation v, /. sur k(t').) Bref, la place co est simplement la place
ol la coordonnée choisie (i.e., le transcendant choisi pour engendrer & (IP})) a son

pole.

3.5 L’indépendance des valuations

3.5.1. Pour comprendre le théoréme suivant, il faut se rappeler que si v est une
valuation, dire que v(f — g) est grand signifie que f et g sont « trés proches au
sens de v » : par exemple, pour des fractions rationnelles, ve(f — ¢g) > r signifie
que les développements limités de f et g en & coincident jusqu’a I’ordre r — 1
(c’est-a-dire jusqu’a un terme d’erreur en O((t — £)") si £ est fini, et en O(t™")
si & = 00).

On peut d’ailleurs dire que f et g sont « r-proches pour v » lorsque v(f —g) >
7, et constater qu’il s’agit d’une relation d’équivalence compatible avec 1’addition.

Le résultat suivant a donc la signification intuitive : donnés des
développements limités f, ..., f, en des places vy, ..., v,, on peut trouver une
unique fonction f qui les approche simultanément a n’importe quel ordre r; fixé.

Théoréme 3.5.2 (« approximation faible »). Soit K un corps, soient vy, ..., v,
des valuations discretes sur A deux a deux distinctes, et soient fi,..., f, € K et
T1,...,Tn € Z. Alors il existe f € K tel que v;(f — f;) > r; pour chaque 7. On
peut d’ailleurs obtenir v;(f — f;) = r; si on veut.

Démonstration. On procede en plusieurs étapes.

Primo, observons que pour chaque couple (i, j) avec ¢ # j il existe € K tel
que v;(x) > O0etw;(z) < 0ou vice versa (v;(z) < 0etwv;(z) > 0). Ceci résulte du
fait que les anneaux O; et O; des valuations v; et v; sont distincts (vu que 1’anneau
détermine la valuation, cf.[3.2.3)), donc il existe = qui appartient a I’'un mais pas a
I’autre, c’est-a-dire z € O; et x € O, ou vice versa.
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Secundo, montrons que pour chaque couple (7, j) avec i # j il existe x € K
tel que v;(z) > 0 et v;(z) < 0. Or on vient de voir qu’on pouvait trouver z qui
vérifie soit v;(z) > 0 et v;(z) < 0 soit vice versa. Dans le premier cas, prenons y
tel que v;(y) > 0 : en posant z = yz®, on a v;(z) > 0, et v;(z) = v;(y) + sv;(2)
qui sera strictement négatif pour s assez grand. Dans le second cas (v;(z) < 0 et
vj(z) > 0), prenons y tel que v;(y) < 0 : en posant x = y/z° on a v;(z) < 0,
et v;(x) = v;(y) — sv;(2) qui sera strictement positif pour s assez grand vu que
v;(2) < 0. On a donc bien trouvé = qui répond au probléme posé.

Tertio, montrons que pour chaque i il existe z € K tel que v;(z) > 0 et
vj(x) < 0 pour chaque j # i. On peut sans perte de généralité supposer i = 1 et
on procede par récurrence sur n : par hypothese de récurrence, on trouve y tel que
v1(y) > 0etw;(y) < 0pour 1 < j < n, et par le point précédent, on trouve z tel
que v1(z) > 0etwv,(z) < 0.O0n pose x = y + z°. On a déja vy (z) > 0. Pour ce
qui est des v;, si v;(z) < 0 (ce qui est notamment le cas de j = n),onav;(z) <0
lorsque s est assez grand pour assurer s v;(z) < v;(y) ; et si au contraire v;(z) > 0
mais que v;(y) < 0, on a aussi vj(x) < 0. Donc dans tous les cas, pour s assez
grand, = répond aux conditions demandées.

Quarto, montrons que pour chaque 7 et chaque r il existe h € K tel que
v;(h—1) > retvj(h) > r pour chaque j # i. On vient de voir qu’il existe x € K
tel que v;(x) > 0 etv;(x) < 0 pour chaque j # 7 : on pose h = (1 + z*)~! pour s
assez grand:onah—1=2°/(1+ %) etv;(14+2°) = 0donc v;(h — 1) = sv;(x)
peut étre rendu arbitrairement grand; et v;(h) = —v;(1 + 2°) = —sv;(z) peut
aussi étre rendu arbitrairement grand.

Quinto, en appelant h; un élément comme on vient de le trouver au point
précédent (v;(h; —1) > retw;(h;) > r pour chaque j # i) pour un r & déterminer,
onpose f = fihy+ -+ foh,. Onaalors f — f; = fi(h; — 1) —|—Z#i fih;, donc
v;(f — fi) > min;{v;(f;)} + r peut étre rendu arbitrairement grand en prenant r
assez grand (précisément, plus grand que r; — min;{v;(f;)} pour chaque 7). Ceci
montre 1’affirmation principale du théoreme.

Sexto, si on souhaite obtenir v;(f — f;) = 7; exactement, on choisit z; tel
que v;(z;) = r; exactement, puis on utilise le point précédent pour trouver g
tel que v;(g — f;) > r; pour chaque i, et une nouvelle fois pour trouver z tel
que v;(z — z;) > r; pour chaque i : alors f := g + z vérifie v;(f — f;) =
vi((g— fi) + (z—2zi) + z), orvi(z;) = rietvi(g— fi) > rietvi(z — z) > 1y si
bien que v;(f — f;) = r; comme souhaité. ©

Corollaire 3.5.3. L'ensemble 7%/, des places d’un corps K de fonctions de
courbe sur k£ est infini.

Démonstration. On a vu en que tous les éléments de ¥k, sont des
valuations discrétes. Si cet ensemble était fini, disons i/ = {vi,..., v},
d’apres le résultat qu’on vient de montrer, il existerait f € K tel que
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v;(f) = 1 pour tout 7, c’est-a-dire v(f) = 1 pour toute place v € ¥x;. Un
tel f contredit I’équivalence en (une fonction qui n’a aucun podle doit étre
constante, mais une fonction constante est soit identiquement nulle soit n’a pas de
zéro non plus). ©

3.6 L’identité du degré

Lemme 3.6.1. Soit A un corps de fonctions de courbe sur k, soient vy, . . ., v, des
places de K sur k deux a deux distinctes, et soient r{,...,r, € N. Si v est une
place de K, posons r, = r; siv = v; et r, = 0 st v n’est pas 'une des v;. On
considere le k-espace vectoriel

L:={feK:(Yw)u(f)>—-ry}

des fonctions f € K qui ont en v; un pdle de multiplicité au plus r; et aucun pdle
ailleurs qu’en vy, . . ., vy,.

Alors la dimension de L est < [k : k] + .7 r; deg(v;) ot on rappelle
que deg(v;) (degré de la place v, cf. est dimy(s5) avec »; == O;/m; le
corps résiduel de v;, et ou k estle corps des constantes (fermeture algébrique de k&
dans K, cf.[3.3.5).

Plus exactement, la dimension de L est [l;: : k] lorsque tous les r; sont nuls, et
augmente d’au plus deg(v;) lorsque r; est augmenté de 1.

En particulier, cette dimension est finie.

Démonstration. On proceéde par récurrence sur » ., r;. Si les r; sont tous nuls,
L={feK:(Yw)v(f) > 0} est précisément k (cf.[3.2.14), donc la formule est
vérifiée dans ce cas.

Supposons I'inégalité vérifiée pour certains 7; et montrons qu’elle I’est encore
quand on remplace 1’un d’entre eux, disons r;, par r. := r; + 1, avec r;- =7
si j # 4. Soit L’ I’espace correspondant (défini de la méme fagon que L mais avec
les %) ; il est trivial que L C L. Soit z € K tel que v;(z) = r; = r; + 1 (on
n’impose pas de contrainte aux autres places). Alors pour f € L' onav;(fz) > 0,
c’est-a-dire fz € O;, etde plus fz € m; se produit exactement lorsque v;(fz) > 1
c’est-a-dire que f € L. On a donc défini une application k-linéaire L' — x;
envoyant f sur la classe de fz € (O; modulo m;, dont le noyau est L. En
particulier, dimy,(L') < dimy(54) + dimy(L) < [k : k] + 327, 7 deg(v;), ce qui
conclut la récurrence ; et on a bien montré I’affirmation commencant par « plus
exactement ». ©

Théoréme 3.6.2 (« identité du degré »). Soit K un corps de fonctions de courbe
sur k, soit x € K non constant (cf.|[3.3.5) : alors I’ensemble des places ou = a un
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zéro (c’est-a-dire v(x) > 0) est fini, et si on les note vy, ..., v,, ona:

sz deg(v;) = [K : k(z)]

(Rappelons que [K : k(x)] est fini, cf. A).)

Démonstration. Les deux inégalités se démontrent indépendamment. Dans

I’inégalité <, on n’utilisera pas le fait que vy, . .., v, soient foutes les places ou x
a un z€ro, ce qui prouvera, en particulier, qu’il y en a bien un nombre fini (majoré
par [K : k(x)]).

Montrons d’abord l’inégalité <.

Pour chaque 1, soit d; := deg(v;) et r; := v;(x), et soient z;1,..., 2.4, € O;

dont les classes modulo m; forment une base de »; comme k-espace vectoriel
(notamment v;(z;,,) = 0). Quitte a utiliser le théoreme on peut, sans changer
cette propriété des z;,, assurer de surcroit que v;(2;,) > 7; pour tout j # i.
On choisit enfin ¢; tel que v;(t;) = 1 et v;(t;) = 0si j # ¢ (de nouveau en
utilisant [3.5.2)). On va montrer que les z; ¢ pour 1 < i < netl < u < d; et
0 < s < r; sont linéairement indépendants sur k(x), ce qui, comme leur nombre
est > ., r;id;, donnera bien I’inégalité <.
Supposons donc qu’on ait une relation linéaire non-triviale

j 'I‘j—l

S Sl =

7=1 u=1 s=0

avec f;, s € k(x). On sait que = est transcendant sur k, ¢’est-a-dire que les f;,, s
sont des fractions rationnelles en x. Quitte a chasser les dénominateurs, on peut
supposer f;,.s € k[x] et que x ne les divise pas tous. Soit e le plus petit s tel que
I’un des f;, . ne soit pas divisible par = (i.e., non nul en 0) et soit 7 correspondant
(i.e., un indice tel que I’'un des f; ,, . ne soit pas divisible par x).
Ona} ", Zu S fiwszjutit; © = 0. Considérons la valuation v; du
terme f; ., s2jt5t; 5 qui vaut v;(fju,s) + vi(2ju) + svi(t;) — e. Remarquons que
Vi(fjus) > 0 puisque f;, s € k[x]. On considere plusieurs cas :
— sij # 4, onawv(z,) > r;etwv(t;) = 0 donc la valuation considérée est
aumoins0+7, +0—¢e > 0;

— lorsque j = i (si bien que v;(2;,) = 0)et s < e,ona fj, s = Tgjus pour
un certain g € k[z], la valuation considérée vaut au moins 7;+0+s—e > 0
care <1y}

— lorsque j = iets > e, la valuation considérée vaut au moins 0+0+s—e >

0
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— reste les termes ol ] = ¢ et s = ¢, ou la valuation considérée vaut au moins
0+0+s—e=0.
Bref, tous les termes de la somme sont dans O; et tous ceux ou j # ¢ ou bien
s # e sont dans m;. En réduisant modulo m;, on obtient donc

d;
> fiane(0) ziu(vi) = 0 € 54
u=1

(ol z; ,,(v;) est la réduction de z; , modulo m;) et au moins un des f; , .(0) est non
nul. Mais ceci contredit I’indépendance linéaire sur & des z; ,(v;) € ;.

Montrons maintenant l’inégalité >.

Soit m = [K : k(z)] et soit z1, ..., z, une base de K comme k(z)-espace
vectoriel. Ajoutons aux v; toutes les places ol I’'un des z; a un pole, et posons
r; = max(v;(x), 0) (c’est-a-dire ; = v;(z) pour les v; de départ et r; = 0 pour les
nouveaux), et aussi s; = max(max;{v;(z;)},0). Soit enfin Ly I’espace vectoriel
{f € K: (Vi)vi(f:) > —(si + Nr;)} : on a alors 27‘2; € Ly pour tout j et
tout 0 < ¢ < N, et les 2“2, sont linéairement indépendants sur & (puisque z est
transcendant d’apres et que les z; sont linéairement indépendants sur k(z)).
D’apres le lemme[3.6.1] on en déduit N 3, r; deg(v;) +C > (N + 1)m ou C est
une constante (a savoir ), s; deg(v;) + [l% : k]). Or ceci n’est possible, pour N
grand, que si ) . r; deg(v;) > m, ce qui montre ’inégalité annoncée. ©)

Corollaire 3.6.3. Soit /' un corps de fonctions de courbe sur k, soit z € K non
nul. Alors I’ensemble des places ou z a un zéro ou un pole est fini.

Démonstration. Si x est constante (cf. [3.3.5)), le résultat est trivial (I’ensemble
des pdles est vide, et I’ensemble des zéros est vide si « # (). Si x n’est pas
constant, le théoreme [3.6.2] montre que 1’ensemble des zéros a pour cardinal au
plus [K : k(z)], qui est fini; et pour ce qui est des poles, il suffit de remplacer z
par 271, ©)

3.6.4. L’identité du degré généralise le fait qu’'un polynome de degré d a au plus
d zéros, et méme exactement d si on compte les zéros avec multiplicité dans une
cloture algébrique. Pour voir le rapport, considérons h € k[t] de degré d > 0 :
alors h (vu comme un élément de k(t)) est transcendant sur & d’apres A),
mieux, I’extension k(h) C k(t) est algébrique de degré d. En effet, ¢ est racine
du polynéme h(u) — h € k(h)[u] de degré d en I'indéterminée u; et pour
montrer que 1,...,t%"! sont linéairement indépendants sur k(h), supposons que
20+ 21t + -+ 241t = 0 avec z; € k(h), disons z; = f; o hou f; € k(u),
quitte & chasser les dénominateurs on peut supposer f; € k[u] non tous multiples
de u et quitte a écrire f; = ¢; + ug; ot ¢; = f;(0) € k non tous nuls et g; € kful,
c’est-a-dire 2; = ¢; + h-gioh,etonacy+ cit + -+ + cqg 1t € k[t]/(h),
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ce qui est impossible. Bref, [k(t) : k(h)] = degh dans ce cas, et I’énoncé du
théoréme est que > ., v;(h) deg(v;) = degh ot les v; sont les places ou
h a un zéro; d’apres la section les v;(h) sont les multiplicités des facteurs
irréductibles h; divisant i (i.e., « ot h a un z€ro »), et les deg(v;) sont les degrés
des facteurs h; en question.

Si h € k(t) est une fraction rationnelle, la méme formule permet de voir
que [k(t) : k(h)] est égal a la somme des v;(h) deg(v;) comme précédemment,
c’est-a-dire le degré du numérateur, plus éventuellement la contribution de la
place 0o (si voo(h) > 0), pour laquelle deg(vy) = 1 et voo(h) est le degré
du dénominateur moins celui du numérateur. Autrement dit, le terme de gauche
de I’égalité du théoreme [3.6.2] est le maximum du degré du numérateur et du
degré du dénominateur : il est raisonnable de définir ainsi le degré d’une fraction
rationnelle.

En s’inspirant de ces cas particuliers, on fait la définition générale suivante :

Définition 3.6.5. Soit K un corps de fonctions de courbe sur k et soit h € K :
alors on pose deg(h) = [K : k(h)] si h est non constant, et deg(h) = 0 si h est
constante (degré de x). Ainsi, le théoreme se réécrit :

n

> wi(h) deg(v;) = deg(h)

i=1
des que h # 0, ol vy, ..., v, sont les places ou h a un zéro.

On a vu ci-dessus que si A est un polyndme, deg h est bien le degré au sens
usuel, et si A est une fraction rationnelle, deg h est le maximum du degré du
numérateur et du dénominateur.

3.7 Diviseurs sur les courbes

Définition 3.7.1. Soit X' = k(C) un corps de fonctions de courbe sur k. Un
diviseur sur la courbe C' est une combinaison linéaire formelle a coefficients
entiers de k-places de K : autrement dit, le groupe Div(C') des diviseurs est défini
comme le groupe abélien libre P PV Z de base I’ensemble ¥/, des places
de C. On notera )  , np(P) une telle combinaison (ou P parcourt les places de C
et les np sont des entiers relatifs tous nuls sauf un nombre fini).

Le degré d’un diviseur D = > ,np - (P) est défini comme deg(D) :=
> pnpdeg(P) ou deg(P) est le degré de la place P (cf. [3.3.3). On notera
Div"(C) le sous-groupe des diviseurs de degré zéro (i.e., le noyau de deg).

Un diviseur D est dit effectif (ou abusivement : « positif ») lorsque tous les
coefficients np sont positifs. On note D > 0 pour cette affirmation.
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Définition 3.7.2. Si K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k, et si
f € K est non nulle, on appelle respectivement diviseur des zéros, diviseur des
poles et diviseur principal associés a la fonction f les diviseurs

)= >, ordp(f)-(P)

P :ordp(f)>0

f(o0)) = >, —ordp(f)-(P)
P :ordp(f)<0

div(f) := f*((0) = (00)) = > _ordp(f) - (P)

P

ol ordp (aussi noté vp) est la valuation correspondant[] a la place P (i.e., I’ordre
[du zéro] en P de f).

3.7.3. Le théoreme affirme que le degré du diviseur des zéros f*((0)) ou du
diviseur des poles f*((o0)) de f est égal au degré de I’extension k(f) C K, qu’on
peut appeler simplement « degré » de f. Le degré du diviseur principal div(f),
qui est égal au degré du diviseur des zéros moins le diviseur des pdles, est donc
nul : div(f) € Div(C)°.

11 faut souligner que div(fg) = div(f) + div(g) d’apres la propriété [3.2.3(i)
des valuations : div définit donc un morphisme K> — Div(C) (dont le noyau est
le groupe k* des constantes non nulles).

Si D = Y pnp - (P) est un diviseur, certains appellent « valuation » ou
« ordre » ou « multiplicité » de D en P l’entier np (ce qui fait donc que la
valuation de div(f) en P est par définition exactement la valuation ordp(f) de f
en P). On évitera d’abuser de cette terminologie.

Définition 3.7.4. Si K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k, on
appelle diviseur principal un diviseur sur C' (forcément de degré zéro, comme
on I’a vu) de la forme div(f) := > ,ordp(f) - (P) pour une certaine fonction
f € k(C) non nulle. Les diviseurs principaux forment un sous-groupe du groupe
des diviseurs, et méme des diviseurs de degré zéro : on dit que deux diviseurs D
et D’ sont linéairement équivalents, et on note D ~ D', lorsque leur différence
D’ — D est un diviseur principal. Le groupe des diviseurs (resp. diviseurs de
degré 0) modulo les diviseurs principaux (=modulo équivalence linéaire) s’ appelle
groupe de Picard (resp. groupe de Picard de degré zéro) de la courbe C, et est
noté Pic(C) (resp. Pic’(Q)).

7. Formellement, avec la présentation utilisée ici, ordp = vp et P sont égaux. Il est cependant
utile de les distinguer (pour la clarté des notations ou pour la vision géométrique des choses), et
d’appeler P une « place » de la courbe (voire, un « point fermé »), et ordp la « valuation en la
place P » ou « valuation correspondant a la place P ».
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3.7.5. A titre d’exemple, calculons le groupe de Picard de la droite projective P;
sur un corps k. On a vu enque les places de P}, sont en correspondance avec les
polyndmes unitaires irréductibles de k[t], plus une place « a I’infini » oo. Disons
qu’on note P, la place correspondant a la valuation vy, pour h unitaire irréductible,
qui vérifie deg P, = deg h ; pour h de degré un, c’est-a-dire de la forme ¢ — z, on
peut noter simplement x la place en question (i.e., v, (f) = ord,(f) est I’ordre du
z€ro, ou I’opposé de I’ordre du pdle, d’une fonction rationnelle f en x).

Si D = ne(00) + Y, ny - (Py) € Div(PP}) est un diviseur sur Py, (ot 1o
et les ny, sont des entiers, et tous les ny, sont nuls sauf un nombre fini), on peut
définir une fonction f := [], A" qui vérifie v,(f) = n;, par construction, donc
div(f) = nl(00)+>_, ny-(Py) ounl, = —> ", n,deg(h) estla valuation v ( f)
puisque v (h) = — deg(h). Les diviseurs D et div(f) ne different donc que par
(neo — n.) - (00), et ce diviseur est nul si en fait D € Div’(P}) (c’est-a-dire
que le degré no, + Y, n,deg(h) = ne — n’, de D est nul). Ceci prouve que
tout diviseur est linéairement équivalent a un multiple de (co) et que les diviseurs
de degré zéro sur P} sont exactement les diviseurs principaux. Autrement dit,
Pic(P}) = Z (’isomorphisme étant donné par le degré) et Pic’(PP}) = 0.

3.8 Espaces de Riemann-Roch

Définition 3.8.1. Soit X' = k(C) un corps de fonctions de courbe sur k, et soit
D = ) pnp - (P) un diviseur sur C' (c’est-a-dire la donnée d’un entier np
pour chaque place de P, tous nuls sauf un nombre fini). On appelle espace de
Riemann-Roch associé au diviseur D le k-espace vectoriel

Z(D):={feK:(VP)ordp(f) > —np}
={fe K*:div(f)+ D >0}U{0}

des fonctions rationnelles sur C' qui ont en chaque place P un pdle d’ordre au
plus np (ou un zéro d’ordre au moins n p dans le cas ou np est strictement négatif ;
et pas de pole si np est nul). Ici, ord p () désigne la valuation de f correspondantf]
a la place P, c’est-a-dire le coefficient de P dans div(f).

On note /(D) la dimension de (D) comme k-espace vectoriel (on va
rappeler qu’elle est toujours finie).

Proposition 3.8.2. En notant D et D’ des diviseurs sur une méme courbe :

(0) Si Z(D) # 0 alors il existe D’ linéairement équivalent & D (cf. et
effectif.

(i.a) En notant 0 le diviseur nul, on a £ (0) = k. (i.b) Si D < 0 (au sens ou
— D est effectif et non nul), on a £ (D) = 0.

8. Voir note[7|page
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(i) Si D et D’ sont linéairement équivalents (D ~ D’), c’est-a-dire si
D" — D = div(f) pour une certaine fonction f alors on a un isomorphisme
Z(D'") = £ (D) donné par g — fg. En particulier, £ (D’) et £ (D) ont méme
dimension ¢(D’) = ¢(D).

(iii) Si D < D' (au sens ou D' — D est effectif) alors £ (D) C Z(D’) et la
dimension du k-espace vectoriel £ (D’)/.Z (D) est au plus deg D’ — deg D.

(iv) Le k-espace vectoriel £ (D) est de dimension finie : plus précisément, si
D = D, — D_ avec D, et D_ effectifs, alors £(D) < [k : k] + deg D,

Démonstration. (0) Si f € £(D) alors D' = div(f) + D est effectif
(par définition de Z(D)) et linéairement équivalent a D (par définition de
I’équivalence linéaire).

(1) découle de (une fonction sans pole, c’est-a-dire un élément de .Z(0),
est constante, et elle n’a pas non plus de zéro, c’est-a-dire n’appartient pas a % (D)
pour D < 0, sauf si elle est nulle).

(ii) 1 suffit de constater que si D' = D + div(f) alors div(g) + D’ > 0
équivaut a div(fg) + D > 0 puisque les membres de gauche sont égaux (vu que
div(fg) = div(f) + div(g)).

(iii) (sauf I"affirmation .Z (D) C £ (D’), qui est triviale), et (iv) pour D_ = 0,
sont une reformulation de [3.6.1] Le cas général de (iv) s’en déduit trivialement
(augmenter D_ ne peut que faire diminuer ¢(D)). ©

Proposition 3.8.3. En notant D un diviseur sur une courbe :
— Sideg D < 0 alors (D) = 0. 3
— Sideg D =0et (D) # 0alors £(D) = [k : k] et D ~ 0.

Démonstration. Dire que ¢(D) # 0 signifie que pour un certain f on a D' :=
div(f) + D > 0. Or le degré de div(f) est nul (et le degré d’un diviseur effectif
D’ est évidemment positif), donc le degré de D est > 0. De plus, si le degré de D
(donc de D’) est nul, cela signifie que div(f) + D = 0, c’est-a-dire D ~ 0, qui
entraine /(D) = 1. ©

3.9 Différentielles de Kihler

Définition 3.9.1. Soit k£ un corps (ou méme un anneau) et A une k-algebre. On
appelle espace des différentielles de Kihler de A sur k, et on note ), s le A-
module engendré par des symboles formels dx (ou d 4z si on veut étre plus précis)
pour chaque = € A, sujets aux relations :
() dlx+2') =dr+da'siz, 2’ € A,etd(cx) =cdrsice€ ketx € A(e,
d: A — Q,léx/k est k-linéaire), et
(ii) d(zxy) =xdy +ydrsiz,y € A
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(autrement dit, ), ,, est le quotient du A-module libre de base {dx : v € A} par
le sous-module engendré par les relations qu’on vient de dire, autrement dit les
d(x + ') —dx — do’ pour z, 2" € A, les d(cx) — cdz pourc € ketx € Aetles
d(xy) — xdy — ydx pour x,y € A).

3.9.2. Cette définition n’est pas tres élégante. Une définition plus satisfaisante
serait de dire que d: A — Q) s @ la propriété « universelle » que toute autre
application 6: A — M (ou M est un A-module) k-linéaire vérifiant 6(zy) =
x d(y)+y d(x) (on dit que ¢ est une dérivation de A a valeurs dans M) se factorise
de fagon unique par d (i.e., il existe une application A-linéaire u: e M
unique tel que 6(x) = u(dx)). Il est purement formel de vérifier que cette propriété
caractérise completement Qil /i etest bien vérifiée de I’objet construit en
Pour une extension de corps k C K, le K-module Q}( n est facile a décrire, a
condition de faire une hypothese de séparabilité que nous énongons maintenant.

Proposition 3.9.3. Soit £ C K une extension de corps de type fini. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

— si la caractéristique est p > 0, alors dans K, les corps K? et k sont
linéairement disjoints sur kP (cf. ; lire : les extensions kP C KP et
kP C k, tous deux contenues dans /, sont linéairement disjointes),

— il existe une base de transcendance (ti,...,t,) pour laquelle K est
(algébrique) séparable sur k(tq, ..., t,) (cf.[1.7.9).

(Plus généralement, si on ne suppose plus £ C K de type fini, la premiere
condition est équivalente a la seconde affirmée pour toutes les sous-extensions
de type fini £ C K, de K.)

Références. [Matsumura 1989, théoremes 26.1 et 26.2] ©)

3.9.4. Lorsque ces deux conditions équivalentes sont satisfaites, on dit que
I’extension £ C K (non nécessairement algébrique !) est séparable. (Il va de soi,
en vertu de la seconde condition, que pour une extension algébrique, on retrouve
la définition de « séparable » donnée en [[.7.9]; comparer aussi avec pour
la premiere condition ci-dessus dans le cas d’une extension algébrique.) Dans les
conditions de la seconde condition, on dit aussi que (¢, ...,%,) est une base de
transcendance séparante.

3.9.5. Toute extension de corps en caractéristique 0 est séparable (la premiere
condition de[3.9.3]doit se lire comme trivialement vraie en caractéristique 0). Plus
généralement, lorsque k est parfait (cf.[1.8.1]; par exemple, un corps fini), toute
extension £ C K, algébrique ou non, est séparable d’apres (qui généralise
donc la remarque [1.8.3).

Une autre condition suffisante pour que £ C K soit séparable est que K et
k2! soient linéairement disjoints au-dessus de k dans K (on parle d’extension
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réguliere dans ce contexte ; il est facile de voir, en utilisant le fait que le Frobenius
est un automorphisme de K¢, que ceci implique la premiére condition de 3.9.3).
Ceci s’applique lorsque K est le corps de fonctions d’un fermé de Zariski
géométriquement irréductible (cf.[2.4.12] et[3.1.10).

On retiendra donc surtout ceci : si K = k(C') est le corps des fractions d’une

courbe sur un corps k et qu’au moins une des hypotheses suivantes est satisfaite :

— le corps de base k est parfait,

— la courbe C' est géométriquement irréductible (par exemple, C' est
défini dans le plan par I’annulation d’un polynéme P géométriquement
irréductible, c’est-a-dire irréductible sur kS, cf. ou plus
généralement par un fermé de Zariski géométriquement irréductible,
cf. 3.1.10),

alors I’extension £ C K est séparable. On fera cette hypothese a chaque fois qu’il
sera question de différentielles sur une courbe.

Beaucoup d’auteurs limitent la notion de « corps de fonctions de courbe »

a ceux qui sont séparables sur le corps de base, voire, les corps de fonctions de
courbes géométriquement irréductibles : on pourrait donc en faire de méme.

L’hypothese « k parfait » simplifie beaucoup de choses, mais elle ne trivialise

pas pour autant foutes les questions de séparabilité : notamment, méme si

k est parfait, il n’est pas vrai que toute base de transcendance de K sur k
soit automatiquement une base de transcendance séparante (contre-exemple : en
caractéristique p > 0, si k(t) désigne le corps des fractions rationnelles, ¥ est
une base de transcendance de k(t) sur k, et pourtant elle n’est pas séparante, car
I’extension k(#?) C k(t) n’est pas séparable).

Proposition 3.9.6. Soit £ C K une extension de corps de type fini et séparable. Si
(t1,...,t,) une base de transcendance séparante (i.e., telle que K est algébrique
séparable sur k(ti,...,t,), cf. , alors Q}( Ik est un K -espace vectoriel de
base dty,...,dt,. Réciproquement, si tq,...,t, € K sont tels que dtq,...,dt,
soient linéairement indépendants sur /K, alors ils sont une base de transcendance
séparante.

Références. [Matsumura 1989, théoremes 26.6 et 26.8], [Fried & Jarden 2008,
lemme 2.8.3] ©

3.9.7. En particulier, si K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k,
séparable (cf. , alors Q7. /i, est un K -espace vectoriel de dimension 1, et une
base (c’est-a-dire, un élément non nul) en est donnée par dt pour n’importe quel
t € K qui soit une base de transcendance séparante, autrement ¢ non constant et
k(t) C K (algébrique) séparable.

Si ¢ est un tel élément, c’est-a-dire que tout élément w de Q. /i, est multiple
de dt par un coefficient uniquement défini, on peut noter - € K ce coefficient, et
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notamment, il y a un sens a écrire Zl—’: lorsque f € K.

3.9.8. A titre d’exemple, Q,lg(t) s estle k(t)-espace vectoriel de dimension 1 et de
base le symbole formel dt. Pour toute autre fraction rationnelle f € k(t), on a
bien str df = f'(t) dt (en appliquant les régles usuelles de différentiation), donc
df /dt = f’ est bien la dérivée au sens usuel d’une fraction rationnelle.

(Ceci montre au passage que I’hypothese de séparation n’est pas anodine
dans : en caractéristique p > 0, on a d(t?) = 0, et pourtant ¥ est bien
une base de transcendance de k(t) sur k — mais ce n’est pas, c’est 1a le point a
remarquer, une base de transcendance séparante, c’est-a-dire que k(t) n’est pas
séparable sur k(t7).)

Il ne faut pas s’imaginer que tous les éléments de QJ. s soient des df pour

certaines fonctions f. Par exemple, il est bien connu que % S Q}ﬂ(t) Ik n’est
pas de la forme df (il faudrait prendre f = logt, mais ce n’est pas une fraction
rationnelle).

3.9.9. La question de savoir quand dt # 0 est facile en caractéristique 0
(si t n’est pas constant, il est transcendant sur k, cf. donc est une
base de transcendance, automatiquement séparante en caractéristique 0, et [3.9.6]
donne dt # 0); elle I’est moins en caractéristique positive, surtout si k n’est pas
parfait. On va essayer de I’éclaircir :

Proposition 3.9.10. Soit X' = k(C') est un corps de fonctions de courbe sur £,
séparable (cf. [3.9.5), soit P € ¥k, une place et soit R = Op I’anneau de
valuation correspondantf] ({f € K : ordp(f) > 0}). Alors le R-module
Q5 s S'identifie au sous-R-module de Q3 /. engendré par les df pour f € R
(autrement dit, dgf +— dx f définit une application R-linéaire injective, ce qui
permet d’identifier 2}, Ik a I'image de celle-ci). De plus, 2}, s est libre de rang 1
comme R-module : autrement dit, si on a fixé ¢ € R une uniformisante (c’est-a-
dire ordp(t) = 1), il existe a € Qg tel que tout élément w € Q. s’écrive de
fagon unique w = ut'a pour u € R* etv € Z, etqu’on ait ¢ > 0 si et seulement si

w e Q}%/k (cf. b)).

Références. [Hartshorne 1977, théoréeme I1.8.8 et lemme 11.8.9] ®

Définition 3.9.11. Si K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k,
séparable (cf.[3.9.5), alors pour une place P de C et une différentielle de Kéhler
w € QF /> on appelle ordp(w) Dentier ¢ de la proposition c’est-a-
dire le plus grand i tel qu’on ait w/t' € Qg ou t est une uniformisante
en P (concretement, il s’agit donc du plus grand ¢ tel qu’on puisse écrire w =
g1df1 + - - + gn dfy avec ordp(g;) > i etordp(f;) > 0).

9. Voir note [7|page
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Cet entier I’appelle ordre du zéro, ou opposé de 1’ordre du pdle, de w en P;
lorsque ordp(w) > 0, on dit que w est holomorphe en P, lorsque ordp(w) > 0,
on dit qu’elle a un zéro en P, lorsque ordp(w) < 0, on dit qu’elle a un pole en P.

39.12. Siw € Q}(/k et g € K, il est clair que ordp(gw) = ordp(g) + ordp(w)
(d’apres la méme propriété pour deux fonctions, i.e., d’apres[3.2.3|i)). On notera
aussi que ordp(df) > 0 des que ordp(f) > 0 (puisque les df pour f € Op
appartiennent a Q}QP Ik d’apres . Il n’est pas difficile de se convaincre que
ordp est la plus petite fonction qui possede les deux propriétés qu’on vient de
signaler.

La définition de ordp(w) assez complexe. Heureusement, on va pouvoir la
simplifier sous des hypotheéses peu contraignantes (notamment si & est parfait).

Proposition 3.9.13. Soit X' = k(C') est un corps de fonctions de courbe sur £,
séparable (cf.[3.9.3)), soit P € ¥k, une place elle-méme séparable, c’est-a-dire
que son corps résiduel sp est une extension séparable de k, et soit enfin ¢ une
uniformisante en P (c’est-a-dire ordp(t) = 1) : alors dt est une base du R-module
Q5 Ik (qui est libre de rang 1 d’apres la proposition précédente) ; en particulier, dt
est une base du K-espace vectoriel (2. s (ou si on préfere, ¢ est une base de
transcendance séparante de K sur k).

Références. [Goldschmidt 2003, théoreme 2.5.7], [Silverman 1986, propositions
II.1.4 et 11.4.3] ©)

Corollaire 3.9.14. Dans les conditions de la proposition [3.9.13] on a donc :
ordp(w) = ordp(w/dt) pour tout w € 1, (ceci ne dépend pas du choix de
I’uniformisante t).

Démonstration. On vient de voir en|3.9.13|que dt est une base de Q}% Ik c’est-a-

dire que ordp(dt) = 0. On a alors ordp(w) = ordp(w/dt) + ordp(dt) comme on
I’a signalé. ©

Proposition 3.9.15. Si K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k,
séparable (cf. , et P € Yk une place elle-méme séparable (i.e., sp
séparable sur k) ; alors pour tout f € K ona:
— ordp(df) = ordp(f) — 1 siordp(f) # 0 dans k (i.e., si ordp(f) n’est pas
multiple de la caractéristique), et
— ordp(df) > 0siordp(f) > 0, et plus généralement ordp(df) > ordp(f)
si ordp(f) est multiple de la caractéristique de k.

Démonstration. Soit R := Op et soit ¢t une uniformisante en P (i.e., ordp(t) =
1).
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La seconde propriété que ordp(df) > 0 si ordp(f) > 0 a déja été signalée
(elle affirme que les df pour f € R appartiennent QJ, /k). On va I'utiliser pour
montrer les autres.

D’apres on sait que ordp(df) = ordp(df/dt). Ecrivons f = ut' ol
i = ordp(f) etu € R* (en utilisant[3.2.15). On a alors df = iut'~'dt + ' du,
soit £ = jut™! 4 ¢ 4 Sij £ 0 dans k, le premier terme a valuation exactement
i — 1 et le second a valuation > ¢ (car du/dt € R comme on vient de le
voir au paragraphe précédent), donc la valuation de la somme est  — 1 (on
utilise [3.2.3(ii.b)). Si @ = 0 dans k, le premier terme s’annule et le second a
toujours valuation > 1. ®

Proposition 3.9.16. Si K = k(C') est un corps de fonctions de courbe sur k,
séparable (cf. [3.9.5), et soit w € {2, non nulle. Alors I'ensemble des places P
de K telles que ordp(w) # 0 est fini.

Références. [Goldschmidt 2003, lemme 2.5.1], [Silverman 1986,
proposition 11.4.3(e)] ©

Définition 3.9.17. Si K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k,
séparable (cf. , etsiw € Q. est non nulle, on appelle diviseur canonique
associé a la différentielle w le diviseur

div(w) := Zordp(w) - (P)

dont le coefficient devant chaque place P est 'ordre de w en cette place

(cf.3.9.11).

3.9.18. A titre d’exemple, calculons div(dt) sur P} o ¢ est I'indéterminée du
corps k(t) des fractions rationnelles, lorsque k est un corps parfait. En 0, on a
ordy(t) = 1 donc ordg(dt) = 0. En 0o, on a orde(t) = —1 donc ord.,(dt) = —2.
Reste a traiter le cas des autres places, pour lesquelles la proposition [3.9.15|donne
a priori seulement ordp(dt) > 0. Mais on a vu que toute telle place a une
uniformisante 2 € k[t] (le point essentiel est que h est un polynéme en t) : de
ordp(h) = 1 on tire ordp(dh) = 0, or dh = K’ dt (ou b’ est la dérivée usuelle du
polyndéme h) donc 0 = ordp(dh) = ordp(h')+ordp(dt), et comme ordp(h’) > 0
puisque i’ € k[t] et que ordp(dt) > 0, la seule possibilité est que les deux termes
sont nuls, donc en fait ord p(dt) = 0 pour chaque place P autre que oc. Bref, on a
montré que ordp(dt) = —2(00).

3.9.19. Si w et ' sont deux différentielles non nulles sur une méme courbe C,
en appelant 1 € K* I'unique élément tel que w' = hw (vu que O}, /i, est de
dimension 1), on a div(w’) = div(h) + div(w), c’est-a-dire que les diviseurs

84



canoniques associés a w et w’ different par un diviseur principal, autrement dit,
sont linéairement équivalents (cf. [3.7.4).

On peut donc appeler classe canonique la classe[| W € Pic(C) de n’importe
quel diviseur canonique.
3.9.20.Si D = ), np-(P) estundiviseur et IV un diviseur canonique, on pourra
remarquer que

LW -D)={we Q}(/k : (VP) ordp(w) > np}

(ol = désigne un isomorphisme de k-espace vectoriels, c’est-a-dire 1’égalité des
dimensions) : précisément, si W = div(wy), alors Z(W — D) = {f € K* :
div(f) + div(wg) — D >0} U{0} = {f € K* : div(fwy) — D > 0} U {0} est
isomorphe via f = fwga {w € Q. \ {0} : div(w) — D > 0} U{0}, c’est-a-dire
ce qu’on a écrit ci-dessus.

3.10 Le théoreme de Riemann-Roch

3.10.1. Dans toute cette section, on va a chaque fois supposer la courbe C
géométriquement irréductible (cf. 2.4.12] et 3.1.10). Ceci implique notamment
k = k (on remplace donc par 1 toutes les occurrences de la quantité [k : k).

Théoreme 3.10.2 (Riemann-Roch). Soit C' une courbe géométriquement
irréductible sur un corps k. Il existe un entier g > 0, appelé genre de C' tel que
pour tout diviseur D on ait, en notant ¥ un diviseur canonique :

D) —L(W —D)=degD+1—g

Références. [Goldschmidt 2003, corollaire 2.5.11], [Silverman 1986, théo-
reme 11.5.4], [Hartshorne 1977, théoreme 1V.1.3], [Fried & Jarden 2008, théo-
reme 3.2.1] ©®

Corollaire 3.10.3. (A) Pour W un diviseur canonique sur une courbe C
géométriquement irréductible sur un corps k, on a :

(W) =y
deg(W) =29 —2

(B) Si D est un diviseur avec deg D > 2g — 2, alors {(D) = deg D + 1 — g.

10. Normalement la classe canonique est plutdt notée par la lettre /K, mais ici nous utilisons
systématiquement K pour le corps des fonctions.
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Démonstration. Pour la premiere affirmation, appliquer [3.10.2]a D = 0 donne
1—4(W) =0+1—g,doul(W) =g;puisa D =W donne g—1 = degW+1—g
d’olt deg W = 2¢ — 2. Pour la seconde affirmation, on utilise [3.8.3|pour conclure
que /(W — D) =0. ©

3.10.4. S’agissant de la droite projective P!, il résulte du calcul fait en que
sa classe canonique est celle de —2(o0) (on peut tout simplement dire que c’est
—2 vuqu’on a vu en que son groupe de Picard s’identifie a Z via le degré
des diviseurs). Ce degré —2 nous permet de calculer gp: par 2gp1 — 2 = —2 soit
gpr = 0. Voici une forme de réciproque :

Proposition 3.10.5. Soit C' une courbe géométriquement irréductible de genre 0
et ayant une place rationnelle (cf.|3.3.3)). Alors C est isomorphe a P! (c’est-a-dire
que k(C') est k(t) : la courbe est rationnelle).

Démonstration. Soit P une place rationnelle. En appliquant [3.10.3(B) a (P), on
trouve {((P)) = 2.1l existe donc une fonction f non-constante, admettant au plus
un pdle simple, en P ; comme elle est non-constante, d’apres @ elle doit aussi
avoir un péle, donc div(f), qui doit étre de degré 0, est de la forme (Q) — (P).
D’apres[3.6.2] on voit que deg f := [k(C) : k(f)] = 1, ¢’est-a-dire k(C) = k(f),
et comme f est transcendante parce que non constante, on a bien montré que k(C')
est le corps des fractions rationnelles en une indéterminée. ©

3.10.6. Pour montrer que 1’hypothese d’existence d’une place rationnelle n’est pas
inutile, reprenons I’exemple de la « conique sans point » évoquée en[3.1.5]: ona vu
que (sur un corps k de caractéristique # 2 dans lequel —1 n’est pas somme de deux
carrés, par exemple le corps des réels) la courbe d’équation 22 4 3> = —1 n’est
pas rationnelle. Elle est pourtant de genre 0 comme il résulte d’une application
de ci-dessous a 1’extension de corps & C k(1/—1) et de I’observation que
la courbe 22 + y? = —1 sur k(v/—1) est la méme que 2% + y”> = 1 (quitte a faire
le changement de variable linéaire 2/ = \/—1x et 3y’ = v/—17%) donc rationnelle
(cf.[3.1.4) donc de genre 0.

3.11 Points et places

3.11.1. On a défini en un « corps de fonctions de courbe » K = k(C)
sur k comme une extension de corps de £ qui soit de type fini et de degré
de transcendance 1 sur k. La « courbe » elle-méme n’a pas été définie et est
considérée comme un objet purement formel dont on peut parler essentiellement
a travers ses fonctions (i.e., les éléments de K') et ses places (i.e., les valuations
— forcément discrétes — non-triviales de K au-dessus de k).
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Cependant, si Z(I) est un fermé de Zariski irréductible défini par un idéal
I premier de k[tq,...,t,] tel que que le corps des fractions K de 1’anneau
A = k[t1,...,t,]/I (des fonctions régulieres sur Z(I)) soit de degré de
transcendance 1 sur k (par exemple I = (h) C k[z,y| avec h irréductible comme
en [3.1.3), on a envie de faire un lien entre les « points » (rationnels, fermés ou
géométriques, cf. de Z(I) et les places de la courbe C' définie par K. Un tel
rapport existe, méme s’il n’est pas parfait.

3.11.2. Cherchons dans un premier temps a associer un point (rationnel, fermé ou
géométrique) de Z(I) a une place de C. 1l faudra faire une hypothese (ci-dessous)
assurant que la place n’est pas « a I’'infini » par rapport aux coordonnées 1, . . ., t,
choisies.

On peut considérer les classes de t4,...,t, modulo / comme des fonctions
régulieres (cf. sur Z(I), donc des éléments de K = Frac(A), i.e., des
fonctions « sur C' », qu’on notera 1, . . ., t,,. Précisément, si P est une place de C'
(c’est-a-dire de K), on peut considérer 1’évaluation en P de ¢; (cf. , c’est-a-
dire soit la classe de ¢; € Op modulo mp, si ordp(t;) > 0, soit le symbole oc.

Faisons I’hypothése qu’aucun des ¢; n’a de pole en P, ce qui peut se traduire
par ordp(;) > 0 pour chaque i, ou encore A C Op (vu que A est le sous-anneau
k[t1,...,t,) de K engendré par k et les ¢;). Nous résumerons cette hypotheése en
« P n’est pas a I’infini pour les ¢; ».

Expliquons d’abord comment on peut obtenir des points géométriques de Z (1)
(c’est-a-dire des points dans la cloture algébrique £*'2). Pour cela, plongeons
»#p (qui est algébrique sur k, cf. dans k¢, Les évaluations en P des
t;, vues comme des éléments de k%, définissent un point dans (kalg)” 1 ce
point est solution des équations h; définissant [ (disons I = (hq,...,hy,)) car
h;(ti,...,t,) = 0 pour chaque j, ce qui donne la méme propriété sur leurs classes
modulo mp. On a donc associé a chaque place P de C' telle que A C Op un point
géométrique de Z(I), mais il faut souligner que le point en question dépend du
plongement de sp dans k2. (Pour mieux faire les choses, il faudrait considérer
tous les différents plongements de »p dans k™%, ce qui, si k est parfait, peut &tre
décrit comme une orbite sous Galois : on associe donc a la place P une orbite sous
Galois de points géométriques de Z(1).)

Expliquons maintenant comment on peut obtenir un point fermé de Z(I)
(c’est-a-dire par définition un Z(n) avec n idéal maximal de k[ty,...,t,]
contenant /), toujours sous 1’hypothése que P n’est pas a I’infini pour les t;,
c’est-a-dire A C Op. L’intersection p := A N mp de A avec 1’idéal maximal
mp = {z € K : ordp(z) > 0} est encore un idéal maximal : le fait qu’il
s’agisse d’un idéal est clair (I’intersection d’un idéal de Op avec un sous-anneau
de celui-ci est certainement un idéal), et il est maximal car I'image A/p de A dans
»p = Op/mp est un sous-anneau de »p contenant k, ¢’est-a-dire une k-algebre
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de dimension finie intégre, donc un corps d’aprés Lidéal p := I +p
de k[tq,...,t,] (abus de notation pour les polynémes dont la classe modulo 7
tombe dans p) a le méme quotient et il est donc lui aussi maximal. Autrement dit,
ceci définit ce qu’on a appelé un « point fermé » Z(p) de Z(I). Comme on I’a
prouvé au passage, le corps résiduel k[tq, ..., t,]/p de ce point fermé est inclus
dans le corps résiduel cp = Op/mp de la place P.

Enfin, si dans la situation du paragraphe précédent, P est une place rationnelle,
i.e., xp = k, alors A/p est aussi égal a k, c’est-a-dire que p estun idéal de la forme
(t1 — x1,...,t, — x,) (O x; € k est la classe de t; modulo I + p, c’est-a-dire
celle de #; modulo p ou de fagon équivalente de modulo mp, i.e., I’évaluation
de ¢; en P). On obtient donc bien (le singleton d’)un point rationnel de Z(I)
dans cette situation, qui coincide avec le point géométrique construit a 1’avant-
dernier paragraphe. (C’est notamment le cas si k est algébriquement clos ; et si
k est parfait, on voit donc que le point fermé défini au paragraphe précédent est
I’ orbite sous Galois des points géométriques définis a I’avant-dernier paragraphe.)

Bref, on a prouvé :

Proposition 3.11.3. Soit 7 un idéal premier de k[t,...,t,] tel que le corps des
fonctions rationnelles K := Frac(k[t,...,t,]/I) du fermé de Zariski Z(I) soit
de degré de transcendance 1 sur k, et donc définisse une courbe C' sur k. Alors a
toute place P de C' qui soit « n’est pas a I’infini pour les ¢; » au sens ou aucun des
t; n’a de pdle en cette place on peut associer un point fermé de Z(I) par évaluation
des t; en P; et si la place P est rationnelle, le point fermé est lui aussi rationnel.

Notamment, si k est algébriquement clos, les places de C' qui ne sont pas a
I'infini pour les ¢; définissent des points (rationnels=géométriques) de Z([) par
évaluation des ;.

3.11.4. 1l ne faut pas s’attendre a ce que la correspondance entre places de C
non situées a ’infini et points de Z(/) définie aux paragraphes précédents soit
bijective : dans 1’exemple de la cubique nodale décrite en [3.1.6] la courbe est
rationnelle, c¢’est-a-dire que c’est P!, et les deux places &1 de P! correspondent
au seul point (0,0) de Z(I).

Néanmoins, elle est surjective : c’est le contenu du théoreme qui affirme
que pour tout idéal maximal p de A = k[ty,...,t,]/I il existe une valuation v
sur K = Frac(A) telle que A C O, et que AN m, = p. (Notons que v est
forcément non-triviale puisque p # 0 puisque A n’est pas un corps : car s’il 1’était
on aurait K = Aet d’aprésil serait une extension finie de k, ce qui contredit
I’hypothese deg. tr, K = 1.)

3.11.5. 1l existe cependant des conditions sous lesquelles on peut dire qu’il y a une
unique place de C' qui détermine un point de Z(I).

Pour donner un exemple simple mais important, considérons h € k[z,y]

irréductible tel que 1(0,0) = 0 et que £, (0,0) # 0 en notant h;, la dérivée de
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h par rapport a sa seconde variable ; quitte a faire un changement de variable
linéaire sur et y, on peut supposer h;,(0,0) = 0 et iy (0,0) = 1: c’est-a-dire que
h est la somme de y et de termes de degré total au moins 2.

Soit K := k(Z,y : h = 0) = Frac(k[z,y]/(h)) (on note Z,y les classes de
x,1y dans K pour les distinguer des indéterminées elles-mémes).

Si on cherche une valuation v de qui détermine le point (0,0), c’est-a-dire
I’idéal p engendré par T et g, elle doit vérifier a := v(Z) > Oetb:=v(y) > 0; et
la donnée de a et b détermine completement la valuation des mondmesen z ety : a
savoir, v(T'y’) = ai + bj. On veut montrer que v est unique. (La difficulté est que
la valuation d’une somme n’est pas uniquement déterminée par les valuations des
termes, donc on ne peut pas simplement conclure que la valuation des polyndmes
en .,y est connue a partir du fait que celle des mondmes 1’est.)

Comme h est irréductible, il n’est pas multiple de y (sauf si h = y, mais alors
connait déja les valuations sur k[x, y]/(y), cf. et il y en a bien une seule pour
laquelle v(Z) > 0, donc on peut exclure ce cas). Il existe donc des mondmes z° qui
apparaissent dans h. Soit e I’exposant du plus petit tel mondme (i.e., la valuation
usuelle en 0 de h(z,0)). On a e > 2 puisque A/ (0,0) = 0. Tout mondme dans
h est alors divisible soit par y (plus petite puissance de y) soit par z¢ (plus petite
puissance de x); par conséquent, les mondmes de h qui (réduits modulo h) sont
susceptibles d’avoir la plus petite v-valuation sont y et ¢, qui ont v(y) = b et
v(2¢) = ae; comme h s’annule dans K, montre que b = ae (et la valuation
de 7'’ est donc a(i + e7)). A présent, cherchons & montrer que la donnée de a et
e détermine completement la valuation (et qu’on a forcément a = 1).

Pour cela, écrivons h = y + cx® 4+ p ol chaque mondme de p est de la forme
2y’ avec i + ej > e, c’est-a-dire, de v-valuation strictement supérieure a ae.
Observons que dans un polyndme f quelconque en x,y, si on travaille modulo
h, on peut remplacer n’importe quelle occurrence de y par —cx® — p. Si f est
un polyndme en z,y ayant plusieurs mondmes 'y’ de plus petite v-valuation
a(i 4+ ej), en effectuant 1’opération qu’on vient de dire sur ces mondmes, on
peut tous les réécrire comme /'™ plus des termes de v-valuation strictement
supérieure. Si le coefficient du terme en 2t/ ainsi obtenu ne s’annule pas, la
valuation de f := f mod h est donc a(i + €j). S’il s’annule, on recommence
la procédure avec le nouveau polynéme, dont les mondmes sont maintenant tous
de v-valuation strictement supérieure 4 a(i + e5). Puisque la v-valuation de f est
finie (sauf si f est un multiple exact de h), la procédure terminem On a donc
expliqué comment calculer la v-valuation de f := f mod h sans jamais utiliser
d’autre information sur v que a et e. Du coup, v est uniquement déterminé par

11. Une autre facon de voir la procédure ici décrite est d’utiliser I’ordre sur les monomes 'y
consistant a comparer d’abord i + ej puis, en cas d’égalité, ¢ : on cherche a réécrire f modulo h
pour rendre aussi grand que possible le plus petit monéme dans f.
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ces données sur k[x, y]/(h), donc sur K (cf.[3.2.6). Et comme on sait déja qu’elle
existe, il y a bien existence et unicité.

Enfin, comme on a obtenu que la valuation de tout élément de K est un
multiple de a, on a forcément a = 1.

On a montré un cas particulier du résultat suivant :

Proposition 3.11.6. Si h € k[z,y] est un polynéme irréductible tel que 7/, et h;
ne soient pas tous deux nuls en un certain point fermé de Z(h) (la valeur d’un
polynéme en un point fermé Z(m) doit se comprendre comme la classe de ce
polynéme modulo m, vue comme un élément du corps résiduel k[z, y|/m du point
fermé ; on dit qu’un tel point n’est pas singulier, ou qu’il est régulier). Alors ce
point fermé correspond a une unique place de la courbe de corps des fractions
kE(xz,y : h = 0) = Frac(k[z,y]/(h)), et ils ont méme corps résiduel.

Notamment, tout point rationnel de Z(h) en lequel 1/, et h;, ne s’annulent pas
simultanément correspond a une unique place de la courbe.

Démonstration omise. ®

3.12 Revétements de courbes

3.12.1. Soit K = k(C) est un corps de fonctions de courbe sur k, et K C L
une extension finie. Alors L est lui-méme un corps de fonctions de courbe sur %
(le degré de transcendance sur k est toujours 1 car K C L est algébrique; et L
est de type fini sur k£ car de type fini sur K qui est lui-méme de type fini sur k).
Appelons C” 1a courbe correspondante. On dit dans ces conditions qu’on a affaire
a un revétement de courbes sur k, noté symboliquement C’ — C' (on va voir
prochainement comment associer une place de C' a une place de C”). Le degré du
revétement est défini comme le degré [L : K| de I’extension.

Plus exactement, un revétement p: C’ — C' de courbes est défini comme un
morphisme ¢*: k(C') — k(C’) d’anneaux, c’est-a-dire un plongement du corps
k(C) des fonctions de C' dans le corps k(C") des fonctions de C” (on note ¢*
le morphisme d’anneaux pour le distinguer du revétement lui-méme), qui fait de
E(C") une extension finie de k(C'). Le degré du revétement est deg p = [k(C’) :

Par exemple, n’importe quel élément non constant x € K définit un
revétement C' — P! donné par I’extension k(z) C K (qui est finie car algébrique
de type fini), qu'on aura tendance a identifier a x, et dont le degré a déja été

noté deg(z) (cf.[3.6.5).

3.12.2. Si p: ¢ — (' est un revétement de courbes sur k, et si w est une place
de C" (c’est-a-dire une valuation non-triviale sur L := k(C")), on peut considérer
la restriction w|x = w o ¢p* de w a K := k(C). Il est évident qu’elle satisfait
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les conditions (o), (i) et (ii) de [3.2.3] (puisqu’elle les satisfait déja sur L) : elle
définit donc une valuation sur /', mais on prendra garde au fait que cette valuation
n’est pas forcément surjective — on pourrait méme imaginer a priori qu’elle soit
triviale.

En fait, w|x n’est pas triviale, car si y € L est tel que w(y) = —1, en
considérant 1’équation minimale y" + ¢,y ' + --- + ¢, = 0 de y sur K, avec
¢; € K, il n’est pas possible d’avoir w(c;) = 0 pour chaque 7 sinon la somme ne
s’annulerait pas (puisque la valuation du terme y" serait strictement inférieure aux
autres, cf.[3.2.5).

Le groupe des valeurs w (K *) est donc un sous-groupe non trivial de w(L*) =
Z, qu’on peut noter eZ, ou e > 1 est la plus petite valeur strictement positive
possible de w sur un élément de K. On définit alors une valuation discrete v
sur C' par v(z) = 2 w(z) (de maniére a ce que v prenne les valeurs Z U {oo}
et pas seulement les multiples de e). Cette place v est appelée ’image de w par
le revétement ¢, et notée p(w). L'entier e est, pour sa part, appelé I’'indice de
ramification de ¢ en la place w. Lorsque e est égal a 1, on dit que la place w est
non ramifiée pour le revétement ¢ ; lorsque c’est le cas pour toute place w, on dit
que ¢ est [partout] non ramifié.

Enfin, le degré [, : 7| de I'extension des corps résiduels (définie par le fait
que pour z € Konaw(z) > 0ssiw(z) > 0etwv(z) > 0ssiv(x) > 0,sibien
que tout élément de s, = {z € K : v(z) > 0}/{z € K : v(x) > 0} peut se
voir comme un élément de s, = {x € L : w(z) > 0}/{z € L : w(z) > 0}) est
appelé le degré résiduel de ¢ en la place w.

3.12.3. On retiendra la définition de l’indice de ramification sous la forme
suivante : si ¢: C" — C est un revétement de courbes, alors pour tout f € k(C)
et toute place () de C’, on a

ordg(¢*(f)) = epq ordyg)(f)

ol ¢(Q) est la place image de () par f et ou e, ¢ est ’indice de ramification de ¢
en () (défini par cette égalité).

Quant au degré résiduel, on peut utiliser la composition des degrés deg(Q) =
(22 1 k| = [sg : »p] - [2p : k] = fdeg(P) (avec P := p(Q)) pour I’exprimer
dans la formule analogue

deg(Q) = fp@ deg(p(Q))

Par ailleurs, il est utile de noter que si € k(C) est non constant, en se
rappelant qu’on a noté deg(z) := [k(C) : k(x)], on a [k(C") : k(z)] = [k(C") :
E(C)] - [k(C) : k(z)], c’est-a-dire

deg(¢™(z)) = deg(p) deg(z)
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Proposition 3.12.4. Soit X = k(C') un corps de fonctions de courbe sur k, et
f € K un élément non constant identifié au revétement C' — P} donné par
I’extension k(f) C K. Alors pour toute place P de C, la place image f(P) de P!
définie ci-dessus (par restriction de w := ordp a k( f)) coincide bien avec ce qu’on
a appelé évaluation de f en P en (quitte a identifier un élément de s»p a la
place de P! définie par son polyndme minimal sur %, cf. . De plus, I'indice
de ramification de f en P vaut :

— T’ordre ordp(f) du zéro de f en Psi f(P) =0 (i.e., ordp(f) > 0),

— T’ordre — ordp(f) dupole de f en P si f(P) = oo (i.e., ordp(f) < 0).

Démonstration. Soit w = ordp la valuation correspondant a la place P. Pour g
une fraction rationnelle en une indéterminée ¢, on considere w/|y)(g) = ordp(g o
f) (on identifie k(t) a k(f) C K par la composition a droite par f puisque f est
transcendant, cf.[I.3.1)) : le but est de comprendre la valuation ainsi définie (apres
division par un entier a déterminer).

Tout d’abord, dans le cas ot ordp(f) < 0, onaordp(go f) = deg(g) ordp(f)
si g € k[t] comme on le calcule facilement en écrivant explicitement g et
en utilisant (i) et (ii.b), et par conséquent (cf. 3.2.6), on a wlxy(g) =
—Uso(g) ordp(f) quel que soit g € k(). Ceci montre bien que la place image
est 0o et que I’indice de ramification est — ordp(f).

Le cas ou ordp(f) > 0 s’en déduit par composition de g par % (avant de
composer par f) : dans ce cas, on a w|ky(g9) = vo(g) ordp(f) quel que soit
g € k(t), c’est-a-dire que la place image est 0 et que ’indice de ramification
estordp(f).

Dans le cas ot ordp(f) = 0, soit comme d’habitude Op = {z € K :
ordp(x) > 0} I’anneau de valuation en P, et mp = {z € K : ordp(z) > 0}
son idéal maximal et cp = Op/mp le corps résiduel, et soit h € k[t] le polyndome
minimal sur k de la classe f de f modulo mp (i.e., de ce qu’on a appelé évaluation
de fen P en. Le fait que 2(f) = 0 € sp signifie exactement h o f € mp,
c’est-a-dire ordp(h o f) > 0, autrement dit w|)(h) > 0. Comme h est unitaire
irréductible sur k, il y a (cf. une unique valuation v sur k(t) au-dessus de k
donnant la valeur 1 a / : on en déduit que w|,)(g) = ev(g) o e = ordp(h o f).
et on a bien montré comme annoncé que la place v image de w = ordp par f est
celle associée au polyndome minimal h de f = f(P). ©

Théoreme 3.12.5. Soit p: C' — C un revétement de courbes sur k, soit P une
place quelconque de C' et 91, . .., @, les places de C’ dont I’image par ¢ est P.
Notons e; I’indice ce ramification de  en Q); et f; = [5q, : »p] le degré résiduel.
Alors on a

Z e; f; = deg(y)
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Démonstration. L’idée est de se ramener au théoreme [3.6.2] dont celui-ci est une
généralisation.

Soit x € K := k(C) dont le seul zéro est en la place P : un tel élément
existe car {(n - (P)) > 0 pour n suffisamment grand d’apres [3.10.3(B), si bien
qu’il existe une fonction n’ayant aucun pdle ailleurs qu’en P, et en I’inversant on
obtient une fonction n’ayant aucun zéro ailleurs qu’en P. Disons ordp(z) =: r.

Les zéros de ¢*(x) sont exactement les places de C’ dont I’image par ¢ est P
(puisque ordg(¢*(x)) = ey ordy)(x) est strictement positif si et seulement si
ordy(g)(x) I'est, ce qui signifie bien que = a un zéro en (Q), autrement dit que
©(Q) = P puisque x n’a de zéro qu’en P).

Le théoréme donne Y7 ordg, (p*(x)) deg(Q:) = deg(¢*(z)). Mais
comme on I’a expliqué en on a d’une part ordg, (¢*(x)) = e;r, d’autre
part deg(Q;) = fideg(P), et enfin deg(p*(x)) = deg(p) deg(x). Bref,
Yor e firdeg(P) = deg(p) deg(x). Comme on a aussi rdeg(P) = deg(x)
par une nouvelle application de[3.6.2] on en déduit la formule annoncée. ©

3.12.6. Soit C' une courbe sur un corps k, et soit k' une extension algébrique de k.
On peut chercher a considérer une courbe, qu’on notera C/, qui soit définie par les
mémes équations que C' mais sur &’. C’est 1égitime a condition que les extensions
K := k(C) et k' de k soient linéairement disjointes (2 I'intérieur de K?®#),
typiquement si C' était définie (cf.[2.4.9) par un fermé de Zariski géométriquement
irréductible sur k (ou en tout cas, qui reste irréductible sur £’) : cf. Sous cette
hypothese, on peut définir Cj, comme la courbe dont le corps des fonctions est le
composé K.k’ (le composé étant pris dans K'%). On dira que C}, « est définie »
pour résumer cette situation, et on appellera Cs la courbe obtenue par extension
des scalaires de C'de k a k'.

Si k' est une extension finie de k, alors K.k’ = k'(C}/) est une extension
de K de méme degré fini (cf. [[.4.8), et on peut considérer qu’on a affaire a un
revétement Cy, — C' donné par I’inclusion K C K.k'.

Proposition 3.12.7. Soit k£ C £’ une extension de corps finie et séparable, et soit C
une courbe sur un corps k dont le corps des fonctions K := k(C') est linéairement
disjoint de £’ sur k (par exemple si C' est géométriquement integre, cf. [3.12.6).
Alors K C K.k est séparable, et le revétement C}, — C' de courbes sur k& défini
par I’extension K C K.k’ est partout non ramifié.

Références. [Goldschmidt 2003, théoreme 3.2.3], [Fried & Jarden 2008, théo-
reme 3.4.2(c)] ©®

Proposition 3.12.8. Soit C' une courbe géométriquement irréductible sur un
corps k, et soit &’ une extension algébrique séparable de k. Soit C} la courbe
k' qui est définie par la méme équation, ¢’est-a-dire, dont le corps des fonctions
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est le composé K.k’ (ou K := k(C), le composé étant pris dans K¢ ; cf.[2.5.9).
Alors C'ys a le méme genre que C'.

Références. [Goldschmidt 2003, théoreme 3.4.4], [Fried & Jarden 2008, théo-
reme 3.4.2(b)] ©

4 Exercices

Exercice 4.1.

Soit K un corps de fonctions sur un corps k (c’est-a-dire, une extension de
type fini de £ de degré de transcendance 1), soit P une place de K au-dessus de &
(dont on pourra noter v ou ordp la valuation), et soit z une uniformizante en P
(autrement dit, v(z) = 1). Soit enfin d > 2 un entier naturel.

En raisonnant sur la valuation des x;, montrer qu’il n’existe pas de solution
autre que (0, ..., 0) al’équation z&+ 22+ 2223+ - -+ 247 12¢ | = 0 (algébrique
homogene de degré d en d inconnues (z, ..., z4_1)) dans K.

Corrigé. Onremarque que siz € K*, alors v(z?) = dv(z) est un multiple de d.
Par conséquent, v(z2'z¢) = i+dv(x) est congru a i modulo d. Par conséquent, dans
la somme xd + 229+ 2223+ - -+ 27124 |, il estimpossible que deux termes aient
la méme valuation (puisqu’elles sont congrues a des valeurs différentes modulo d)
sauf si cette valuation est oo, ¢’est-a-dire que les termes sont nuls. Donc des lors
que tous les termes ne sont pas nuls, il y en a un qui a une valuation strictement
plus petite que tous les autres. D’apres [3.2.5] la somme ne peut pas étre nulle, ce

qui prouve le résultat voulu. v

Exercice 4.2.

Soit k un corps algébriquement clos. On considere fi, ..., f, € k[t1,. .., t,]
des polyndmes homogénes de degrés totaux respectifs di,...,d,, > 0 en les
indéterminées ¢4, . . ., t,,. Le but de I’exercice est de montrer que si n > m alors il
existe dans £™ un zéro commun non-trivial a f1, ..., f,, (c’est-a-dire une solution
de fi = --- = fn = 0 dans k", différente de (0,...,0)). On suppose donc
par I’absurde que I’ensemble Z(fi, ..., f,,) des zéros communs & fi, ..., f,, est
réduit a {(0,...,0)} et on va montrer n < m.

(1) Montrer qu’il existe » € N tel que tout mondome de degré total > r en
t1,...,t, appartienne a I’idéal I engendré par fi,..., f,, dans k[t;,...,t,]. On
pourra pour cela observer que chaque ¢; s’annule sur Z(fi,. .., f,,) et chercher a
en conclure qu’une puissance de ¢; appartient a /.

Corrigé.  L’hypothese faite est que le fermé de Zariski Z(/) défini par f; =
... = fm = 0 est le méme que celui défini par t; = ... = t,, = 0, notamment,
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chaque t; s’annule sur Z(I) (soit t; € J(Z(I))). Le Nullstellensatz fort
permet de conclure que pour chaque ¢ il existe r; tel que ¢ appartienne a I’idéal /
engendré par f1,..., f,, dans k[t, ..., t,]. Si on appelle r la somme des r; alors
tout mondme de degré total au moins r comporte nécessairement un facteur ¢’
pour un certain ¢, et appartient donc a /. v

(2) Déduire du (1) que tout mondme ¢ de degré total > r en tq,...,t, s’écrit
sous la forme ¢ = hy fi + - - - + Ay frn OU Ay, ..., by, sOnt eux-mémes homogenes
de degré total deg ¢ — d; (ou bien nuls, notamment lorsque deg ¢ < d;). On pourra
pour cela ne conserver que les mondmes de bon degré total dans 5.

Corrigé. La conclusion du (1) montre que pour tout mondéme ¢ de degré total
> renlest; il existe hy,...,hy, € klty, ... t,) telsque g = hyfi + -+ + hyy frn-
Observons a présent qu’en remplagant /; par sa composante homogene de degré
total degg — d;, c’est-a-dire la somme des monOdmes ayant ce degré total (ou
zéro si deggq < d;), puisque f; est homogene de degré total d; et que ¢ est
également homogene (c’est un mondme !) de degré total deggq, on a toujours
I’égalité ¢ = hyf1 + -+ + hn,fm (en effet, on n’a pas changé les mondmes de
degré total deg q dans cette égalité, et on a retiré tous ceux d’un autre degré). v/

Soit K = k(fi,...,fm) le sous-corps de k(ty,...,t,) engendré par
fi,..., fm au-dessus de k.

(3) Déduire du (2) que tout polyndme ¢ de degré total s > r en ty,...,t,
s’écrit comme combinaison /K -linéaire de mondmes en t4, . . ., t,, chacun de degré
total < s. En déduire la méme conclusion avec maintenant des mondmes chacun
de degré < r.

Corrigé.  Soit ¢ un mondme de degré total deg g > r. En décomposant chaque
h; comme somme de mondmes de degré total degq — d;, I’égalité ¢ = hy f1 +
-+ =+ h,, [ obtenue en (2) signifie que le mondme ¢ est combinaison linéaire a
coefficients dans K des mondmes de degré total < deggq, i.e., strictement plus
petit que lui.

Si maintenant g est un polyndome de degré total s > r, chacun de ses monomes
est soit déja de degré < r (donc < s, etil n’y arien a faire) soit, d’apres ce qu’on
vient d’expliquer, combinaison K -linéaire de mondmes de degré total strictement
plus petits que lui et, en particulier, strictement plus petits que s. En ajoutant
toutes ces combinaisons, on voit que tout polynome ¢ de degré total s > r est
combinaison K -linéaire de mondmes chacun de degré total < s.

En recommancant, c’est-a-dire en réécrivant de nouveau tous les mondmes
comme combinaisons K-linéaires de mondmes de degré < s ou s est le degré
total du plus grand mondme qui apparait, et en itérant ce processus (qui termine
vu que le plus grand degré total s d’un mondme qui apparait dans la combinaison
K-linéaire décroit strictement a chaque étape tant qu’il est au moins égal a r),
on finit par arriver a une combinaison K-linéaire de mondmes chacun de degré
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total < 7, soit la conclusion souhaitée. e
(4) Déduire de (3) que la sous-K-algebre K|ty,...,t,] de k(t1,...,t,)

engendrée par les ¢; (i.e., I’ensemble des combinaisons K -linéaires des mondmes

en ty,...,t,) est un K-espace vectoriel de dimension finie. Conclure que

K|tq,...,t,] est un corps, qu’il coincide avec k(t4,...,t,), donc que ce dernier

est un K -espace vectoriel de dimension finie.

Corrigé.  On vient de voir que tout mondme en les tq,...,¢, s’écrit comme

combinaison linéaire a coefficients dans K des monomes de degré < r. Comme
il n’y a qu'un nombre fini de mondmes de degré < r, le K-espace vectoriel

K|ty,...,t,] engendré (dans k(ty,...,t,)) par tous les mondémes en les t; est
de dimension finie.

Or Klty,...,t,] est également un anneau inteégre (puisque c’est un sous-
anneau du corps k(ti,...,t,)) : et un anneau intégre de dimension finie sur un
corps est lui-méme un corps (I.1.13). Donc K[ty, ..., t,] est un corps, et comme
il contient k et tq,...,t,, et est contenu dans k(¢y,...,t,), il coincide avec ce
dernier.

On a donc prouvé que K|ty ..., t,] = k(t,...,t,) estun K-espace vectoriel
de dimension finie. v

(5) En raisonnant sur le degré de transcendance, conclure que n < m.

Corrigé. L’extension de corps K C k(tq,...,t,) étant finie, elle est algébrique.
On peut alors extraire de fi,..., f,, une base de transcendance sur k de K =
k(fi, -, fm) (L5.4(1b)), et puisque k(t1, . . ., t,,) est algébrique sur K, la base de
transcendance trouvée est encore une base de transcendance sur k de k(t1, . . ., t,),
bref deg. tr, k(t1,...,t,) < m. Or manifestement ¢y,...,t, est une base de
transcendance de k(tq,...,t,) donc on a deg. tr k(t1,...,t,) = n. On a bien
prouvé n < m. v

Exercice 4.3.

Cet exercice utilise le résultat de 1’exerciced.2]: il n’est pas nécessaire d’avoir
traité I’exercice en question, seulement d’avoir pris connaissance de sa conclusion,
formulée dans le premier paragraphe de son énoncé.

Soit k un corps algébriquement clos, et soit K un corps de fonctions de courbe
sur k (c’est-a-dire, une extension finie du corps k(z) des fractions rationnelles en
une indéterminée z2).

On considere f € K[t,...,t,] un polyndme homogéne en les indéterminées
ty,...,t, dont le degré total d vérifie 0 < d < n. Le but de I’exercice est de
montrer qu’il existe dans K™ un z€ro non-trivial & f (c’est-a-dire une solution de
f(xy,...,x,) = 0 différente de (0, ...,0)).

(1) Dans un premier temps, on suppose que K = k(z) est le corps des fractions
rationnelles en une indéterminée z, et on suppose de plus que f, a priori dans
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k(z)[t1,...,t,], esten fait dans k[z, 1, ..., t,] (et toujours de degré 0 < d < nen
t1,...,t,). On cherche une solution (z1,...,z,) de f(z1,...,x,) = 0, ol les z;
soient dans k[z] (et non tous nuls). On va écrire x; = Zé\f:o cijzloules ¢ €k
sont des coefficients indéterminés et ou N est un entier. Expliquer pourquoi la
condition f(z1,...,x,) = 0 recherchée se traduit sous la forme d’un systéme
d’équations algébriques en les ¢; ;, toutes homogenes. On ne demande pas d’écrire
ce systeme, mais on précisera au moins clairement le nombre d’équations, leur
degré, et le nombre de variables ; on pourra appeler o le degré de f en la variable z,
et considérer le degré en z et le degré total en les ¢; ; d’un terme @, 27" - - )"
de f(x1,...,z,). En utilisant le résultat de I’exercice montrer que ce systeme
a, en effet, une solution en les ¢; ; si IV est assez grand.

Corrigé.  Disons qu’on ait
f(tla cee 7tn> - Z arh'wnt;l e t:ln

r14-+rp=d

ol on a fait I’hypothese que les coefficients a, sont dans k|[z]. Soit J le plus grand
de leurs degrés, qui est donc le degré de f en la variable z. Comme suggéré
par 1’énoncé, on cherche un zéro non-trivial dans (k[z])" par la méthode des
coefficients indéterminés, en écrivant chaque x; (pour ¢ allant de 1 a n) comme
un polyndme de degré < NN en z, a savoir z; = Z;V:O ci,jzj.

Considérons une expression de la forme z7'---z* : si on la développe
complétement, elle est un polyndme en z de degré au plus N (r1+- - -+r,,) (puisque
chaque z; est un polyndme en z de degré < NN); et elle est homogene de degré
total 7 + - - - + 1, en les ¢; j (puisqu’un produit de polyndmes homogenes est un
polyndme homogene de la somme des degrés totaux), au sens ou le coefficient
devant chaque puissance de z est homogene de degré total 7y +- - -+ 7, enles ¢; ;.
Concernant a,, _,, x7" -+ -z, siry+-- -+, = d, on en déduit qu’il est de degré
< Nd + J en z, et (que son coefficient de chaque puissance de z est) homogene

de degré d en les ¢; ;. Il en va donc de méme de la somme f(z1,...,z,) des
1 Tn
arl?"'7rn$1 e xn *

On en déduit que I’équation f(xy,...,z,) = 0 se traduit, en exprimant

la nullit¢ du coefficient devant chaque z’, comme un systtme d’équations
homogenes de degré d en les ¢; ;. Le nombre d’équations est donné par le nombre
de coefficients de z a écrire, soit 1 de plus que la borne trouvée sur le degré en z,
bref Nd + 6 + 1. Enfin, le nombre de variables est le nombre de c; ;, c’est-a-
dire n (N +1).

Si on tient absolument a écrire le systeme, ce qui n’était pas demandé, c’est :

. (Es1,0)!+(Zsn,e)! s Sn
(Vj) Z oLl a(gsl’_)’.“’(gsn’.);p 0171(’]0 e an’\]fv =0

I !
51,0180, N!
§1,0F sy N=d ’ "

5171+"'+N5n,N+P:j
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ou Xs;, désigne s;o + -+ + s; § €t ap,,. .., €St le coefficient de 2” dans le
polynéme a,, ., € k[z], et ot j parcourt les entiers de 0 a Nd + 9.

Bref, on a un systeme de Nd +  + 1 équations, chacune homogene de degré
total d,enn (N+1) = Nn+n variables. Puisque d < n,ona Nd+0+1 < Nn+n
lorsque N est assez grand. On conclut d’apres le résultat de I’exercice [4.2] que le
systeme a une solution avec les ¢; ; non tous nuls, c’est-a-dire les z; non tous nuls.

v

(2) On suppose toujours que K = k(z). On a montré en (1) que si f €
klz,t1,...,t,] alors f(z1,...,2,) = 0 a une solution non-triviale (dans (k[z])",
donc dans K™). En déduire que si f € k(2)[t1,...,t,] alors f(xy,...,2,) =0
encore une solution non-triviale dans K.

Corrigé. 11 suffit de chasser les dénominateurs. Plus précisément, si f €
k(2)[t1, ..., t,), soit ¢ € k[z] un dénominateur commun a tous les coefficients
Qry...r, de f (en les variables ty,...,t,). Alors ¢ f € k[z,t1,...,1,], et comme
onavuen (1) que I’équation ¢ f(z1, ..., x,) = 0 aune solution non-triviale, cette
solution en est aussi une de 1’équation f(xy,...,z,) = 0. v

(3) Dans cette question (indépendante des précédentes), on suppose que

Ky C K est une extension de corps de degré ¢ := [K : Kj fini. Soit
e1,...,e, une base de K comme Kj-espace vectoriel. Lorsque w € K, on
notera M(w) la matrice ¢ x ¢ a coefficients dans K, qui représente 1’application
K — K, y — w -y de multiplication par w (vue comme une application K-
linéaire du K-espace vectoriel K de dimension /), sur la base ey, ..., €4, et on
notera N(w) := det(M(w)) son déterminant (c’est donc un élément de K).
(a) Expliquer pourquoi M(ww') = M(w)M(w') si w,w’ € K, pourquoi
N(ww') = N(w) N(w'), et pourquoi N(w) = 0 si et seulement si w = 0.
(b) Expliquer pourquoi si w = ) j—1 wje;j avec w; € Ko, alors les coefficients
de M(w) s’écrivent comme des combinaisons -linéaires des w;, et pourquoi
N(w) s’écrit comme un polyndme homogeéne de degré £ en wy, . . ., wy.
Corrigé. (a) Ona M(ww') = M(w) M(w’) car la multiplication par ww'’ est la
composée, dans n’importe quel ordre, de celle par w et de celle par w’. L’identité
N(ww') = N(w) N(w') s’en déduit par la multiplicativité du déterminant. On en
déduit que N(w) N(w’) = 1 si w’ est I'inverse de w, et donc que N(w) # 0 si
w # 0 (I’autre implication est triviale).

(b) Si w = Z§:17~Uj€j alors on a M(w) = ZﬁzleEj, oll on a noté
E; := M(e;) : comme E; est une certaine matrice ¢x ¢ a coefficients dans K, ceci
montre bien que les coefficients de M (w) s’écrivent comme des combinaisons
Ky-linéaires des w;. Comme le déterminant d’une matrice ¢ x ¢ est un polyndme
homogene de degré ¢ en les coefficients de la matrice, on en déduit que N(w)
s’écrit comme un polyndme homogene de degré ¢ en wy, . . ., wy. v

(4) On suppose maintenant que K est un corps de fonctions de courbe sur £,
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disons de degré ¢ := [K : K sur le corps des fractions rationnelles Ky := k(z).
On reprend les notations M (w) et N(w) de la question (3), en appelant ey, . . ., e,
une base de K comme Kj-espace vectoriel. Soit f € Klty,...,t,] (toujours de
degré total 0 < d < n en ty,...,t,). On va écrire z; = » . x;je; ou les
x;; € Ky sont des coefficients indéterminés. Expliquer pourquoi la condition
N(f(x1,...,2,)) = 0 se traduit sous la forme d’une équation algébrique
homogene de degré d¢ en nf indéterminées. En déduire qu’elle a une solution
non-triviale. Conclure.

Corrigé. Disons qu’on ait

f(tlu SR 7tn) = Z aTl:~~~7Tnt1£1 ce t;;n

rit+et+rn=d

les coefficients a, sont dans /. Comme suggéré par I’énoncé, on cherche un
z€ro non-trivial dans K™ par la méthode des coefficients indéterminés, en écrivant
chaque z; (pour ¢ allant de 1 a n) comme z; = Zf.:l x; j€;.

Considérons une expres-
sion de la forme M(z]' - - 2'*) = M(xq)™ ---M(z,)™ : d’aprés la question
(3)(b), les coefficients de chaque M(x;) sont des combinaisons K,-linéaires des
x; j (pour ce ), donc les coefficients du produits sont des polyndmes homogenes
de degré total r; + - -- + r,, en les z; ; (en utilisant le fait que le produit de ma-
trices est bilinéaire). Concernant M(a,, . a*---2/*),siry +--- +r, = d, on
en déduit qu’il est homogene de degré total d en les z; ;. Il en va donc de méme
de la somme M(f(xy,...,x,)) des a,, ., ;" -+ z/". Par ’homogénéité du dé-
terminant, N(f(z1,...,,)) est un polynome homogene (a coefficients dans K)
de degré total d¢ en les indéterminées x; ; qui sont au nombre de n/.

D’apres la question (2), si d¢ < nf, ce qui équivaut a d < n, il y a bien une
solution non triviale a cette équation algébrique de degré d¢ en n/ indéterminées
dans Ky = k(z). Or d’apres la question (3)(a), I’annulation de ce déterminant
N(f(z1,...,z,)) équivaut a I’annulation de tous les z; (i.e., de tous les z; ;). On
a donc bien montré que f(xy,...,x,) = 0 a une solution non-triviale dans K. v/

(5) Les questions précédentes ont montré que si K est le corps des fonctions
d’une courbe sur un corps k algébriquement clos et si f € Klty,...,t,] est
un polyndme homogene en les indéterminées ¢4, ...,¢, dont le degré total d
vérifie 0 < d < n, alors f a un zéro non-trivial dans K". On s’est limité
a un seul polyndme f pour plus de simplicité dans les notations. Mais en

fait, les mémes arguments montrent que si fi,..., f, € k[t1,...,t,] sont
plusieurs polyndmes homogenes de degrés totaux respectifs dy,...,d, > 0 en
les indéterminées t1,...,%,, on peut conclure a I’existence d’un zéro commun
non-trivial a f1, ..., f,, dans K" sous une certaine hypothese sur dy, . . ., d,,. Sans

réécrire les démonstrations, indiquer quelle serait cette condition.
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Corrigé. Si on reprend les questions précédentes avec maintenant m
polyndmes, dans la question (1), on obtiendra maintenant un systeme de
Y (Ndj +6+1) = N(dy + -+ + dp) + md + m équations en n(N + 1)
variables, qui a donc une solution pour N grand lorsque d; + -+ + d,, < n.
Les arguments des questions (2) et (4) ne sont essentiellement pas modifiés, et on
arrive a la conclusion que :

Si K est le corps des fonctions d’une courbe sur un corps & algébriquement

clos et si fi,...,fm € k[t1,...,t,] sont des polyndmes homogenes de degrés
totaux respectifs di,...,d,, > 0 en les indéterminées t,,...,¢,, qui vérifient
di +---+d,, <n,alors fi,..., f, ontun zéro commun non-trivial dans K.

(Ce résultat s’appelle le théoreme de Tsen. On pourra remarquer que
I’exercice [A.1] montre que 1’inégalité est optimale sur n’importe quel corps de
fonctions de courbe, puisqu’on y a trouvé un polynome homogene de degré d
en n = d variables sans zéro non-trivial.) v

Exercice 4.4.

Soit k& un corps parfait de caractéristique # 2,5. On considere la courbe
C plane sur k d’équation y?> = 2° — 1. On admettra sans vérification que le
polynéme h := y? — 2° + 1 € k[x,y] est géométriquement irréductible, et on
posera K := k(C') = k(x)[y]/(h).

(1) Si w est une valuation de K au-dessus de k, montrer qu'on a w(z) < 0 si
et seulement si w(y) < 0. Exprimer le rapport entre w(y) et w(x) si c’est le cas.
5

Corrigé.  Si w(z) < 0 alors w(z® — 1) = bw(x) (pulsque w(z®) <
w(1)), autrement dit w(y®) = 5w(z), d’ot on déduit w(y) = 2w(z) < 0.
Réciproquement, si w(x) > 0 alors w(z® — 1) > 0, autrement dit w(y?) > 0,
d’ott on déduit w(y) > 0. On a bien montré I’équivalence entre w(z) < 0 et
w(y) < 0et, de plus, w(y) = Sw(x) lorsque ces propriétés sont vérifiées. v

(2) Rappeler pourquoi tout élément de K s’écrit de fagcon unique sous la forme
fo+ fiy avec fo, f1 € k(x).

Corrigé. Le corps K estle corps de rupture de /i := y? —x°+1 sur le corps k()
des fractions rationnelles en 1’indéterminée x. Tout élément de K = k(z)[y|/(h)
est donc représenté de facon unique sous la forme d’un polyndme de degré < 2
en y, & savoir le reste de la division euclidienne par h (dans k(z)[y]) de n’importe
quel représentant, ce qui est bien la forme demandée. v

(3) En déduire qu’il existe une et une seule valuation w de K au-dessus de k
telle que w(x) < 0 (on pourra considérer la restriction de w a k(z) et montrer que
c’est, a une constante pres, la valuation v, a I'infini ; puis déduire de (2) que w est
complétement déterminé par la donnée de w(x) et en conclure ce qu’elle vaut).
Corrigé. La restriction de w a k(z) vérifie les propriétés (o), (i) et (ii) de
qui définissent une valuation : ¢’est donc a multiplication prés par un entier e > 1
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une valuation sur k(z), au-dessus de k ; et puisque w(x) < 0, cette valuation est la
valuation a I'infini. Autrement dit, en notant w(z) = —e, on a w(fy) = € Voo (fo)
pour tout fo € k(x). Mais on sait aussi que w(y) = 2w(z) = —2e, donc dans
une forme fy + f1y, le premier terme a une valuation multiple de e et le second
en a une qui vaut —ge plus un multiple de e, et notamment les deux termes
sont forcément de valuations différentes : ainsi, w(fy + f1y) est complétement
déterminé par la donnée de e, a savoir e min(ve(fo), Vao(f1) — 2). Mais puisque
I'image de w doit étre Z U {oo} (condition de normalisation), on a forcément
e = 2, c’est-a-dire w(x) = —2 et w(y) = —b, et en général w(fy + fry) =
min(2v.(fo), 200 (f1) — 5).

Il existe forcément une telle valuation, car x n’est pas constant (il est
transcendant sur k), donc il a un pdle, ce qui signifie exactement qu’il existe une
place w comme on vient de le décrire. v

(4) On note M la place de C' qui a été trouvée (c’est-a-dire que w = ordy,
est I’'unique valuation de K au-dessus de k pour laquelle w(z) < 0). Montrer que
pour tout > 3 entier, les fonctions 1,z,22,...,2",y, 2y, ..., 2" >y sont dans
I’espace de Riemann-Roch .Z(2r(M)) et sont linéairement indépendants sur k.
En déduire un minorant de ¢(2r(M)). En prenant r grand, en déduire un majorant
sur le genre g de C.

Corrigé.  On vient de voir que ordy(x) = —2 et ordy(y) = —5. Par
conséquent, ords(x?) = —2i et ordys (z'y) = —2i — 5. Ces quantités sont > —2r

lorsque respectivement s < reti < r— % (c’est-a-dire en fait: < r—3 puisque ¢, r
sont entiers). En toute autre place P que )M, on sait que ordp(z) > Oetordp(y) >
0 d’apres la question (3). On a bien montré que 1, z, 22, ..., 2", y, xy,..., 2" 3y
sont dans .Z(2r(M)). Ils sont linéairement indépendants sur & car d’une part
les puissances de z, qui sont dans k(z), sont linéairement indépendantes sur £,
et d’autre part 1 et y sont linéairement indépendants sur k(z) (cf. question (2)).
Bref, on a trouvé (r+1) + (r —2) = 2r — 1 éléments k-linéairement indépendants
dans .Z(2r(M)), donc ¢(2r(M)) > 2r — 1.

Or on sait par [3.10.3|B) que si  est assez grand (a savoir 2r > 2g — 2 mais
peu importe), on a {(2r(M)) = 2r +1—¢.Onen déduit2r +1 — g > 2r — 1,
c’est-a-dire g < 2. v
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absolu (groupe de Galois), 30
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composé, 12

conjugaison (classe de), 29
conjugués (éléments), 29
constante (fonction), 68
contenu, 5

corps, 3

corps de décomposition, 19
corps de rupture, 9, 18
corps des fractions, 5
corps résiduel, 42, 62
courbe (corps de fonctions), 49
cubique cuspidale, 54
cubique nodale, 53

D

décomposition (corps de), voir corps de
décomposition

degré (d’un diviseur), 76

degré (d’un élément), 8

degré (d’un point fermé), 42

degré (d’un revétement), 90

degré (d’une extension), 9

degré (d’une fonction sur une courbe),
76

degré (d’une place), 67

degré de transcendance, 17

degré inséparable, 26

degré résiduel, 91

degré séparable, 26

dérivation, 80

différentielles de Kahler, 79

dimension, 44, 57

discrete (valuation), 58, 66

diviseur, 76

droite projective, 49

E

effectif (diviseur), 76
engendrée (algebre), 6
engendrée (sous-extension), 7
entier (€lément), 63

entier algébrique (élément), 8
évaluation, 6, 8, 14, 42, 50, 67
extension de corps, 7
extension des scalaires, 45, 93

F

fermé (point), 41

fermé de Zariski, 39
fermeture algébrique, 10
fermeture intégrale, 63
fermeture normale, 30
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fermeture séparable, 26

finie (extension), 9

fonctions (corps de), 49

fractions (corps des), voir corps des
fractions

fractions rationnelles, 5

Frobenius, 21

G

Galois (groupe de), 30

galoisienne (extension), 30

GauB} (Ilemme de), 5

genre (d’une courbe), 85
géométrique (point), 41
géométriquement irréductible, 43, 56

H
holomorphe (différentielle), 83
hypersurface, 39

I

image d’une place par un revétement,
91

indice de ramification, 91

integre (anneau), 3

intermédiaire (corps), 7

inversible, 2

irréductible, 42

L

linéairement disjointes (extensions), 11
linéairement équivalents (diviseurs), 77
local (anneau), 61

M

maximal (idéal), 3
monogene (extension), 8
multiplicité, 67

N

nilpotent, 4

nilradical, 4

noethérien (anneau), 34

normale (extension), 29
nul (anneau), 2
Nullstellensatz, 38

parametre local, 68
parfait (corps), 26
Picard (groupe de), 77
place, 62

pole (d’une fonction), 67
polyndme minimal, 8
premier (idéal), 3
primitif (polyndme), 5
principal (diviseur), 77
produit tensoriel, 46
purement inséparable, 26

R

radical (idéal), 38

rationnel (point), 41

rationnelle (courbe), 52

rationnelle (fonction), 44, 56
rationnelle (place), 67

réduit (anneau), 4

régulier (élément d’un anneau), 2
régulier (point), 90

réguliere (extension), 81

régulieres (fonctions), 42

résiduel (corps), 62, voir corps résiduel
revétement de courbes, 90
Riemann-Roch (espace de), 78

rupture (corps de), voir corps de rupture

S

séparable (élément), 23

séparable (extension), 24, 80
séparable (polyndme), 22
séparablement clos (corps), 26
séparante (base de transcendance), 80
singulier (point), 53, 90

sous-corps, 7

sous-extension, 7
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structural (morphisme), 2

T

tensoriel (produit), 46

tour d’extensions, 7

transcendant, 8

transcendante pure (extension), 14
type fini (algebre), 6

type fini (extension de corps), 7
type fini (idéal), 34

U
uniformisante, 64, 68
unité (dans un anneau), 3

v

valuation, 50, 59

valuation (anneau de), voir anneau de
valuation

Z

Zariski (fermé de), 39
Zariski (lemme de), 37
zéro (d’une fonction), 67
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